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ÄËß ÑÒÓÄÅÍÒÎÂ I-II ÊÓÐÑÎÂ

êàôåäðà Òåîðèè ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà

êàôåäðà Ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà

1. (Â.Ê.Áåëîøàïêà) Íàéòè âñå ôóíêöèè f : R2 → R, äëÿ êîòîðûõ ïðè ëþáûõ
äåéñòâèòåëüíûõ x è y âûïîëíåíî ðàâåíñòâî f(x+ y, xy) = x2 + y2.

2. (Ï.À.Áîðîäèí) Ñóùåñòâóåò ëè íåíóëåâàÿ ôóíêöèÿ f , íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [0, 1],
óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåðàâåíñòâàì∫ x

0

f(t) dt > 0,

∫ x

0

tf(t) dt 6 0

ïðè êàæäîì x ∈ [0, 1]?

3. (È.À.Øåéïàê) Íàéòè ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè èíòåãðàëà∫ 1

0

lnx sin ax dx

ïðè a→ +∞.

4. (Ï.À.Áîðîäèí) Ïóñòü Γ � ãðàôèê ôóíêöèè f , îïðåäåëåííîé è íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå
äåéñòâèòåëüíîé îñè. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìîæíî òàê âûáðàòü òî÷êè
A1, . . . , An íà Γ, ÷òî A1 è An � ñîîòâåòñòâåííî ñàìàÿ ëåâàÿ è ñàìàÿ ïðàâàÿ òî÷êè Γ
è

n−1∑
k=1

|AkAk+1|2 < ε.

5. (Â.Â. Ðûæèêîâ) Îòîáðàæåíèå T : [0, 1] → [0, 1] ñîõðàíÿåò ìåðó, åñëè µ(T−1(A)) = µ(A)
äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâà A ⊂ [0, 1] (µ � êëàññè÷åñêàÿ ìåðà
Ëåáåãà). Ñîõðàíÿþùåå ìåðó îòîáðàæåíèå T íàçûâàåòñÿ ýðãîäè÷åñêèì, åñëè îíî íå
èìååò èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ A ñ ìåðîé µ(A) ∈ (0, 1). Íàïðèìåð, îòîáðàæåíèå
x→ x+ α (mod 1) ïðè èððàöèîíàëüíîì α ÿâëÿåòñÿ ýðãîäè÷åñêèì. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå
ñîõðàíÿþùåå ìåðó îòîáðàæåíèå T , ÷òî T ◦ T íå ýðãîäè÷íî, íî T ◦ T ◦ T ýðãîäè÷íî?


