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êàôåäðà Òåîðèè ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà
êàôåäðà Ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà

1. (Ï.À.Áîðîäèí) Ìíîãî÷ëåí P (x) ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè óäîâëåòâîðÿåò íåðà-
âåíñòâó P (x) > P ′(x)/1000 ïðè êàæäîì x ∈ R. Ñêîëüêî äåéñòâèòåëüíûõ íóëåé ìîæåò èìåòü ýòîò
ìíîãî÷ëåí?

2. (Ò.Ï.Ëóêàøåíêî) Äëÿ êàæäîãî θ ∈ [0; 1] è n ∈ N îïèñàòü âñå òàêèå n ðàç äèôôåðåíöèðóåìûå
ôóíêöèè f : R→ R, ÷òî äëÿ ëþáûõ òî÷åê x è x0 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

f(x) =
n−1∑

k=0

f (k)(x0)
k!

(x− x0)k +
f (n)(x0 + θ(x− x0))

(n− 1)!
(x− x0)(x0 + θ(x− x0))n−1.

3. (Â.Â.Ãàëàòåíêî) Íàéòè in�mum ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ïàðàìåòðà α, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ
ðÿä

∞∑
n=1

xα sinnx
n

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïðè x ∈ (0, 1).
4. (Â.Â.Ðûæèêîâ) Âî ìíîæåñòâå ñ êîíå÷íîé ìåðîé µ äàíû 2009 ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïîäìíî-

æåñòâ Arj , r = 1, . . . , 2009, j = 1, 2, . . . . Äëÿ êàæäîãî r è j ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî µ(Arj) = 1/ 2009
√
j.

Äîêàçàòü, ÷òî íàéäóòñÿ òàêèå ðàçëè÷íûå j è k, ÷òî µ(Arj ∩Ark) > 0 äëÿ ëþáîãî r = 1, 2, . . . , 2009.
5. (Â.È.Áîãà÷åâ) Ñõîäèòñÿ ëè ðÿä

∑∞
n=1

1√
n

sin
√
n ?

6. (Ï.À.Áîðîäèí) Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå ôóíêöèè f, g, h ∈ C[0, 1], ÷òî ‖αf+βg+γh‖ =
√
α2 + β2 + γ2

äëÿ ëþáûõ ÷èñåë α, β, γ (çäåñü ‖f‖ = max{|f(x)| : x ∈ [0, 1]}))?
7. (È.À.Øåéïàê) Âû÷èñëèòü

∞∑
n=1

(
1
n

n∑
m=1

1
m

)2

.

8. (Ï.À.Áîðîäèí) Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå íåïóñòîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî M â ïðîñòðàíñòâå C[0, 1]
ñ ðàâíîìåðíîé ìåòðèêîé, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ C[0, 1] \M â M íåò ôóíêöèè, áëèæàéøåé ê
f?

9. (Â.È.Áîãà÷åâ) Äëÿ ëþáîé ëè èçìåðèìîé ïî Ëåáåãó ôóíêöèè f : [0, 1] → R íàéäåòñÿ òàêàÿ
èçìåðèìàÿ ïî Áîðåëþ ôóíêöèÿ g : [0, 1]→ R, ÷òî f(x) 6 g(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ [0, 1]?


