
ÇÀÎ×ÍÀß ÎËÈÌÏÈÀÄÀ ÏÎ ÀÍÀËÈÇÓ
ÄËß ÑÒÓÄÅÍÒÎÂ I-II ÊÓÐÑÎÂ

êàôåäðà Òåîðèè ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà
êàôåäðà Ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà

1. (Â.Ã.Óøàêîâ) Íàéòè (5n+ 2)-óþ öèôðó ïîñëå çàïÿòîé â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà sin 10−n.
2. (È.À.Øåéïàê) à) Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

∫ 1

0
K2(x) dx, ãäå K(x) � êàíòîðîâñêàÿ "ëåñòíèöà".

á) Äîêàçàòü, ÷òî âñå èíòåãðàëû
∫ 1

0
Kn(x) dx, n = 1, 2, . . . , � ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà.

3. (À.Þ.Ïîïîâ) Äàíû n ∈ N, f ∈ Cn[0, 1], x0 ∈ [0, 1], f(x0) = 0. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ôóíêöèè
f0(x) = f(x)/(x− x0) ïðè ëþáîì k = 1, 2, . . . , n èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

‖f (k−1)
0 ‖ 6 ‖f

(k)‖
k

,

ãäå ‖ϕ‖ = max{|ϕ(x)| : x ∈ [0, 1]}.
4. (Ï.À.Áîðîäèí) Ïðèâåñòè ïðèìåð èçìåðèìîé ôóíêöèè f : R → R, íà ëþáîì èíòåðâàëå

ïðèíèìàþùåé âñå äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ.
5. (Â.Ê.Áåëîøàïêà) Ñóùåñòâóåò ëè ñòåïåííîé ðÿä

∑
anmx

nym, àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ íà ìíî-
æåñòâå {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 6 4, |xy| 6 1} è àáñîëþòíî ðàñõîäÿùèéñÿ âíå ýòîãî ìíîæåñòâà?

6. (Â.Â. Ãàëàòåíêî) Ïóñòü A � ìíîæåñòâî íà ïëîñêîñòè, èìåþùåå ïîëîæèòåëüíóþ ïëîñêóþ ìåðó
Ëåáåãà. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíûé 2008-óãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â A.

7. (Ò.Ï.Ëóêàøåíêî) Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ÷èñëî
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ÿâëÿåòñÿ öåëûì, è íàéòè ýòî ÷èñëî.
8. (Â.È.Áîãà÷åâ) Ôóíêöèÿ f : R → R ïîëîæèòåëüíà è áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà íà âñåé

÷èñëîâîé ïðÿìîé. Èçâåñòíî, ÷òî ôóíêöèè f , f ′, f ′′, f ′′′ àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìû ïî Ðèìàíó â
íåñîáñòâåííîì ñìûñëå íà R. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ (f ′)2/f èíòåãðèðóåìà íà R.

9. (Î.Í.Êîñóõèí) Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà a0, a1, . . . , an òàêîâû, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ [−1, 1]
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |anxn + . . . + a1x + a0| 6 1. Äîêàçàòü, ÷òî òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ [−1, 1]
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |a0x

n + a1x
n−1 + . . .+ an| 6 2n−1.


