
VIII ÎËÈÌÏÈÀÄÀ
ïî "ýêñòðåìàëüíûì çàäà÷àì"

04 ìàÿ 2017 ã.
Ð Å Ç Ó Ë Ü Ò À Ò Û

1 ìåñòî
Êàðïîâ Àðòåì Ýëüøàíîâè÷ 30(0,10,10,5,5) 4 êóðñ

2 ìåñòî
Øàéõèåâà Òàëèÿ Ìàðàòîâíà 25 (2,3,10,5,5) 4 êóðñ
Äæóíóñîâ Ñåðãåé Íàçèìîâè÷ 25(0,10,10,5,0) 3 êóðñ

Óëþìäæèåâ Äìèòðèé Ñåìåíîâè÷ 25(0,10,10,5,0) 3 êóðñ
3 ìåñòî

Äåâÿòêî Àëåêñàíäð Èãîðåâè÷ 21 (0,6,10,5,0) 4 êóðñ
Îãàíåñÿí Êðèñòèíà Àðòàêîâíà 20(0,10,0,5,5) 4 êóðñ

Çîçóëåíêî Ìèõàèë Àëåêñàíäðîâè÷ 20 (0,0,10,5,5) 5 êóðñ
Êîñèíîâ Íèêèòà Àíäðååâè÷ 20 (0,10,0,5,5) 2 êóðñ

ó÷àñòâîâàëè:
Õàñàíîâ Ðàâèëü Ýðèêîâè÷ 10 (0,10,0,0,0) 3 êóðñ

Àêîïÿí Äàâèä Àðñåíîâè÷ 5 (0,5,0,0,0) ôèç-ôàê 4 êóðñ
Ãàñàíîâ Ìàãàìåäþñóô Âëàäèìèðîâè÷ 2 (0,0,2,0,0) ÍÈÓ ÌÃÑÓ

Ôåäîðîâ Êîíñòàíòèí Äìèòðèåâè÷ 2 ((0,2,0,0,0) 2 êóðñ

Çàäà÷è è ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 1 (Ëîêóöèåâñêèé Ë.Â.): Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ñóììà n
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë áîëüøå 1, òî ñðåäè íèõ íàéäóòñÿ k ÷èñåë ïðî-
èçâåäåíèå êîòîðûõ áîëüøå 2−k(k+1)/2.

Ðåøåíèå. Ñðàçó îòáðîñèì âñå îòðèöàòåëüíûå è íóëåâûå ÷èñëà: ñóì-
ìà ïîëîæèòåëüíûõ ïî-ïðåæíåìó áóäåò áîëüøå 1. Îñíîâíàÿ èäåÿ çà-
êëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ k
÷èñåë íå ïðåâîñõîäèò 2−k(k+1)/2. Òîãäà ÿñíî, ÷òî íàèáîëüøåå ÷èñëî
íå ïðåâîñõîäèò 1

2 . Åñëè îíî ðàâíî 1
2 òî ñëåäóþùåå ïî ñòàðøåíñòâó

÷èñëî íå ïðåâîñõîäèò 1
4 . Åñëè îíî ðîâíî

1
4 , òî ñëåäóþùåå íå áîëüøå

1
8 . È òàê äàëåå. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

1

2
,
1

4
, . . . ,

1

2n

ñóììà êîòîðîé åñòü 1− 2−n < 1.
Îïèñàííàÿ âûøå èäåÿ, êîíå÷íî, íå ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâîì

(òàê êàê, íàïðèìåð, íå ÿñíî, ïî÷åìó íàèáîëüøåå ÷èñëî ðàâíî 1
2), íî

íàâîäèò íà ëîãèêó äîêàçàòåëüñòâà. Îáîçíà÷èì

sk = 1 + 2 + . . .+ k =
k(k + 1)

2
è äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïî èíäóêöèè.
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Óòâåðæäåíèå: Åñëè x1 ≥ x2 ≥ . . . ≥ xn > 0 è
x1 ≤ 2−s1

x1x2 ≤ 2−s2

. . .
x1 . . . xn ≤ 2−sn

(1)

òî x1 + . . .+ xn ≤ 1− 2−n.
Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ïî èíäóêöèè. Áàçà òðèâèàëüíà: ïðè

n = 1 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî âûïîëíåíî. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî
ìû äîêàçàëè óòâåðæäåíèå äëÿ âñåõ íàáîðîâ ìåíüøå ÷åì èç n ÷èñåë.
Äîêàæåì åãî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà èç n ÷èñåë.

Èòàê, ìû èìååì íàáîð x1 ≥ x2 ≥ . . . ≥ xn > 0, äëÿ êîòîðîãî âû-
ïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà (1). Îöåíèì ñâåðõó ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå
ñóììû x1 + . . .+ xn.

Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî k < n, k-îå íåðàâåí-
ñòâî ïðåâðàòèëîñü â ðàâåíñòâî:

x1 . . . xk = 2−sk

Ðàçäåëèì íàáîð íà 2 ïîäíàáîðà x1, . . . , xk è xk+1, . . . , xn è îöåíèì
ñóììû â êàæäîì èç íèõ ïî îòäåëüíîñòè. Äëÿ ïåðâîãî ïîäíàáîðà ïî
ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, î÷åâèäíî, èìååì

x1 + . . .+ xk ≤ 1− 2−k.

Îöåíèì ñóììó âòîðîãî íàáîðà. Åñëè îáîçíà÷èòü z = x1 . . . xk =
2−sk , òî íåðàâåíñòâà ñ íîìåðàìè îò k + 1 äî n ïðèíèìàþò âèä


zxk+1 ≤ 2−sk+1 =⇒ xk+1 ≤ 2−(sk+1−sk) = 2−k2−s1;

zxk+1xk+1 ≤ 2−sk+2 =⇒ xk+1xk+2 ≤ 2−(sk+2−sk) = 2−2k2−s2;
. . .

zxk+1 . . . xn ≤ 2−sn =⇒ xk+1 . . . xn ≤ 2−(sn−sk+1) = 2−(n−k)k2−sn−k.

Îáîçíà÷àÿ

y1 = 2kxk+1, y2 = 2kxk+2, . . . , yn−k = 2kxn,

âèäèì, ÷òî ê íàáîðó y1, . . . , yn−k ìîæíî ïðèìåíèòü ïðåäïîëîæåíèå
èíäóêöèè, ïîýòîìó

y1 + . . .+ yn−k ≤ 1− 2−(n−k).

Òàêèì îáðàçîì,

(x1+. . .+xk)+(xk+1+. . .+xn) ≤ (1−2−k)+2−k(1−2−(n−k)) = 1−2−n.
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Èòàê, îñòàëîñü ðàçîáðàòü ñëó÷àé êîãäà âñå íåðàâåíñòâà â (1), êðî-
ìå, âîçìîæíî, ïîñëåäíåãî, ÿâëÿþòñÿ ñòðîãèìè. Ïîïðîáóåì òîãäà âñå
÷èñëà xj íåìíîãî óâåëè÷èòü. Òàê ïðÿìîëèíåéíî äåéñòâîâàòü, êîíå÷-
íî, íåëüçÿ: ìîæåò íàðóøèòüñÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî. ×òîáû åãî íå
èñïîðòèòü ïîñòóïèì òàê: âûáåðåì λ > 1 è îáîçíà÷èì

x̃1 = λx1, x̃2 = λx2, . . . , x̃n−1 = λx̃n−1 è x̃n = xn/λ
n−1

Ïîñëåäíÿ ïåðåìåííà âûáðàíà òàê, ÷òî x1 . . . xn = x̃1 . . . x̃n. Ïîýòî-
ìó, åñëè λ > 1 äîñòàòî÷íî áëèçêî ê 1, òî íàáîð x̃1, . . . x̃n óäîâëåòâî-
ðÿåò íåðàâåíñòâàì (1). Ïîñòåïåííî óâåëè÷èâàÿ λ îò 1 ê +∞ íàéäåì
ìîìåíò, êîãäà êàêîå-òî èç íåðàâåíñòâ (êðîìå ïîñëåäíåãî) âïåðâûå
ïðåâðàòèòñÿ â ðàâåíñòâî. Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáîãî λ > 1 âûïîëíåíî
x̃1 ≥ x̃2 ≥ . . . ≥ x̃n−1 ≥ x̃n > 0. Ïîýòîìó ïî äîêàçàííîìó âûøå

x̃1 + . . .+ x̃n ≤ 1− 2−n

Îñòàëîñü óáåäèòñÿ ÷òî

x̃1 + . . .+ x̃n ≥ x1 + . . .+ xn

Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè a = x1 + . . . xn−1, b = xn è äîêàæåì,
÷òî ôóíêöèÿ

f(λ) = λa+
b

λn−1

ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé ïðè λ ≥ 1.

Äåéñòâèòåëüíî, f ′(λ) = a − (n−1)b
λn è f ′(λ) > 0 ïðè λ > n

√
(n−1)b
a .

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî (n−1)b
a ≤ 1, òàê êàê

x1 + x2 + . . .+ xn−1 ≥ xn + xn + . . .+ xn = (n− 1)xn.

Çàäà÷à 2 (Çàïëåòèí Ì.Ï.). Íàéòè òî÷êó â ïëîñêîñòè, ÷òîáû
ñóììà ðàññòîÿíèé îò íå¼ äî âåðøèí ÷åòûðåõóãîëüíèêà áûëà ìèíè-
ìàëüíîé.
Ðåøåíèå. Åñëè ÷åòûðåõóãîëüíèê âûïóêëûé, òî ýòî òî÷êà ïåðå-
ñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé. Äëÿ ëþáîé äðóãîé òî÷êè ïëîñêîñòè ñóììà
ðàññòîÿíèé áîëüøå ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà.
Åñëè ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD íå âûïóêëûé è A ëåæèò âíóòðè
òðåóãîëüíèêà BCD, òî O ( èñêîìàÿ òî÷êà) ñîâïàäàåò ñ A. Çàôèê-
ñèðóåì ñóììó BO+DO - ìíîæåñòâî òî÷åê îáðàçóþò ýëëèïñ, çíà÷èò
èñêîìàÿ òî÷êà íà ïðÿìîé AC ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà. Åñëè
O ∈ [AC], òî BO +DO ≥ BA +DA. Åñëè O ëåæèò âíå ABCD , òî
BO +OA+DO +OA ≥ BA+DA.
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Çàäà÷à 3 (Ïðîòàñîâ Â.Þ.). Íàéòè ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî-
÷åê ìèíèìóìà (t, x) ∈ R2 âñåâîçìîæíûõ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ ẍ + tẋ + sin2x = 0. ((t1, x1) - òî÷êà ìèíèìóìà, åñëè
x(t1) = x1 è x(t) ≥ x1,∀t ∈ R )
Ðåøåíèå. Åñëè (t, x) - òî÷êà ìèíèìóìà, òî ẋ = 0, ẍ ≥ 0 ïîýòîìó
sin2x ≤ 0, ñëåäîâàòåëüíî x = πk, k ∈ Z. Ñ äðóãîé ñòîðîíû x = πk
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì, ñëåäîâàòåëüíî âñå òî÷êè ïðÿìîé x = πk - òî÷êè
ìèíèìóìà ýòîãî ðåøåíèÿ.

Çàäà÷à 4 (Ëîêóöèåâñêèé Ë.Â., Ìûðèêîâà Â.À.). Ïóñòü
A1A2 . . . An � âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê íà ïëîñêîñòè (âåðøèíû ïðî-
íóìåðîâàíû ïî ïîðÿäêó), à O � åãî âíóòðåííÿÿ òî÷êà. Îáîçíà÷èì
÷åðåç Oj îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà èç O íà ïðÿìóþ, ñîäåðæàùóþ
ñòîðîíó AjAj+1 (ñ÷èòàÿ An+1 = A1).

1. Âåðíî ëè, ÷òî íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäèí òàêîé íîìåð j, ÷òî Oj

ëåæèò ñòðîãî âíóòðè ñòîðîíû AjAj+1?

2. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê A1 . . . An è
òî÷êà O âíóòðè íåãî, ÷òî âåðøèíà Aj+1 ëåæèò ñòðîãî âíóòðè
OjAj äëÿ âñåõ j = 1, . . . , n− 1?

Ðåøåíèå ï.1. Ðàññìîòðèì áëèæàéøóþ òî÷êó P ê O èç ìíîãîóãîëü-
íèêà (òàêàÿ äîëæíà íàéòèñü, òàê êàê ìíîãîóãîëüíèê � êîìïàêòíîå
ìíîæåñòâî). Òî÷êà P íå ìîæåò ñîâïàäàòü ñ âåðøèíîé, òàê êàê ìíîãî-
óãîëüíèê � âûïóêëûé. Ñëåäîâàòåëüíî P � âíóòðåííÿÿ òî÷êà êàêîé-
òî ñòîðîíû, è, ñëåäîâàòåëüíî îòðåçîê OP ïåðïåíäèêóëÿðåí ýòîé ñòî-
ðîíå.
Ðåøåíèå ï.2. Òàêîé ìíîãîóãîëüíèê ìîæíî ïîñòðîèòü ÿâíî ïðè ëþ-
áîì n ≥ 4. Ñïîñîáîâ ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî. Íàïðèìåð òàê. Íà÷íåì
ñ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà OA1A2 ñ ãèïîòåíóçîé OA2 è óãëîì
α1 = ∠A1OA2. Ïîñòðîèì òåïåðü íà OA2 êàê íà êàòåòå ïðÿìîóãîëü-
íûé òðåóãîëüíèê OA2A3 ñ ãèïîòåíóçîé OA3 è óãëîì α2 = ∠A2OA3.
Äàëåå ïî èíäóêöèè íà k-îì øàãå ñòðîèì íà OAk êàê íà êàòåòå ïðÿ-
ìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê OAkAk+1 ñ ãèïîòåíóçîé OAk+1 è óãëîì
αk = ∠AkOAk+1. Òàê ïðîäîëæàåì, ïîêà k < n, à ïîñëåäíèé òðå-
óãîëüíèê OAnA1 îñòàâëÿåò òàêèì, êàêîé ïîëó÷èëñÿ.

Åñëè

π < α1 + α2 + . . .+ αn−1 < 2π,

òî ïîñòðîåííûé ìíîãîóãîëüíèê A1 . . . An âñåãäà ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì,
à òî÷êà O ëåæèò âíóòðè íåãî,

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ òàêîãî ìíîãîóãîëüíèêà O1 = A1, O2 = A2,
. . ., On−1 = An−1 è On ∈ (An;A1). Òåïåðü ñäâèíåì êàæäóþ ñòîðî-
íó ìíîãîóãîëüíèêà A1 . . . An ïàðàëëåëüíî ñàìîé ñåáå íà îäíî è òîæå
äîñòàòî÷íî ìàëåíüêîå ðàññòîÿíèå ε > 0 â ñòîðîíó òî÷êè O. Ëåãêî
óáåäèòñÿ, ÷òî íîâûå ïðÿìûå îáðàçóþò èñêîìûé âûïóêëûé ìíîãî-
óãîëüíèê A′1 . . . A

′
n.
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Òàêèì ìåòîäîì ìîæíî ïîñòðîèòü äàæå ÷åòûðåõóãîëüíèê, åñëè
âçÿòü óãëû α1+α2+α3 > π. Òðåóãîëüíèê æå ïîñòðîèòü íåâîçìîæíî,
òàê êàê αj < π/2.
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