
ÓÐÀÂÍÅÍÈß Ñ ×ÀÑÒÍÛÌÈ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÌÈ
ÎËÈÌÏÈÀÄÀ 2026

1. Íàéòè âñå ðåøåíèÿ u ∈ D′(R) óðàâíåíèÿ

u′ + x2026u = δ(x).

2. Ìîæíî ëè îñòàíîâèòü çà êîíå÷íîå âðåìÿ êîëåáàíèÿ îãðàíè÷åííîé ñòðóíû, çàêðåïëåííîé â òî÷êàõ
−π è π, ïðèëàãàÿ ê öåíòðàëüíîé òî÷êå ñòðóíû ñèëó, çàâèñÿùóþ îò âðåìåíè?

3. Íàéäèòå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè(
∂

∂t
− ∂2

∂x2

)2

u = 0, u|t=0 = sinx, ut|t=0 = 0,

îãðàíè÷åííîå âìåñòå ñî âñåìè ïðîèçâîäíûìè äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî â êàæäîé ïîëîñå
ΠT = R× [0, T ]. Åäèíñòâåííî ëè îíî?

4. Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåííîñòè è ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè-Ãóðñà:

utt − uxx = 0,

u(x, x/2) = 3x/2, ut(x, x/2) = 1, x ≥ 0; u(x, 2x) = 3x, x ≤ 1.

5. Îöåíèòå ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ïî t ðåøåíèÿ òåëåãðàôíîãî óðàâíåíèÿ

uxx = utt + αut, α > 0,

â îáëàñòè [0,∞)× [−π, π] ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè u(−π, t) = u(π, t) = 0.

6. Íàéäèòå âñå ðàäèàëüíî-ñèììåòðè÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

(x2 + y2)(uxx + uyy) = δ(x, y).

(Ìû ãîâîðèì, ÷òî îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ u(x⃗) ∈ R2 ðàäèàëüíî-ñèììåòðè÷íà, åñëè äëÿ ëþáîé ìàòðèöû
ïîâîðîòà Q ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî u(Qx⃗) = u(x⃗)).

7. Ïðèâåäèòå ïðèìåð òàêîãî ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà L ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåí-
òàìè, ÷òî âûïîëíåíû îáà ñëåäóþùèõ óñëîâèÿ:

� Äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω è ëþáîé áåñêîíå÷íî ãëàäêîé ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùåé
óðàâíåíèþ Lu = 0 â Ω, âûïîëíåí ïðèíöèï ìàêñèìóìà

max
Ω

u = max
∂Ω

u.

� Óðàâíåíèå Lu = 0 èìååò êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ãëàäêèì.

8. Ñïðàâåäëèâà ëè òåîðåìà Ëèóâèëëÿ äëÿ ðåøåíèé â R2 óðàâíåíèÿ

∆u+ 2x1ux1
+ 2x2ux2

+ (x21 + x22 + 2)u = 0?



Ðåøåíèå çàäà÷è 1.

Ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ íàõîäèì îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ uo.o. = Ae
−x2027

2027 .
×àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ èùåì â âèäå θ(x)U(x), ãäå θ(x) � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà, U �

ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ U(0) = 1. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî

÷àñòíûì ðåøåíèåì áóäåò θ(x)e
−x2027

2027 .

Îòâåò: u = (θ(x) +A)e
−x2027

2027 .

Ðåøåíèå çàäà÷è 2.

Ôóíêöèÿ u(x, t), îïèñûâàþùàÿ îòêëîíåíèå ñòðóíû îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çà-
äà÷è

utt = uxx + f(t)δ(x), u(−π, t) = u(π, t) = 0

u(x, 0) = φ, ut(x, 0) = ψ.

Òðåáóåòñÿ äëÿ çàäàííûõ φ è ψ óêàçàòü òàêóþ f(t), ÷òî u(x, t) ≡ 0 ïðè t > T .

Ïðèìåíèì ìåòîä Ôóðüå: u(x, t) =
∑∞

k=1 ak(t)uk(x), ãäå uk(x) � ñîáñòâåííûé áàçèñ îïåðàòîðà Lu = d2u
dx2

íà îòðåçêå [−π, π] ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè u(±π) = 0.
×òîáû íàéòè uk, ñäåëàåì çàìåíó êîîðäèíàò y = x+π. Â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ôóíêöèè uk ÿâëÿþòñÿ

ðåøåíèåì çàäà÷è
d2uk
dy2

= λkuk, y ∈ (0, 2π); uk(0) = uk(2π) = 0,

îòêóäà uk = sin ky
2 = sin k(x+π)

2 , k ∈ N.
Ïðèìåíÿÿ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòü èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ê ïðîáíîé ôóíêöèè uk, ìû ïðèõîäèì ê ñîîòíî-

øåíèþ

a′′k = −k
2

4
ak + sin

kπ

2
.

Ïðè ÷åòíûõ k äàííîå óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä

a′′k +
k2

4
ak = 0.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè a2(0) ̸= 0, òî ôóíêöèÿ a2(t) íå îáðàùàåòñÿ â íîëü íè íà êàêîì ëó÷å t > T .

Ðåøåíèå çàäà÷è 3.

Ñäåëàåì çàìåíó v = ut − uxx. Òîãäà

vt − vxx = 0, v|t=0 = 0− (sinx)xx = sinx,

ïðè÷åì ôóíêöèÿ v îãðàíè÷åíà â êàæäîé ïîëîñå ΠT .
Íåòðóäíî íàéòè ðåøåíèå âèäà v = a(t) sinx = e−t sinx.
Ïîñêîëüêó çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ, ôóíêöèÿ v

îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.

Â ñâîþ î÷åðåäü ôóíêöèÿ u åñòü ðåøåíèå çàäà÷è

ut − uxx = e−t sinx, u|t=0 = sinx.

Äàííàÿ çàäà÷à òàêæå èìååò íå áîëåå îäíîãî îãðàíè÷åííîãî â êàæäîé ïîëîñå ðåøåíèÿ.
Èùà ðåøåíèå â âèäå u = b(t) sinx, ìû ïðèõîäèì ê çàäà÷å b′ + b = −e−t, b(0) = 1, ðåøåíèåì êîòîðîé

ÿâëÿåòñÿ b = e−t − te−t.

Èòîãî u = e−t(1− t) sinx � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Ðåøåíèå çàäà÷è 4.

Âñÿêîå ðåøåíèå ïðåäñòàâèìî â âèäå u(x, t) = f(x+ t) + g(x− t). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè g(0) = 0.



Ïîäñòàâëÿÿ îáùèé âèä ðåøåíèÿ â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ìû ïîëó÷àåì ñèñòåìó f( 3x2 ) + g(x2 ) =
3x
2 , x ≥ 0 (â ÷àñòíîñòè f(0) = 0);

f ′( 3x2 )− g′(x2 ) = 1, x ≥ 0 =⇒ 2
3f(

3x
2 )− 2g(x2 ) = x, x ≥ 0;

f(3x) + g(−x) = 3x, x ≤ 1.

Ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ ïðèâîäÿò ê ñîîòíîøåíèÿì g(x) = 0, f(x) = x ïðè x ≥ 0.
Èñïîëüçóÿ ïîñëåäíåå óðàâíåíèå, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî

f(3x) = 3x− g(−x) = 3x, x ≤ 0;

g(−x) = 3x− 3x, 0 ≤ x ≤ 1.

Òàêèì îáðàçîì, f(x) = x ïðè âñåõ x, íî g(x) = 0 ïðè x ≥ −1 è íåèçâåñòíî ïðè x < −1.

Ýòî ïðèâîäèò ê îòâåòó: u = x+ t â îáëàñòè x− t ≥ −1.

Ðåøåíèå çàäà÷è 5.

Ïðèìåíèì ìåòîä Ôóðüå. Ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ðÿäà u =
∑∞

k=1 a(t)Xk(x), ãäå {Xk} � îðòîãî-
íàëüíûé áàçèñ â L2((−π, π)), ñîîñòîÿùèé èç ðåøåíèé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è

X ′′
k = λkXk, Xk(−π) = Xk(π) = 0,

òî åñòü Xk = sin k(x+π)
2 (ñì. çàäà÷ó 2).

Êîýôôèöèåíòû ak íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèÿ

a′′k + αa′k = −k
2

4
,

òî åñòü

ak = Ake
−α+

√
α2−k2

2 t +Bke
−α−

√
α2−k2

2 t ïðè α ̸= k,

ak = Ake
−α
2 t +Bkte

−α
2 t ïðè α = k,

Îòñþäà ñëåäóåò
∥u(·, t)∥L2(−π,π) ⩽ Ce−

α
2 t, åñëè α < 1;

∥u(·, t)∥L2(−π,π) ⩽ Cte−
α
2 t, åñëè α = 1;

∥u(·, t)∥L2(−π,π) ⩽ Ce−
α−

√
α2−1
2 t, åñëè α > 1.

Êîíñòàíòà C çàâèñèò îò ∥u(·, 0)∥L2(−π,π) è ∥ut(·, 0)∥L2(−π,π).

Ðåøåíèå çàäà÷è 6.

Ôóíêöèÿ u � ãàðìîíè÷åñêàÿ â îáëàñòè R2 \ {0}. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà ãëàäêàÿ â R2 \ {0}.
Ïóñòü u = U(

√
x2 + y2) ïðè x2+y2 > 0. Ôóíêöèÿ U ïðè r > 0 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ r2U ′′+rU ′ = 0,

îòêóäà U = A+B ln r.
Çàìåòèì, ÷òî

(x2 + y2)∆u = B(x2 + y2)δ(x, y) = 0

� òî åñòü ëþáàÿ ôóíêöèÿ A+B ln r ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ.
Ôóíêöèÿ u0 = u − U(

√
x2 + y2) � îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ, íîñèòåëü êîòîðîé ñîñðåäîòî÷åí â íà÷àëå êî-

îðäèíàò. Ñëåäîâàòåëüíî,

u0 =

N∑
k,m=0

Ckmδ
(k)(x)δ(m)(y).

èëè, â òåðìèíàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå,

û0 =

N∑
k,m=0

Ckm(iξ)k(iη)m, ∆((ξ2 + η2)û0) = −1.



Òàê êàê u0 ðàäèàëüíî ñèììåòðè÷íà, û0 òàêæå ðàäèàëüíî ñèììåòðè÷íà è, ñëåäîâàòåëüíî,

û0 =

N∑
n=0

cnρ
2n, ãäå ρ2 = ξ2 + η2, ïðè÷åì

(
d2

dρ2
+

1

ρ

d

dρ

)( N∑
n=0

cnρ
2n+2

)
= −1,

îòêóäà û0 = 1/4 è u0 = δ(x, y)/4.

Îòâåò: u = δ(x, y)/4 +A+B ln(
√
x2 + y2).

Ðåøåíèå çàäà÷è 7

Lu = ux. Ëþáîå êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Lu = 0 èìååò âèä u = f(y), ïðè÷åì f(y) íå îáÿçà-
òåëüíî áåñêîíå÷íî ãëàäêàÿ. Åñëè ìàêñèìóì ôóíêöèè u äîñòèãàåòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå (x0, y0) ∈ Ω, òî îí
æå äîñòèãàåòñÿ è â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ∂Ω ñ ïðÿìîé y = y0 (â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè îáëàñòè òàêàÿ òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ ñóùåñòâóåò).

Ðåøåíèå çàäà÷è 8

Ïóñòü g = e
x2
i
2 . Òîãäà

uxixi
+ 2xiuxi

+ (x2i + 1)u = e−
x2
i
2 (guxixi

+ 2gxi
uxi

+ gxixi
u) = e−

x2
i
2 (gu)xixi

Ñëåäîâàòåëüíî,

0 = e−
x2
1+x2

2
2 ∆(e

x2
1+x2

2
2 u),

òî åñòü u � ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ v = e
x2
1+x2

2
2 u � ãàðìîíè÷å-

ñêàÿ.

Ðàññìîòðèì v = 1. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ u = e−
x2
1+x2

2
2 ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ðåøåíèåì

èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, îòëè÷íûì îò êîíñòàíòû.


