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Итак мы рассмотрели развитие теории дифференциальных уравнений с 

частными производными со времени её зарождения в работах Л. Эйле-

ра и Ж. Даламбера вплоть до исследований К.Г. Якоби середины XIX 

столетия. Она распадается на три периода.  





Ф. Клейна и самого С. Ли.

На 1820-ые годы приходится рождение неевклидовой геометрии и на-

чинается ломка представлений о геометрии как науке, основания которой 

вычитаны из свойств физического пространства, а потому её аксиомы не-

зыблемы. Растёт интерес к аксиоматике, прежде всего аксиоматике гео-

метрии. Одним из средств исследования аксиоматических теорий (аксио-

матики неевклидовой геометрии) становятся их интерпретация в рамках 

других более надёжных теорий (евклидовой геометрии). Одну из таких 

интерпретаций предложил в 1871 году сам Феликс Клейн. Мало-помалу            



начало расти понимание необходимости различать феномены окружаю-

щего нас мира и их математические модели даже в тех случаях, когда 

эти модели рождались непосредственно из наблюдений самих феноме-

нов.  Постепенно (и с немалыми трудами) начала приобретать в матема-

тике права гражданства концепция многомерного пространства. Желаю-

щих ознакомиться с этой историей мы отсылаем, например, к очерку 

Б.А. Розенфельда в книге «Математика XIX века. Геометрия. Теория 

аналитических функций» (М.: Наука. 1981;76 – 96). Мы только отметим 

несколько любопытных, с нашей точки зрения, её моментов. 

Принятию в математике идеи многомерного пространства препятст-

вовали трудности мировоззренческого характера. Вот как писал об этом 

Ф. Клейн: «И тут опять [как и в случае с неевклидовой геометрией] поме-

хой на пути развития этих целей явились философы; эти последним не 

хватало понимания того имманентного значения, которое присуще мате-

матическим теориям…Но, кроме сопротивления со стороны философов, 

утверждающих…, что n-мерное пространство есть бессмыслица, возник-

ла ещё одна неожиданная трудность, как раз противоположного характе-

ра. Появились философы-энтузиасты, которые из существования и пло-

дотворности математической теории сделали вывод о существовании 

некоего действительного четырёхмерного пространства, существую-

щего в природе, откуда и возникла, по их мнению, возможность экспери-

ментального доказательства его существования». Речь здесь идёт об          



астрономе и физике Ф. Цёльнере и американском спирите Г. Слэйде, 

пытавшихся найти в идее четырёхмерного пространства научное осно-

вание спиритизму. 

Однако, математики даже, по существу, принимающие концепцию n-

мерного пространства (Г. Грассман, Л. Шлефли, Б. Риман), избегали 

самого термина, прибегали к своеобразной терминологии: вместо слова 

«пространство» говорили «протяжение», «тотальность», многообразие», 

а вместо слова «точка» – «решение» или «состояние», вообще избегая 

использования слова «геометрия» применительно к многомерной 

геометрии. К концу XIX столетия обычная геометрическая терминология 

в геометрии n-мерных пространств становилась привычной. 

Применительно к изучаемому нами вопросу – к развитию геометри-

ческой теории дифференциальных уравнений с частными производными 

первого порядка – важную роль сыграл своеобразный подход к понятию 

многомерного пространства, предложенный немецким математиком и 

физиком Ю. Плюккером (1801 – 1868). В своей книге «Система аналити-

ческой  геометрии в пространстве в новой аналитической трактовке» 

(Бонн, 1846) он предложил рассматривать в качестве основного элемен-

та обычного трёхмерного пространства не точки, а прямые, многообра-

зие которых четырёхмерно. Свою идею он развил в двухтомной «Новой 

геометрии пространства, основанной на рассмотрении прямой как эле-



мента пространства», первый том которой был издан в 1868, а 

второй вышел в 1869 – после его смерти. В его подготовке к 

печати принимал участие его ученик и ассистент Ф. Клейн.

Выбор нового пространственного элемента, 

предложенный С. Ли и речь о котором ещё                        

как неодно- впереди, как неоднократно указывал он сам,

был конкретизацией плюккеровских идей к

рассматриваемой им ситуации (подробнее 

в: Демидов С.С. К истории теории С. Ли

дифференциальных уравнений с частными

производными // Историко-математические

исследования. Вып. 23. 1978. С. 87 – 117). 

Выбор нового пространственного элемента, 

рассмотрение многообразия таких элементов и основанное на 

этом обобщение понятия уравнения и понятия решения уравне-

ния, стали одними из главных положений новой теории С. Ли, о 

которой пойдёт речь. Другим важнейшим её элементом станет 

идея контактных преобразований.       



К понятию контактного преобразования, как мы уже говори-

ли, вплотную подошёл Якоби.

(Lie S. (unter Mitwirkung von F. Engel) Theorie der Transformations-

gruppen. Bd.2. Leipzig. 1890). К таким преобразованиям на рубеже



тельная реализация произошла в начале 70-х годов в работах С. Ли.



Софус Ли (S. Lie; 1842 – 1899)



1842 – родился в Нордфьордейде в семье пастора

1865 – окончил университет в Христиании

1870 – поездка в Берлин и Париж

начало дружбы с Ф. Клейном

1870 – 71 – франко-прусская война

1871 – д-р филос. («О классах геометрических преобразований»)

1872 – профессор университета в Христиании

1884 – приезд Ф. Энгеля 

1886 – 98 – профессор университета в Лейпциге

1888 – 1893 – выход в свет «Theorie der Transformationsgruppen»

Bd. 1 – 3. 

1897 – премия Н.И. Лобачевского

1898 – возвращение в Христианию

1899 – умер в Христиании

Член Академии наук Франции (1892), Лондонского королевского 

общества (1895), член-корреспондент Петербургской АН (1896)





В 1871 – 72 гг. появились первые работы Ли, развивающие идею 

контактного преобразования – короткая заметка на норвежском 

языке, подписанная 24 октября 1870 г. (Christ.(1870) 1871), затем 

более полное изложение (Christ. (1871) 1872) также по-норвежски, 

наконец, немецкая статья «Über Komplexe» (Math. Ann. Bd. 5. H. 1. 

1872). В 1873 г. (подписано 30 апреля 1872 г.) появляется 

«Короткое резюме нескольких новых теорий» (Christ.(1872) 1873)

по-немецки, где в очень сжатой форме даётся набросок 

развиваемой им теории уравнений первого порядка. Несколько 

ранее появляется работа «Теория дифференциальных уравнений 

с частными производными первого порядка» (Gött. Nachr. № 25. 

1872), подписанная 11 октября 1872 г., содержащая формулировку 

(без доказательства) одного из важнейших предложений новой 

«теории» – решения проблемы локальной эквивалентности  для 

уравнений 1-го порядка. В дельнейшие годы последовал цикл 

исследований Ли, развивающих новую «теорию», которые 

подытоживаются во втором томе (1890) знаменитого сочинения 

С. Ли «Theorie der Transformationsgruppen», подготовленного им 

совместно с Ф. Энгелем.        







Понятие решения уравнения

Выбор пространствен-

(vereinigten Lage) обоих соседних элементов.



ения (2).



ослабевающее до настоящего времени. (См., например, Виногра-

дов А.М., Красильщик И.С., Лычагин В.В. Введение в геометрию 

нелинейных дифференциальных уравнений. М.: Наука. 1986.)

то мы получим решение уравнения в классическом смысле. 

Однако, новое понятие включает в себя образования, которые 

ранее не рассматривались как решения. Так на-







Контактные преобразования





чаях не считал нужным оговаривать.



Второе замечание



Понятие бесконечно малых преобразований мы оставим за преде-

лами нашего курса.  Более подробное изложение, рассматривае-

мых сегодня вопросов можно найти в:

Демидов С.С. К истории теории С.Ли дифференциальных 

уравнений с частными производными // Историко-математические 

исследования. Вып. 23. 1978. С. 87 – 117.

Демидов С.С. Развитие исследований по уравнениям с частными 

производными первого порядка в XVIII – XIX вв. // Историко-мате-

матические исследования. Вып. 25. 1980. С. 71 – 103.





ческой теории таких уравнений (Э. Картан и др.). 

В этом русле написана и докторская диссертация Д.Ф. Егорова 

«Уравнения с частными производными второго порядка по двум 

независимым переменным. Общая теория интегралов // Уч. Зап. 

Московского ун-та. Отд. Физ.-мат. 1899. Вып. 15. В ней Егоров 

развивает идеи Ли в теории уравнений второго порядка.

Работы Егорова (1869 – 1931)по геоме-

трической теории уравнений с частны-

ми производными в последние годы 

вновь оказались в центре внимания 

специалистов. К этим работам мы ещё

вернёмся.   



Д.Ф. Егоров (1869 – 1931)
1869 – родился в Москве в семье учителя математики

1891 – окончил Московский университет с дипломом 1-й степени

1894 – приват-доцент Московского университета

1899 – защитил магистерскую диссертацию

1901 – докт. диссертация «О классах геометр. преобразований»

1902 – 03 – командировка в Германию и Францию

1903 – э.о. проф. Моск. Ун-та (1909 – ординарный  профессор)

1910 – начал вести ежегодный математический семинар

1921 – основан НИИ матем. и механ. МУ (с 24 г.–директор НИИ)

1923 – президент Московского математического общества

1924 – член-корреспондент АН

1927 – 1-й Всероссийский съезд математиков

1929 – почётный член АН СССР

– изгнание с поста директора НИИ математики и механики

1930 – арест по делу Всесоюзной контрреволюционной монархиче-

ской организации «Истинно-православная церковь»

1931 – умер в Казани   



В последней трети ХХ века исследования по геометрической тео-

рии дифференциальных уравнений с частными производными 

развивались в рамках теории дифференцируемых многообразий.

Современные инвариантные (не зависящие от выбора координат) 

определения дифференциальных уравнений с частными 

производными и их решений связываются с введёнными Ш. Эрес-

маном пространствами джетов (или струй) (см. Бурбаки Н. Диф-

ференцируемые и аналитические многообразия: Сводка 

результатов. М.: Мир.  1975).  Уравнения   с    частными

(см. Виноградов А.М., Красильщик И.С., Лычагин В.В. Введение в 

геометрию нелинейных дифференциальных уравнений. М.: Наука. 

1986). Под решением такого уравнения понимается

(ДАН СССР 1973. 210. № 1. С. 11 – 14) задача классификации 

нелинейных дифференциальных уравнений с частными производ-

ными была решена для уравнений 1-го порядка В.В. Лычагиным  





Александр Михайлович Виноградов

1938 – родился в Новороссийске в семье

учёного-гидравлика

1955 – поступил на мех-мат МГУ

1960 – аспирант, рук. Б.Н. Делоне

1964 – защитил канд. дисс. по алг.топологии

1965 – сотрудник каф. высш.геом. и топол.

1984 – защитил докт. дисс.

1993 – проф. ун-та в Салерно (Италия)

2019 – умер в Лиццано ин Бельведере                             



Заключение

В прочитанных лекциях исследования по теории урав-





Исследования К.Г. Якоби по так называемому «второму 

методу  Якоби»,  составившие   основное    содержание








