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Уравнения с частными призводными 1-го порядка

Работы Даламбера и Эйлера

Историю дифф. уравнений с частными производными зачастую 

начинают с работы Эйлера «Дополнение к рассуждению о беско-

нечном количестве кривых одного и того же рода» (Comment. Acad. 

Sci. Petrop. VII (1734/35). 1740. P. 184 – 200) опубликованной

щий тезис в противовес господствовавшему тогда мнению, связы-

вавшему начало теории с работами Даламбера 40-ых гг., –

мнению, которое разделяю и я – об этом я уже говорил в пред-

шествующих лекциях. Указанная выше работа Эйлера со-





уравнений – методе множителей (в трактате 1743 г. проинтегриро-

вать написанное выше уравнение Даламбер ещё не умел). Этот 

метод можно охарактеризовать следующим образом: из 

дифференциальных соотношений , являющихся полными 

дифференциалами, образуют линейные



нить собственные исследования, явившиеся первым, правда 

неосознанным, в неё проникновением): сразу после появления 

работы Ж. Даламбера, содержащей вывод уравнения коле-

стности уравнений первого порядка.  



ному дифференциальному условию», опубликованная в 1764 

(представленные в ней результаты содержатся в 3-м томе его 

«Интегрального исчисления» (1770), и «Исследования по 

интегральному исчислению» (1768) Даламбера. 





выражение исследования этой поры находят в работах Эйлера и 

Даламбера 







его «Трактата по динамике» (1758), и метод введения характерис-

тических координат, предложенный Эйлером в работе (Misc.Taurin. 

V.3 (1762 – 1765). 1766), поначалу для волнового уравнения. 



«Теория Лагранжа»

Зарождение этой теории связано с формированием в его рабо-

ными первого порядка (Nouv.Mém.Acad.Belin (1772) 1774). 







Таким образом, задача интегрирования уравнения (1)  сводится к 

нахождению «полного решения». 

и «Приложение анализа к геометрии», вышедшее в 1807 году. 

В частности, Гаспар Монж ввёл понятие характе-





Развиваемые Лагранжем методы привели его в работах (Nouv.

Mém. Acad. Berlin (1779) 1781; (1785) 1787) к решению про-

сведения о ней содержатся у Lacroix в «Traité du calcul différentiel et 

du calcul integral». 2 éd.  V.2. 1814, а также у Н.Н. Салтыкова (1872 

– 1961). Суть метода Лагранжа –





(2),



Уравнение такого типа (III.2.1), как мы уже заметили, было проин-

тегрировано Лагранжем в работе(Nouv.Mém.Acad.Berlin(1779)1781)

задача интегрирования уравнения (1).                                            

(3)



никали серьёзные трудности. Рассмотрим случай, когда уравнение не 

содержит явным образом z (к такому оно приводится без труда): 



Хотя, вероятно, этой задачей занимались в то время многие (мы 

знаем, что ею безуспешно занимался сам Шарпи), в 18 веке 

То, о чём рассказывалось сегодня, вы можете найти на с. 71 – 84  

в:

Демидов С.С. Развитие исследований по уравнениям с частными 

производными первого порядка в XVIII – XIX вв. // Историко-

математические исследования. Вып. 25. 1980. С. 71 – 103. 

Мы же перейдём к решению только что сформулированной задачи,

полученному в работе немецкого математика Пфаффа, имя 

которого вам известно (дифференциальные формы Пфаффа, 

уравнения Пфаффа, пфаффиан), опубликованной в трудах 

Берлинской Академии наук в 1814 – 1815 гг.  



Иоганн Фридрих Пфафф

(Pfaff J.F.;1765 – 1825)

1765 – родился в Штутгарте

с 1785 учился в ун-те в Гёттингене, 

Берлине, а также в Йене, Готе, Праге, Вене

1788 – 1810 – профессор (после защиты 

докт. дисс.) университета в Хельмштадте

с 1810 – профессор университета в Галле

1817 – член Берлинской Академии наук

учитель К.Ф. Гаусса и А. Мёбиуса

1825 – скончался в Галле

Иностранный член Петербургской 

Академии наук





к эквивалентной задаче интегрирования уравнения

(5)

а последнюю к более общей – интегрированию уравнения  в 

полных дифференциалах 

(6)

Пфафф показывает, как при помощи специальной замены 

переменных уравнение (6) в этом случае приводится к 

аналогичному уравнению, содержащему (2n – 1) переменную.

Он отмечает, но не доказывает, что такая замена возможна лишь в 

случае чётного k .  Сведение интегрирования уравнения (6) при 

k = 2n – 1 к интегрированию аналогичного уравнения при k = 2n – 2

производится специальным приёмом.





(7)
и интегрирование которой, как показали дальнейшие 

исследования, достаточны для полного решения уравнения (3).  

Поэтому метод, предложенный Пфаффом, был впоследствии 

вытеснен более удобными методами О. Коши и К.Г. Якоби.



Значение же работы И.Ф. Пфаффа состоит прежде всего в том, 

что в ней начинается глубокое изучение природы уравнений в 

полных дифференциалах, названных впоследствии его именем. 

Более полно об этой работе Пфаффа см. в:

Демидов С.С. К истории теории уравнений с частными 

производными первого порядка – работы И.Ф. Пфаффа и О. Коши 

// Историко-математические исследования. Вып. 24. 1979. С.191 –

217.  


