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Проблема колебания струны – одна из  важнейших задач в 

истории математики.  Достаточно вспомнить, что размышления 

над феноменом звучащей струны положили начало 

математическому естествознанию: они дали пифагорейцам 

экспериментальные основания для их великого прозрения  – «всё  

есть число».  Смысл этой формулы, лежащей в фундаменте их 

учения, рассматриваемого в перспективе последующего развития 

мысли, заключался в следующем – за любыми проявлениями 

окружающей нас действительности следует искать 

математическую закономерность (число !!!) этими проявлениями 

управляющую. 

С открытием дифференциального и интегрального исчисления 

она стала одной из наиболее значимых проблем математического 

анализа. Первым, кто приступил к серьёзному изучению малых 

поперечных колебаний закреплённой на концах струны, стал Брук 

Тейлор (1685 – 1731). В трактате «Methodus incrementorum directa 

et inversa» (первое издание 1715 г., второе – 1717), том самом, в 

котором были обнародованы его знаменитые результаты о 

разложении в ряд Тейлора, он свёл её к исследованию системы из 

двух обыкновенных дифференциальных уравнений    







Метод, которым Даламберу удалось проинтегрировать уравнение 

(1), был приспособлен к другой форме записи уравнения –

выражений в полных дифференциалах. Если ввести обозначения

du = pdx + qdt, dp = rdx + sdt, dq= sdx + wdt, 

то Даламбер ставил задачу нахождения u из условия, что 

выражения                  rdx+sdt (3)

sdx+rdt

будут полными дифференциалами.

Вначале он складывает два выражения (3).  Получается 

(r+s)d(x+t), которое также будет полным дифференциалом. Отсюда 

он делает заключение, что в качестве r + s можно взять 

произвольную функцию от x + t:                                   

r + s = F (x + t) (4) 

Вычитая второе из выражений (3) из первого,получим (r – s)d(x – t),

которое также будет полным дифференциалом, а в качестве r – s

можно взять произвольную функцию от x – t:

r – s = Ф (x – t) (5)  







Основной темой предыдущей лекции были исследования Далам-

бера по теории уравнений с частными производными. Говорилось 

о  том, что его работы 40-ых гг. сразу обратили на себя внимание 

Эйлера, который не только высоко оценил результаты французс-

кого математика, но и немедленно приступил к исследованиям в 

открывшейся новой области анализа. Первый период её развития 

проходил в острой конкуренции двух математиков. Очень быстро 

Эйлер вырвался  вперёд. Вершиной этих исследований стал 3-ий  

том его «Интегрального исчисления» (1770). Однако, и Даламбер  

продолжал разработку теории.  Вот лишь некоторые  из его дости-

жений. Уже в работе «Добавление к мемуару о кривой, которую об-

разует натянутая и введённая в колебание струна», опубл. в 1752 

в Мемуарах Берлин. Акад. за 1750 год, мы находим развитие ме-

тода разделения переменных, истоки которого обнаруживаются в 

«Продолжении исследований о кривой, которую образует натяну-

тая и введённая в колебание струна», опубликованном в том же 

журнале за 1747 г. (опубл. в 1749 г.).  Дальнейшие исследования, 

развивающие этот метод мы находим в его публикациях в 1 томе 

его Opuscules (опубл. в 1761 г. ) и в Мемуарах Берлинской 

Академии наук за  1763 год (опубл. в 1770 году). Наконец в 1768 

году в 4 томе Opuscules вышло в свет последнее сочинение Да-





В этом трактате Даламбер проинтегрировал уравнение

а также ряд уравнений второго и третьего порядков.

Обо всём этом, а также о других вопросах, рассмотренных в 

предыдущей и сегодняшней лекциях см.:

Демидов С.С. Дифференциальные уравнения с частными 

производными в работах Даламбера // Историко-математические 

исследования. Вып.19. 1974. С. 94 – 124.       

Демидов С.С. Возникновение теории дифференциальных 

уравнений с частными производными // Историко-математические 

исследования. Вып. 20. 1975. С. 204 – 220.

Мы же переходим к более основательному рассмотрению вопроса

о проблеме колебания струны.       



Спор о колебании струны

d’Alembert J. Recherches sur la courbe que forme une corde tendue, 

mise en vibration // Histoire de l’Académie Royale des Sciences et des 

Belles Lettres de Berlin. Année 1747. V.3.  Berlin.1749. 214 – 219.   

d’Alembert J. Suite de recherches sur la courbe que forme une corde 

tendue, mise en vibration //Histoire de l’Académie Royale des Sciences 

et des Belles Lettres de Berlin. Année1747.V.3. Berlin.1749. 220 – 229.



Спор о колебании струны

Euler L. Sur la vibration des cordes // Histoire de l’Académie Royale 

des Sciences et des Belles Lettres de Berlin. Année 1748. V.4.  

Berlin.1750. 69 – 85. 

В этой работе Эйлер предложил свой

(мало отличающийся от даламберов-

ского) метод интегрирования уравнения 

колебаний струны. Что самое сущест-

венное – он заявил, что начальная

функция может быть произвольной

механической кривой. Эта произволь-

ность, как он заметил позднее (Novi 

Comm. Ac. Sci. Petrop. 1772. V. 17. 1773),

ограничивается лишь сплошностью кри-

вой. Эйлер исходил из физической сущ-

ности задачи – струне можно придать начальную форму, прису-

щую произвольной механической кривой, а также из формы 

решения, которая позволяла строить решение во всей плоскости 

x, t при произвольном задании начальных данных. 



Спор о колебании струны
Предлагаемое Эйлером решение не является классическим – оно 

может иметь разрывы не только вторых, но и первых производных. 

Таким образом, по существу, им были введены обобщённые 

решения уравнений, более того, им было расширено поле 

применения анализа от функций аналитических до функций 

кусочно-дифференцируемых. Однако обобщение решения было 

произведено им совершенно некорректно: он даже не дал 

определения такого решения. Говоря, в одних случаях, что оно 

удовлетворяет уравнению, он не поясняет  смысла этих слов (как 

может функция не обладающая вторыми производными 

удовлетворять уравнению ?), в других, обсуждая свойства 

решения, прибегает к чисто физическим соображениям.  

Некорректность рассуждений Эйлера (а сделать их корректными 

при тогдашнем уровне анализа было невозможно) вызвала резко 

отрицательную реакцию со стороны Даламбера.

Даламбер заявил, что начальная кривая (это его главное 

возражение!) должна задаваться «непрерывной» функцией. 

Непрерывность он понимал не в нашем смысле, но в смысле  

какой вкладывался в этот термин в XVIII веке: функция должна 

задаваться единым аналитическим выражением. «Во всех других 

случаях проблема не может быть решена, во всяком случае моим



методом. И я полагаю даже, что она превосходит возможности 

современного анализа»,   – писал он в статье  

d’Alembert J. Addition au mémoire sur la courbe que forme une corde 

tendue mise en vibration // Histoire de l’Académie Royale des Sciences 

et des Belles Lettres de Berlin. Année1750. Berlin.1752. 355 – 360.

Конечно (и здесь он был глубоко прав!), построение теории 

обобщённых решений, которые по существу вводил Эйлер, было 

не по силам анализу XVIII века. Однако, тогдашняя концепция 

«непрерывной» функции была внутренне несостоятельна и потому 

позиция Даламбера также выглядит дефектной.

Разъясняя суть своих возражений, Даламбер свёл их к двум 

главным: 1) к необходимости выражения начальной функции 

единым аналитическим выражением (к её «непрерывности» в 

тогдашней терминологии), 2) к необходимости того, чтобы 

начальная функция была дважды дифференцируема. При этом в 

понимании математиков того времени второе (дважды 

дифференцируемость)  должно было следовать из первого (из 

«непрерывности»). 



Спор о колебании струны

Вскоре спор вовлёк в свою орбиту большинство крупных 

математиков того времени – Д. Бернулли, Ж. Лагранжа, П. 

Лапласа, Г. Монжа и др.  Интересно, что большинство из них  

приняли возражения Даламбера:  они согласились с тем, что для 

произвольных функций (например, для функций, у которых первая 

производная терпит разрыв) предложенные методы 

интегрирования уравнения колебания струны некорректны.  В то 

же самое время, стараясь обосновать возможность использования 

«формулы Даламбера»  в случае, когда начальная функция 

обладает разрывами второй и даже первой производной, они 

занялись поиском обходных способов получения этой формулы.   

При этом они, по существу, действовали на путях, на которых в XX 

веке определялись обобщённые решения (см. 

Демидов С.С. О понятии решения дифференциальных уравнений 

с частными производными в споре о колебании струны в XVIII веке 

// Историко-математические исследования. Вып. 21. 1976. С. 158 –

182 )   



Спор о колебании струны

В 1759 г. в дискуссию вступил Лагранж, опубликовавший «Иссле-

дования о природе и распространении звука» (Miscellanea Tauri-

nensia. T. 1. 1759. pp. 1 – 112). Обсуждая вопрос о решении задачи 

колебания струны Лагранж в 15 параграфе пишет: 







Лагранж рассматривает задачу о колебании закреп-











Некорректно проведённый Лагранжем предельный 

(Miscellanea Taurinensia. V. 2. 1760 – 1761)




