
Демидов С.С.

История  математического анализа в XVII – XX вв. 

Избранные главы:

Из истории теории дифференциальных 

уравнений с частными производными

Осенний семестр 2023 г. 

Лекция 10 



Созданная Софусом Ли геометрическая теория дифференциальных уравнений 

с частными производными первого порядка стала одним из наиболее ярких до-

стижений математики XIX столетия. Построить аналогичную теорию для урав-

нений второго и более высоких порядков – такую задачу ставил перед собой 

ещё С. Ли и над её решением трудились математики высокого калибра (среди 

них Д.Ф. Егоров) – оказалось возможным лишь с использованием математичес-

кого аппарата выстроенного уже на протяжении второй половины ХХ века. 

Один из таких подходов был реализован в школе А.М. Виноградова – список 

теорий, в которых он вёл исследования и которые он использовал для выстраи-

вания геометрической теории дифференциальных уравнений с частными произ-

водными порядка выше первого, мы привели, рассказывая его биографию. С 

самого начала ХХ века и вплоть до 70-ых годов в исследованиях по теории 

дифференциальных уравнений с частными производными доминировал взгляд 

на общую теорию как прежде всего на теорию граничных задач для уравнений 

математической физики. Общая геометрическая теория была вытеснена с аван-

сцены как малоэффективное направление исследований.  Изменение взглядов 

произошло буквально на наших глазах. Для того, чтобы увидеть как это 

случилось вернёмся ненадолго в 18 – 19 века.           
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ется некорректной. (Будем, следуя Адамару, называть задачу 

корректной, если её решение существует, единственно и

непрерывно зависит от краевых данных.)  Следовательно, при

постановке краевых задач встаёт вопрос об их корректности. 

Известно, что поставленные выше краевые задачи для уравнений

(3) – (5)   корректны   и   в случае    более общих уравнений  

Такой взгляд на теорию краевых задач сформировался уже в в

первой половине ХХ столетия, когда исследования по этой теории 

стали доминировать в тематике уравнений с частными производ-

ными, когда под общей теорией таких уравнений стали понимать      



общую теорию краевых задач для эллиптических, параболических 

и гиперболических уравнений. Так начали строить курсы по теории 

дифференциальных уравений с частными производными.  

Goursat E. Cours d’analyse mathématique. V. 3. 4-e éd.  Paris. 1924 –

25.

Что касается общей геометрической теории дифференциальных 

уравнений с частными производными, то исследования в этой 

области ушли с авансцены мировой математической мысли и 

стали почтенным её направлением, развиваемым отдельными 

искусными геометрами вроде Э. Картана или Ж. Драша.  Как 

показали исследования того же С. Ли, А. Пуанкаре и др. 

математиков, феномен уравнений, обладающих интегралами, 

представимыми в замкнутой форме, оказался скорее исключением 

из правил. Поэтому на передний план вышли методы 

приближённого интегрирования, а следовательно особо важную 

роль стали играть теоремы существования решения различных 

краевых задач для таких уравнений.  Характерно мнение одного из 

крупнейших специалистов в области теории уравнений с частными 

производными первой половины ХХ столетия Р. Куранта (1888 –

1972), высказанное на пороге 60-ых годов на 159 странице его 

замечательной книги:        



Courant R. Partial Differential Equations. New York – London. 1962.

Цитирую по русскому переводу Т.Д. Вентцель: Курант Рихард. 

Уравнения с частными производными. М.: Мир. 1964. 

«Вопросы, связанные с дифференциальными уравнениями в 

частных производных порядка выше первого, настолько 

разнообразны, что построение единой общей теории … не 

представляется возможным. Существенное различие имеется 

между несколькими типами дифференциальных уравнений, 

называемых “эллиптическими”, “гиперболическими” и

“параболическими”; уравнения каждого из названных типов 

обладают совершенно разными чертами в вопросах, касающихся 

построения решений и их свойств».  

Казалось бы в устах одного из классиков математики ХХ в.,  ка-

ким безусловно являлся Р. Курант, такая оценка должна служить 

смертельным приговором всему направлению – общей геометри-

ческой теории дифференциальных уравнений с частными произ-

водными порядка выше первого.  Однако, во второй половине века 

ситуация начала меняться и эти изменения носили кардинальный 

характер. Важно заметить, что основной импульс к переменам 

произошёл не из чистой математики, но из физики. Именно там 

открылась важность вполне интегрируемых уравнений.      





гомологической алгебры, алгебраической топологии, алгебраичес-

кой и дифференциальной геометрии стали возможны достижения 

в этой области.  Геометрическим аналогом нелинейных уравнений 

оказались очень сложные, зачастую бесконечномерные геометри-

ческие объекты с различными структурами (характеристическими 

конусами, L-лучами и т.д.). 

Рассказанная история свидетельствует о сложности задачи 

прогнозирования развития математики. Как я только что говорил, 

даже маститый Курант не смог предвидеть такого развития 

событий.  Что Курант ?  Даже его учитель, великий Гильберт, вряд 

ли мог предугадать такой поворот. 

Впрочем, заговорив о Гильберте, уместно в конце нашего 

курса вернуться к его докладу 1900 года, речь о котором шла уже  

на первых лекциях. В этом докладе Гильберт поставил две проб-

лемы, относящиеся к тематике уравнений с частными производны-

ми. Обе они (19-я и 20-я) относятся к эллиптическим уравнениям.  

Здесь Гильберт стоит на передовых позициях своего времени –

геометрическая теория не находит места среди его приоритетов.  

Хотя выделение этих двух задач и порядок их постановки свиде-

тельствуют о его необычайной дальновидности.    



19 и 20 проблемы Гильберта



Гильберт формулирует следующий вопрос:

обладает ли каждое эллиптическое дифференциальное уравнение 

«тем свойством, что оно допускает только аналитические 

интегралы, даже если, как в случае задачи Дирихле, граничные 

значения непрерывные, но не аналитические».

20-я проблема, тесно связанная с 19-й, ставится Гильбертом 

следующим образом: не допускает ли решение каждое 

эллиптическое дифференциальное уравнение, «если только на 

данные граничные условия наложены определённые допущения, 

например, непрерывность или кусочная дифференцируемость до 

определённого порядка функций, определяющих условия на 

границах, – и  если в случае необходимости самому понятию 

решения придать расширенное толкование». 

Замечателен сам порядок задач, выбранный Гильбертом. 

Казалось бы логично вначале поставить вопрос о существовании 

решения граничной задачи для эллиптических уравнений (20-я 

проблема), а лишь затем вопрос о его гладкости (19-я проблема). 

Избранный же Гильбертом порядок указывает на то, что вопрос 

ставился об априорных свойствах решения. Такой подход привёл к 

современной теории априорных оценок, которая позволяет из 

наличия априорной оценки некоторой нормы решения вывести               



заключение о существовании самого решения.  Современная по-

становка 20-й проблемы Гильберта такова: «Если имеется априор-

ная ограниченность каких-либо слабых норм всех возможных ре-

шений краевой задачи (например, их максимумов модулей), то 

имеется и её разрешимость» (Ладыженская О.А., Уральцева Н.Н. 

Линейные и квазилинейные уравнения эллиптического типа. М. 

1964. С. 11). 



ные решения. По существу, обобщённое решение уравнения 

Лапласа рассматривает Б. Риман в своей знаменитой диссертации 

«Основания общей теории функций одного комплексного  

переменного» (1851).  Как новое математическое понятие, 

обобщённые решения использовали М. Бохер, Н. Винер, К. 

Фридрихс, Ж. Лерэ, С.Л. Соболев.

Девятнадцатая  и  двадцатая проблемы определили основное 

направление развития всей теории квазилинейных эллиптических 

дифференциальных уравнений в ХХ веке. Эта область стала 

одной из наиболее активно и успешно разрабатываемых ветвей 

математики столетия. Её активно разрабатывали в Германии и в 

США (ученики Гильберта, Э. Хопф, Л. Ниренберг, Ч. Морри), в 

СССР (С.Н. Бернштейн, И.Г. Петровский, О.А. Ладыженская и др.) 

и Италии (Л. Тонелли, Э. де Джорджи, Э. Джусти, М. Миранда и 

др.) 

Девятнадцатая проблема одна из первых, поддавшаяся 

усилиям математиков, сыграла важную роль в развитии теории 

дифференциальных уравнений с частными производными. 

Первого крупного успеха в её решении добился наш 

соотечественник – математик из Одессы Сергей Натанович 

Бернштейн  









Б. Риман (1826 – 1866)







Давид Гильберт. 

С.Н. Бернштейн вспоминал: «Когда я спросил Гильберта, каковы 

общие соображения, которые привели его к предположению доказанному 

мною впоследствии, что все решения регулярных задач вариационного 

исчисления аналитичны, знаменитый геометр ответил, что он считает, 

что решения всех естественно поставленных задач должны быть 

аналитическими». Оказывается в основании общих гильбертовских 

воззрений лежал метафизический принцип, когда-то замечательно 

сформулированный Лейбницем – «природа не делает скачков».

Итак из приведённых нами слов Бернштейна мы только что узнали, 

что решение проблемы было получено им, поэтому становится 

естественным сказать несколько слов об этом выдающемся математике. 

О предыстории 19 проблемы Гильберта см.:

Демидов С.С. Предыстория девятнадцатой проблемы Гильберта // 

История и методология естественных наук. Т. 11. М.: Изд-во Моск. Ун-та. 

С. 69 – 79        


