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Прямоугольная диаграмма зацепления

Зацепление, заданное прямоугольной диаграммай R, будет обозначать-
ся через LR.



Прямоугольная диаграмма = книжное представление
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Теорема (H.Brunn, 1898). Любое зацепление имеет книжное пред-
ставление.





Элементарные движения:

• циклические перестановки

• рокировки

• стабилизации и дестабилизации



Циклические перестановки:



Рокировки:



Стабилизации:

Тип I Тип II

Дестабилизация — операция, обратная к стабилизации



Стрелка от R1 к R2 будет обозначать существование последовательно-
сти элементарных движений, преобразующих R1 в R2 и удовлетворяю-
щих ограничениям:

любые движе-
ния
только цик-
лические пе-
рестановки и
рокировки
циклические пе-
рестановки, ро-
кировки и нену-
левое число де-
стабилизаций

I одна дестабили-
зация типа I

I

любые дви-
жения, кроме
(де)стабилизаций
типа II

I

циклические
перестановки,
рокировки и
ненулевое число
дестабилизаций
типа I

Аналогично для I↔II.



Теорема (P.Cromwell, в терминах книжных представлений).
LR1 = LR2 тогда и только тогда, когда

R1 R2.



Теорема о монотонном упрощении (И.Д.). Если R 6= и

R

то
R

.

Для доказательства использовалась техника, развитая ранее в работах
D.Bennequin, J.Birman–W.Menasco и P.Cromwell.



Когда для данного R существует такое R′, что
R

R′

?



Теорема 1 (И.Д. & М.Прасолов).

R1 I
R2

II

R3

⇒ ∃R4, такое что

R2

II

R3 I
R4

Аналогично для I↔II.



Легкая часть:
R2

I

R1 R′1

II

R3

Трудная часть:
R1 R′1

II I

R3 R2



Следствие. Если

R1 I
R2 II

R3

то ∃R4, такое что

R1 II
R4 I

R3



Следствие. Если
R1 R2,

то ∃R3, R4, такие что

R1 I
R3 II

R2.

R1 II
R4 I

R2.



Теорема Александера. Любое ориентированное зацепление представ-
ляется замкнутой косой.

β Lβ



Движения Маркова:

β γ β γ−1

Сопряжение

β β

Положительная стабилизация

β β

Отрицательная стабилизация



Теорема Маркова.

Lβ1 = Lβ2 ⇔ β1 β2.



Преобразование ориентированной прямоугольной диаграммы в косу,
R 7→ βR:
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Преобразование ориентированной прямоугольной диаграммы в косу,
R 7→ βR:



Утверждение. Любая коса имеет вид βR для некоторой прямоуголь-
ной диаграммы R.

Утверждение.
LβR = LR.



Что происходит с βR при элементарных движениях на R?



Сопряжение



Сопряжение



Движение обмена



Предложение (J.Birman, N.Wrinkle). Если β1 и β2 связаны движе-
нием обмена, то

β1
+

β2 и β1 −
β2.



Стабилизация/дестабилизация



Следствие. Если
β1 β2,

то найдутся такие β3, β4, что

β1
+

β3 −
β2.

β1 −
β4

+
β2.



Следствие (расширенная гипотеза Джонса). Если Lβ1 = Lβ2 и
n(β) > n(β1) для всех β с Lβ = Lβ1, то

|w(β1)− w(β2)| 6 n(β2)− n(β1).



Лежандровы зацепления

Распределение плоскостей в R3, заданное ядром 1-формы

ω = x dy + dz,

называется стандартной контактной структурой.
Зацепление L в R3 называется лежандровым, если оно представляет со-
бой гладкую кривую, которая всюду касается стандартной контактной
структуры.
Лежандровы зацепления считаются эквивалентными, если они перево-
дятся друг в друга изотопией в классе лежандровых зацеплений.



Лежандровы зацепления удобно задавать проекцией на плоскость Oyz,
называемой фронтальной. Фронтальная проекция представляет собой
кусочно гладкую кривую, особенности которой имеют вид точек воз-
врата и которая нигде не имеет вертикального направления.

В пересечениях ветвь, имеющая меньший угловой коэффициент, всегда
проходит сверху, поэтому для восстановления кривой достаточно самой
проекции, без дополнительной информации о типах пересечений.



Элементарные движения фронтальных проекций:



Число Торстона–Беннекена ориентированного лежандрова зацепления

tb(L) = w − c/2,
где w — алгебраическое число пересечений фронтальной проекции, а
c — число точек возврата, является инвариантом лежандровой изото-
пии.



Лежандровы стабилизации и дестабилизации:

Стабилизация уменьшает tb на 1, дестабилизация — увеличивает.



Прямоугольные диаграммы → лежандровы зацепления

R L̂R



Утверждение. Любое лежандрово зацепление имеет вид L̂R для неко-
торой прямоугольной диаграммы R.

Утверждение.
L̂R1 = L̂R2

тогда и только тогда, когда

R1 I
R2.



Переформулировка теоремы 1. R допускает упрощение типа II то-
гда и только тогда, когда L̂R допускает лежандрову дестабилизацию.



С прямоугольной диаграммаой ассоциируются два лежандровых зацеп-
ления, L̂R и L̂Ry:

R Ry

Топологически LR и LRy зеркально симметричны.



Очевидно равенство

1

2
число_ребер(R) = −(tb(L̂R) + tb(L̂Ry)).

Это дает возможность вычислить максимальное число Торстона–Бен-
некена для каждого топологического типа зацеплений. Достаточно взять
самую простую (в смысле числа ребер) прямоугольную диаграмму, его
представляющую.



Другие следствия

• Если L̂1 и L̂2 — два лежандрова типа зацеплений, чья топологиче-
ские типы зеркальны друг другу, то найдется такая прямоуголь-
ная диаграмма R, что

L̂1 = L̂R, L̂1 = L̂Ry.

• Аналогичные приложения для узлов, трансверсальных стандарт-
ной контактной структуре, представленных замкнутыми косами.

• Более простое доказательство теоремы о монотонном упрощении.
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