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Аналитическая механика
Лагранжа

Общая формула динамики механической
системы, вывод из этой формулы

уравнений в обобщенных координатах.
Уравнения Лагранжа 2-го рода



Ж.Л.Лагранж (1736-1813)



Общая формула динамики

• Лагранж применяет принцип виртуальных
перемещений к потерянным силам, которые (по
Даламберу) пребывают в равновесии. Он неявно
считает связи идеальными, т.е.

проекции результирующей активных сил в
каждой точке на декартовы оси координат,
проекции ускорения точки в той же системе.





Уравнения Лагранжа «второго рода»

• Вводятся обобщенные параметры или
координаты, число которых равно числу
степеней свободы системы, т.е. меньше
или равно числу обыкновенных координат.

• Выразив обычные координаты через
обобщенные или независимые параметры,
Лагранж подставляет соответствующие
выражения для координат, скоростей и
ускорений в общую формулу динамики.

• Вынося за скобки вариации независимых
(обобщенных) параметров, он приравнивает
нулю каждую скобку, используя полную
произвольность и независимость вариаций
обобщенных координат.



Уравнения Лагранжа «второго рода»

Пусть - обобщенные параметры;
T –кинетическая энергия системы, U - силовая функция, l - число

степеней свободы, тогда:

(i=1,2,…,l)

Если поставлена задача Коши, то можно найти единственное
решение системы дифференциальных уравнений 2-го
порядка.





«Аналитическая механика» (1788)

Дифференциальные уравнения первого рода:



«Аналитическая механика» (1788)

Кроме 3n неизвестных
как функций t, для определения множителей
Лагранжа
привлекаются k уравнений связей

• Заметим, что связи, рассматриваемые Лагранжем
при выводе обеих форм дифференциальных
уравнений, в современной терминологии являются
геометрическими или голономными, что видно из
контекста.













Лагранжиан





• Затем Лагранж задает другую совокупность вариаций
координат, которым соответствуют вариации произвольных
постоянных

• Соответствующие изменения обобщенных координат и
обобщенных импульсов можно обозначить теми же
символами
По правилам вариационного исчисления, одним из основателей
которого был Лагранж, а именно: по свойству
перестановочности операций δ и d, можно записать и
применить к равенству (5):

Суммируя по всем координатам, он получает









Решение задач
• Уравнениями Лагранжа можно пользоваться для изучения

движения любой механической системы с геометрическими или
сводящимися к геометрическим (голономными) связями,
независимо от тoгo, сколько тел (или точек) входит в систему, как
движутся эти тела и какое движение (абсолютное или
относительное) рассматривается.

• Чтобы для данной механической системы составить уравнения
Лагранжа, надо:
1) установить число степеней свободы системы и выбрать обобщенные
координаты;
2) изобразить систему в произвольном положении и показать на
рисунке все действующие силы (для систем с идеальными связями
только активные);
3) вычислить обобщенные силы Q; при этом во избежание ошибок в
знаках каждое сообщаемое системе возможное перемещение должно
быть направлено так, чтобы приращение соответствующей координаты
было положительным;



4) определить кинетическую энергию Т системы в ее абсолютном
движении и выразить эту энергию через обобщенные координаты
и обобщенные скорости ;
5) подсчитать соответствующие частные производные от Т по
обобщенным координатам и обобщенным скоростям и подставить
все значения в уравнения Лагранжа

Указанным путем уравнения Лагранжа составляются независимо от
того, рассматривается ли абсолютное (по отношению к
инерциальной системе отсчета) или относительное движение
механической системы.
Но в последнем случае возможен и другой путь, а именно
кинетическую энергию системы определять в ее относительном
движении, но зато при нахождении обобщенных сил присоединить к
силам, действующим на систему, переносные силы инерции (чего
при использовании первого пути делать не надо).



Из полученных уравнений, если заданы действующие
силы и начальные условия, можно, интегрируя эти
уравнения, найти закон движения системы. Если же
задан закон движения, то составленные уравнения
позволяют определить действующие силы.
Когда все приложенные к системе силы являются
потенциальными, уравнения Лагранжа можно составлять
в виде (4), т.е. заданием только одной функции
Лагранжа.
При этом вместо вычисления обобщенных сил надо
определить потенциальную энергию системы, выразив
ее через обобщенные координаты, и затем, определив
еще и кинетическую энергию, составить функцию
Лагранжа.



Задача.
Составить, пользуясь методом Лагранжа,
дифференциальное уравнение колебаний физического
маятника.

Р - вес маятника,
а - расстояние ОС от
центра масс до оси
подвеса,
J - момент инерции
маятника относительно оси
подвеса.
Положение маятника
определяется yглом φ
отклонения линии ОС от
вертикали.









«Аналитическая механика» (1788)

• Лагранж смог все многообразие механических
явлений облечь в единую формулу. В этой
общей формуле динамики заключена

• теория движения и равновесия небесных и
земных тел,

• гидростатика и гидродинамика,
• динамика твердого тела, значительно
продвинутая в сочинении Лагранжа
``Аналитическая динамика'',

• теория малых колебаний;
• условие устойчивости консервативной системы;
построена теория устойчивости невозмущенного



Выдающийся инженер, механик, математик и
историк механики А.Н. Крылов, считал:

…Лагранж был прав, что не
останавливаясь на частностях, придал
своему изложению самую общую
аналитическую форму; поэтому его
методы одинаково приложимы и к
расчету движения небесных тел, и к
качаниям корабля на волне, и к расчету
гребного вала на корабле, и к расчету
полета 16-дюймового снаряда, и к
расчету движения электрона в атоме.




