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�ëàâà 1

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Ëåêöèÿ 1

(06.09.67)

×òî òàêîå ìàòåìàòèêà?

Ìîæíî âûäåëèòü ñëåäóþùèå ýòàïû ðàçâèòèÿ ìàòåìàòèêè:

à) ïåðèîä âîçíèêíîâåíèÿ;

á) ïåðèîä ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêè;

â) ïåðèîä èçó÷åíèÿ ïîñòîÿííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ;

ã) ïåðèîä ìàòåìàòèêè ïåðåìåííûõ âåëè÷èí;

ä) ïåðèîä ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè.

"Ìàòåìàòèêà åñòü íàóêà î ïðîñòðàíñòâåííûõ �îðìàõ è êîëè÷åñò-

âåííûõ îòíîøåíèÿõ äåéñòâèòåëüíîãî ìèðà."(Ýíãåëüñ)

"Ìåòîä ìàòåìàòèêè åñòü ìåòîä àáñòðàêöèè."(Ýíãåëüñ)

Êëàññè÷åñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç � ìåòîä èçó÷åíèÿ ïåðåìåí-

íûõ âåëè÷èí (èçîáðàæåíèå è èññëåäîâàíèå �óíêöèé). ×òî çíà÷èò

èõ èçó÷àòü?

1. Óìåòü èçîáðàçèòü �óíêöèþ.

2. Óìåòü èññëåäîâàòü �óíêöèþ.

�åêîìåíäîâàííàÿ ëèòåðàòóðà: [10℄, [11℄.

� 1. Ìíîæåñòâà

Ïîä ïîíÿòèåì ìíîæåñòâà ïîäðàçóìåâàåòñÿ êîëëåêòèâèçàöèÿ ýëå-

ìåíòîâ. Ïðèðîäà ýëåìåíòîâ áåçðàçëè÷íà. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü
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ìíîæåñòâà, âõîäÿùèå â óæå îïðåäåëåííîå íàìè ìíîæåñòâî E. Ìíî-

æåñòâà ñîñòîÿò èç ýëåìåíòîâ ( a ∈ E ). Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà ðàç-

ëè÷èìû, ò. å. a = b îçíà÷àåò, ÷òî a è b � îäèí è òîò æå ýëåìåíò

ìíîæåñòâà. Åñëè ýòè ýëåìåíòû ðàçíûå, òî a 6= b . A ⊂ B îçíà-

÷àåò, ÷òî âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà A ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó B.

Ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà E áóäåì îáîçíà÷àòü

P(E) = {A} = M .

Åñëè ìíîæåñòâà A è B âõîäèëè â E , òî â ìíîæåñòâå P(E) îíè

áóäóò ýëåìåíòàìè: A ∈ P(E) , B ∈ P(E) .

Èòàê, ïóñòü A ⊂ E , B ⊂ E . Ïðîñòåéøåå îòíîøåíèå ìåæäó

A è B � îòíîøåíèå âêëþ÷åíèÿ A ⊂ B . Òî, ÷òî A ⊂ B � ýòî

ëèáî âåðíî, ëèáî íåâåðíî. Ïóñòü èìååòñÿ ìíîæåñòâî M è ýëåìåí-

E

B

A

�èñ. 1.1. A ⊂ B .

òû x ∈ M , y ∈ M . �àññìîòðèì ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð

{(x, y)} = M2
. Îòíîøåíèå åñòü îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà óïîðÿäî-

÷åííûõ ïàð â äâóõýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî {0, 1} . Çàäàòü îòíîøå-

íèå � çàäàòü ïîäìíîæåñòâî N âî ìíîæåñòâå óïîðÿäî÷åííûõ ïàð.

Îòíîøåíèå � ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà ïàð ýëåìåíòîâ íåêîòîðîãî

ìíîæåñòâà

1)
.

1)
Äëÿ èëëþñòðàöèè îòíîøåíèÿ "ìåíüøå" ( x ≤ y ) ìîæíî ðàññìîòðåòü ïðè-

ìåð îòíîøåíèÿ "ìåíüøå" ìåæäó ÷èñëàìè èç îòðåçêà {0 ≤ x ≤ 1} . Äëÿ ýòîãî

âîçüìåì êâàäðàò {0 ≤ x ≤ 1}×{0 ≤ y ≤ 1} ñ äèàãîíàëüþ, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè

(0,0) è (1,1), â êîòîðîì â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà N âçÿò íèæíèé òðåóãîëüíèê.

Ïðè îòíîøåíèè âêëþ÷åíèÿ ìåæäó ïîäìíîæåñòâàìè ïðÿìîé â êà÷åñòâå M
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Ñèìâîëîì ∅ áóäåì îáîçíà÷àòü ïóñòîå ìíîæåñòâî. ∅ ⊂ A äëÿ

ëþáîãî ìíîæåñòâà A .

Îòíîøåíèå âêëþ÷åíèÿ òðàíçèòèâíî: åñëè A ⊂ B , à B ⊂ C , òî

A ⊂ C .

�àâåíñòâî ìíîæåñòâ A = B îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâà A è B

ñîñòîÿò èç îäíèõ è òåõ æå ýëåìåíòîâ, ò. å. îäíîâðåìåííî A ⊂ B è

B ⊂ A .

Îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè (ñì. ðèñ. 1.2).

Îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ A è B : A
⋃

B .

Ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ A è B : A
⋂

B .

Ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü ìíîæåñòâ A è B : A∆B � ñîâîêóï-

íîñòü ýëåìåíòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ëèáî A , íî íå B , ëèáî B , íî íå

A .

AÜ B
A B

AÆ B

A B
AÝ B

A B

�èñ. 1.2. Îáúåäèíåíèå, ïåðåñå÷åíèå è ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü

ìíîæåñòâ.

Âñå ýòè îïåðàöèè êîììóòàòèâíû.

Ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå: A
⋃

B = (A
⋂

B)
⋃

(A∆B) .

Ëåêöèÿ 2

(08.09.67)

Ïóñòü äàíû ìíîæåñòâà A1, A2, ..., An ; èõ îáúåäèíåíèå

n
⋃

i=1

Ai åñòü

ìíîæåñòâî âñåõ òåõ ýëåìåíòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò

íóæíî âçÿòü ìíîæåñòâî ïîäìíîæåñòâ ïðÿìîé, à N � ìíîæåñòâî òåõ ïàð ïîä-

ìíîæåñòâ, êîòîðûå è ñâÿçàíû îòíîøåíèåì âêëþ÷åíèÿ â îáû÷íîì ñìûñëå. Ýòî,

åñòåñòâåííî, íå îáëåã÷àåò ïîíèìàíèå âêëþ÷åíèÿ, íî âïèñûâàåòñÿ â ñõåìó îòíî-

øåíèÿ. Îá îòíîøåíèè ñìîòðè â [4℄. (�åä.)
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õîòÿ áû îäíîìó èç Ai , à ïåðåñå÷åíèå

n
⋂

i=1

Ai åñòü ìíîæåñòâî ýëå-

ìåíòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò âñåì Ai .
Ïóñòü èìåþòñÿ äâà ìíîæåñòâà A è B.

A � B

BA

�èñ. 1.3. �àçíîñòü ìíîæåñòâ.

Îïðåäåëåíèå. �àçíîñòüþ A \B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òàêèõ

ýëåìåíòîâ èç A , êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò B .

�àçíîñòü ìíîæåñòâ íå êîììóòàòèâíà.

Ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå:

A∆B = (A\B)
⋃

(B\A) .

A ⊂ B îçíà÷àåò, ÷òî A
⋃

B = B , A
⋂

B = A (ðèñ. 1.1).

Ñâîéñòâà îòíîøåíèé:

A
⋃

(

B
⋂

C
)

=
(

A
⋃

B
)

⋂

(

A
⋃

C
)

,

A
⋂

(

B
⋃

C
)

=
(

A
⋂

B
)

⋃

(

A
⋂

C
)

.

Äîïóñòèì, ÷òî ìíîæåñòâî E çà�èêñèðîâàíî è A ⊂ E .

Îïðåäåëåíèå. Äîïîëíåíèå CA ìíîæåñòâà A � ýòî ñîâîêóïíîñòü

òåõ ýëåìåíòîâ èç E , êîòîðûå íå âõîäÿò â A .

Äîëæíî áûòü èçâåñòíî, îòíîñèòåëüíî êàêîãî ìíîæåñòâà áåðåòñÿ äî-

ïîëíåíèå, íàïðèìåð, C EA � äîïîëíåíèå A îòíîñèòåëüíî E .

Ñâîéñòâà äîïîëíåíèÿ:

CCA = A ;
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A ⊂ B îçíà÷àåò, ÷òî A
⋂

CB = ∅ èëè (CA)
⋃

B = E ;

C

(

A
⋃

B
)

= (CA)
⋂

(CB) ;

C

(

A
⋂

B
)

= (CA)
⋃

(CB) .

� 2. Ëîãè÷åñêèå ñèìâîëû

Òåïåðü ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðàçëè÷íûå âûñêàçûâàíèÿ A , B ,

. . . . Âûñêàçûâàíèå � ýòî òàêàÿ âåëè÷èíà, êîòîðàÿ ìîæåò ïðèíè-

ìàòü äâà çíà÷åíèÿ: ëèáî È � èñòèíà, ëèáî Ë � ëîæü. Íàïðèìåð,

{2 < 3} = È � âåðíîå âûñêàçûâàíèå; {1 > 2} = Ë � ëîæíîå

âûñêàçûâàíèå;

{

{2 < 3}
{1 > 2} � íîâîå (ëîæíîå) âûñêàçûâàíèå.

Âûñêàçûâàíèå �A èëè B � áóäåì çàïèñûâàòü A∨B ; âûñêàçûâà-

íèå âåðíî, åñëè âåðíî õîòü îäíî èç A è B . �Ëèáî� è �èëè� � ðàçíûå

âåùè.

�A ëèáî B � � íå îäíîâðåìåííîå âûïîëíåíèå A è B . �A è B �

áóäåì çàïèñûâàòü A ∧B .

Òàáëèöà èñòèííîñòè.

A B A ∨B A ∧B A⇒ B A⇔ B A

È È È È È È Ë

Ë È È Ë È Ë È

È Ë È Ë Ë Ë

Ë Ë Ë Ë È È

A⇒ B ìû íàçûâàåì ñëåäîâàíèåì: "åñëè A , òî B ". Âûñêàçû-

âàíèå A⇒ B âåðíî, åñëè ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè èñòèííû, èëè ëåâàÿ

÷àñòü íåâåðíà. Ïðè îáû÷íîì óïîòðåáëåíèè ýòîé îïåðàöèè ìåæäó

ïîñûëêîé è çàêëþ÷åíèåì ïîäðàçóìåâàåòñÿ ëîãè÷åñêàÿ, äîêàçàòåëü-

íàÿ èëè ïðè÷èííàÿ ñâÿçü. Çäåñü ìû ïîëüçóåìñÿ òàáëèöåé èñòèí-

íîñòè, ïîýòîìó, íàïðèìåð ñëåäîâàíèå {1 < 2} ⇒ {π < 4} ÿâëÿåòñÿ

èñòèííûì âûñêàçûâàíèåì

2)
. Ïîíÿòèå ñëåäîâàíèÿ îïðåäåëåíî äëÿ

ëþáûõ çíà÷åíèé A (è èñòèíà è ëîæü).

2)
Â [7℄ íà ñ. 20 ïðèâåäåí ïðèìåð èñòèííîãî ñäåäîâàíèÿ: åñëè 1 + 1 = 2 ,

òî Ïàðèæ åñòü ñòîëèöà Ôðàíöèè. Â [7℄ òàêæå îáñóæäàåòñÿ èñòèííîñòíî-

�óíêöèîíàëüíàÿ îïåðàöèÿ ñëåäîâàíèÿ (�åä.)
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A⇔ B îçíà÷àåò ýêâèâàëåíòíîñòü. A ýêâèâàëåíòíî B , åñëè îíè

èëè îáà èñòèííû èëè îáà ëîæíû.

A îçíà÷àåò îòðèöàíèå A . A⇔ A � îòðèöàíèå îòðèöàíèÿ ðàâ-

íîñèëüíî èñõîäíîìó âûñêàçûâàíèþ.

≡ � ðàâíîñèëüíîñòü. C ≡ D , åñëè C ⇔ D åñòü èñòèíà ïðè

ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ýëåìåíòàðíûõ âûñêàçûâàíèé, êîòîðûå âõîäÿò â

äàííûå âûñêàçûâàíèÿ C è D .

Ïðàâèëà îòðèöàíèÿ:

A ∨B ≡ A ∧B ;

A ∧B ≡ A ∨B .

Ïóñòü âûñêàçûâàíèÿ A(x) ñòðîÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòîâ x èç

íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà M � ïîëÿ âûñêàçûâàíèé è, â çàâèñèìîñòè

îò x , ïðèíèìàþò èñòèííîå èëè ëîæíîå çíà÷åíèÿ. Åñëè x ïðîáå-

ãàåò âñå ýëåìåíòû M , ïîëó÷àåì ïðåäèêàò âûñêàçûâàíèÿ A . Ïðè

ýòîì ìíîæåñòâî M ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ïîäìíîæåñòâà P è Q òàêèå,

÷òî P
⋂

Q = ∅ , P
⋃

Q = M . Åñëè x ∈ P , òî A(x ) = È, åñëè

x ∈ Q , òî A(x ) = Ë . Òàêèì îáðàçîì, ïðåäèêàòó ñîîòâåòñòâóåò îá-

ëàñòü èñòèííîñòè P . Åñëè ïðåäèêàò çà�èêñèðîâàí, òî äëÿ x ∈ P
âûñêàçûâàíèå èñòèííî. È îáðàòíî, åñëè èçâåñòíà îáëàñòü èñòèííî-

ñòè P , òî èçâåñòíî, äëÿ êàêèõ x âûñêàçûâàíèå âåðíî, à äëÿ êàêèõ

íåò.

Ïóñòü, íàïðèìåð, A(x) ∨ B(x) = C(x) . Òîãäà PA ⊂ M , PB ⊂ M ,

è PC = PA
⋃

PB .

Àíàëîãè÷íî,

åñëè A(x) ∧B(x) = C(x) , òî PA
⋂

PB = PC ;

åñëè A(x) ⇒ B(x) = C(x) , òî PA ⊂ PB ;

åñëè {A(x) ⇔ B(x)} = C(x) , òî PA = PB ;

åñëè èìååì A(x) , òî P
A

= C PA .

∀ � êâàíòîð �äëÿ âñåõ�. ∀ x A(x ) îçíà÷àåò: äëÿ âñåõ x èìååò

ìåñòî âûñêàçûâàíèå A(x ).

∃ � êâàíòîð �íàéäåòñÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, îäèí òàêîé, ÷òî�, ò. å.

�ñóùåñòâóåò�. ∃ x A(x ) îçíà÷àåò: ñóùåñòâóåò x, äëÿ êîòîðîãî èìååò

ìåñòî âûñêàçûâàíèå A(x ). Ò. å. íàéäåòñÿ x , äëÿ êîòîðîãî A(x )= È .

Êâàíòîð èç ïðåäèêàòà îáðàçóåò âûñêàçûâàíèå, íàïðèìåð,

∀x A(x) = ∃x A(x) ; ∃x A(x) = ∀x A(x) .
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Ïðèìåð ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ïðåäèêàòà. Ïóñòü

åñòü âûñêàçûâàíèå A(x,y) (ðèñ. 1.4). PA � îáëàñòü èñòèííîñòè âû-

ñêàçûâàíèÿ A � ýòî ìíîæåñòâî â ïîëå âûñêàçûâàíèé, äëÿ ýëå-

ìåíòîâ êîòîðîãî âûñêàçûâàíèå A(x, y) èñòèííî, ò. å. ∀ (x, y) ∈ PA
A(x, y) = È . Ïîñòðîèì íîâîå âûñêàçûâàíèå B(x) = {∃ y A(x, y)} .
Òîãäà ïðîåêöèÿ ìíîæåñòâà PA íà îñü Ox áóäåò îáëàñòü èñòèííî-

ñòè PB âûñêàçûâàíèÿ B .

�èñ. 1.4. �åîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïðåäèêàòà.

Ëåêöèÿ 3

(13.09.67)

� 3. Ïîíÿòèå �óíêöèè

3.1. Îïðåäåëåíèå �óíêöèè

Áóäåì îáîçíà÷àòü R � ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, C � ìíî-

æåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Ïóñòü çàäàíî ÷èñëîâîå ìíîæåñòâî X ⊂ R . Åñëè êàæäîìó ÷èñ-

ëó x èç X ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî y , òî

ãîâîðÿò, ÷òî íà X çàäàíà �óíêöèÿ ñî çíà÷åíèÿìè â R :

∀x ∈ X x→ y ∈ R .

�Íà� X çíà÷èò: �äëÿ êàæäîé òî÷êè� èç X . �Â� R çíà÷èò, ÷òî ìíî-

æåñòâî òåõ y , êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò x , âîîáùå ãîâîðÿ, âñåãî ìíî-
æåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë íå èñ÷åðïûâàåò.
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Ìû îïðåäåëèëè îäíîçíà÷íóþ �óíêöèþ, ò. å. �óíêöèþ, äëÿ êîòîðîé

êàæäîìó x ñîîòâåòñòâóåò òîëüêî îäèí ýëåìåíò y . Áóäåì ãîâîðèòü,

÷òî

X � îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè;

x � àðãóìåíò èëè íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ;

y � çíà÷åíèå �óíêöèè èëè çàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ.

Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé �óíêöèè áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Y .

Äâå �óíêöèè ñîâïàäàþò, åñëè ñîâïàäàþò èõ îáëàñòè îïðåäåëå-

íèÿ è çàêîíû ñîîòâåòñòâèÿ.

Ïðèìåðû. Ôóíêöèÿ y = x2 , îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå X1 ⊂ R :

X1 = {0 ≤ x ≤ 1} , è �óíêöèÿ y = x2 , îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæå-

ñòâå {−1 ≤ x ≤ 1} = X2 , íå ñîâïàäàþò, à �óíêöèè y = |x| äëÿ

ëþáîãî x , è y =
√
x2 äëÿ ëþáîãî x , ñîâïàäàþò, õîòÿ àëãîðèòìû

âû÷èñëåíèÿ èõ çíà÷åíèé ðàçëè÷íû.

Ôóíêöèþ ìîæíî îáîçíà÷àòü ïî-ðàçíîìó, íàïðèìåð,

y = f(x) ; u = ft ; u = u(s) .

3.2. Îáðàçîâàíèå ïîíÿòèÿ �óíêöèè

Ïîíÿòèå �óíêöèè îáðàçîâàëîñü ïðè îòâëå÷åíèè îò �èçè÷åñêîãî

ñìûñëà ïðè÷èííîé ñâÿçè.

3.3. Èñòîðè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ

Ïîíÿòèå �óíêöèè èñòîðè÷åñêè ðàñøèðÿëîñü. Ôóíêöèÿ åñòü ñîîò-

âåòñòâèå, à íå �îðìóëà. Ïîíÿòèå �óíêöèè èñïîëüçóåò ïîíÿòèå ÷èñ-

ëîâîãî ïîäìíîæåñòâà X è ïîíÿòèå ñîîòâåòñòâèÿ, ïðè ýòîì íå äëÿ

êàæäîé �óíêöèè ìîæíî óêàçàòü àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå. Ìà-

òåìàòè÷åñêèé àíàëèç âûäåëÿåò èç îáùåãî ïîíÿòèÿ �óíêöèè òàêèå

êëàññû �óíêöèé, êîòîðûå ìîæíî èçó÷àòü.

3.4. Ïðèìåðû ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé

1) y = x (x ∈ R) ;
2) y = a , (x ∈ R) , a = const ;
3) y = yn (n = 1, 2, ...) (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èëè �óíêöèÿ íà-

òóðàëüíîãî àðãóìåíòà).
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3.5. Ñïîñîáû çàäàíèÿ �óíêöèè

à) Àíàëèòè÷åñêèé ñïîñîá. Ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ àíàëèòè÷åñêèì

âûðàæåíèåì, ñ÷èòàåòñÿ çàäàííîé íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Íà-

ïðèìåð, âûðàæåíèåì y = x+1 çàäàåòñÿ �óíêöèÿ äëÿ ëþáîãî äåé-

ñòâèòåëüíîãî x ; âûðàæåíèåì y = x2

x−1 çàäàåòñÿ �óíêöèÿ íà ìíîæå-

ñòâå R \ {1} . Ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì âûðàæåíèåì,

íî íå ÿâëÿåòñÿ èì.

á) Çàäàíèå ñëîâåñíîé �îðìóëèðîâêîé, îïèñàíèå ïðàâèëà

ñîîòâåòñòâèÿ.

â) Ïàðàìåòðè÷åñêèé ñïîñîá çàäàíèÿ:

{

x = f(t),
y = g(t),

ãäå t ∈ T ⊂ R .

Ïðè ýòîì äëÿ ëþáûõ t1, t2 ∈ T , äëÿ êîòîðûõ f(t1) = f(t2) , äîëæíî
âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå g(t1) = g(t2) . Èíà÷å �óíêöèÿ áóäåò íåîäíî-

çíà÷íîé. Ïîýòîìó ïàðà ïàðàìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé, âîîáùå ãîâîðÿ,

�óíêöèþ íå îïðåäåëÿåò.

Ïðèìåð �óíêöèè, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè:

{

x = cos t,
y = sin t,

0 ≤ t ≤ π .

ã) Íåÿâíîå çàäàíèå ïîñðåäñòâîì óðàâíåíèÿ F (x, y) = 0 .
Óðàâíåíèå F (x, y) = 0 îïðåäåëÿåò �óíêöèþ, åñëè äëÿ âñåõ x ∈ X
ýòî óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

ä) Êîìáèíèðîâàííûé ñïîñîá çàäàíèÿ �óíêöèè. �àçáèåíèåì

X =
⋃

i

Xi íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ñèñòåìà ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X ,

÷òî îáúåäèíåíèå âñåõ ïîäìíîæåñòâ åñòü X , è äëÿ ëþáûõ i , j ,
i 6= j , Xi

⋂

Xj = ∅ .

Ôóíêöèÿ áóäåò îïðåäåëåíà íà âñåì X , åñëè îíà áóäåò îïðåäåëåíà

íà êàæäîì èç ïîäìíîæåñòâ, âõîäÿùèõ â ðàçáèåíèå X .

Óïðàæíåíèå. Íàéòè �îðìóëó, çàäàþùóþ ëîìàíóþ, ëèíåéíóþ íà

êàæäîì çàäàííîì îòðåçêå (ñì. ðèñ. 1.5).

å) Ôóíêöèþ ìîæíî çàäàòü ãðà�è÷åñêè. �àññìîòðèì âñåâîç-

ìîæíûå ïàðû ÷èñåë (x, y) . Ýòî áóäåò ïëîñêîñòü R × R = R 2
.

Äëÿ ãðà�è÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè, îïðåäåëåííîé íà ìíîæå-

ñòâå X ⊂ R , íàäî çàäàòü ïîäìíîæåñòâîM ⊂ R 2
, ïðè÷åì â êà÷å-
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�èñ. 1.5. Íàéòè �îðìóëó.

ñòâå ïåðâîãî ýëåìåíòà ïàðû èç M ÷èñëî x ∈ X äîëæíî âñòðå÷àòü-

ñÿ òîëüêî îäèí ðàç. Òàêóþ ïàðó áóäåì íàçûâàòü �óíêöèîíàëüíîé, à

ìíîæåñòâî M óíè�îðìíûì (îäíîçíà÷íûì) ìíîæåñòâîì (ðèñ. 1.6).

�èñ. 1.6. Óíè�îðìíîå ìíîæåñòâî.

3.6. Äåéñòâèÿ íàä �óíêöèÿìè

Âñå �óíêöèè, íàä êîòîðûìè ìû ïðîèçâîäèì àðè�ìåòè÷åñêèå äåé-

ñòâèÿ ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ, äîëæíû áûòü îïðåäåëåíû íà îäíîì è

òîì æå ìíîæåñòâå X . Ìíîæåñòâî âñåõ �óíêöèé, çàäàííûõ íà X ,

îáðàçóåò êîëüöî �óíêöèé. Èõ ìîæíî ñêëàäûâàòü, âû÷èòàòü, ïåðå-

ìíîæàòü:

f + g = h1 , f − g = h2 , f · g = h3 .
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Äåëåíèå îïðåäåëÿåò íîâóþ �óíêöèþ

f
g
= F . Ýòà �óíêöèÿ, âîîáùå

ãîâîðÿ, îïðåäåëåíà íà íîâîì, áîëåå óçêîì ìíîæåñòâå

X
⋂

{g(x) 6= 0} .

Ìíîæåñòâî âñåõ �óíêöèé, çàäàííûõ íà �èêñèðîâàííîì ìíîæåñòâå

X , îáðàçóåò êîëüöî, íî íå îáðàçóåò ïîëÿ.

Ëåêöèÿ 4

(15.09.67)

3.7. Îáðàòíàÿ �óíêöèÿ

Ïðè îïðåäåëåíèè îáðàòíîé �óíêöèè ìû îòêàçûâàåìñÿ îò ïîíÿòèÿ

îäíîçíà÷íîñòè.

x

y

M

X x

�èñ. 1.7. Ìíîãîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ.

Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî X ⊂ R . Åñëè êàæäîìó x ∈ X ïîñòàâëå-

íî â ñîîòâåòñòâèå ìíîæåñòâî M äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë (M ⊂ R ,

M 6= ∅ ), òî ìû ãîâîðèì, ÷òî íà ìíîæåñòâå X îïðåäåëåíà ìíî-

ãîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ M = F (x) , x ∈ X (ðèñ. 1.7). Ôóíêöèÿ áóäåò
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íåîäíîçíà÷íîé, åñëè õîòÿ áû îäíîìó x èç X ñîîòâåòñòâóåò áîëåå

îäíîãî çíà÷åíèÿ y .
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü íà ìíîæåñòâå X ⊂ R çàäàíà ìíîãîçíà÷íàÿ

�óíêöèÿ M = F (x ) ( x ∈ X ). Îäíîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ y = f (x )

íàçûâàåòñÿ îäíîçíà÷íîé âåòâüþ �óíêöèè M = F (x ) , åñëè äëÿ âñåõ

x èç X f(x) ∈ F (x) (ðèñ. 1.8).

x

y

M

X x

�èñ. 1.8. Îäíîçíà÷íàÿ âåòâü ìíîãîçíà÷íîé �óíêöèè.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü íà ìíîæåñòâå X ⊂ R çàäàíà �óíêöèÿ

y = f(x) . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Y = f(X) , Y ⊂ R , îáëàñòü çíà÷å-

íèé ýòîé �óíêöèè. Òîãäà îáðàòíîé �óíêöèåé (ðèñ. 1.9) ê �óíêöèè

f (x ) íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ìíîãîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ

íà ìíîæåñòâå Y : äëÿ âñåõ y ∈ Y â êà÷åñòâå çíà÷åíèé ýòîé �óíê-

öèè áåðåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ x ∈ X , äëÿ êîòîðûõ f(x) = y , ò. å.

y → {x ∈ X : f(x) = y} .

Îáðàòíóþ ê f (x ) �óíêöèþ áóäåì îáîçíà÷àòü

−1

f (y) . Îáðàòíàÿ �óí-
êöèÿ áóäåò îäíîçíà÷íîé, åñëè äëÿ âñåõ x , x′ ∈ X òàêèõ, ÷òî

25



�èñ. 1.9. Îáðàòíàÿ �óíêöèÿ.

x 6= x′ , f(x) 6= f(x′) .

3.8. Ñëîæíàÿ �óíêöèÿ

Ïîä ñëîæíîé �óíêöèåé ïîíèìàþò �óíêöèþ îò �óíêöèè èëè ñó-

ïåðïîçèöèþ (êîìïîçèöèþ) �óíêöèé.

Îïðåäåëåíèå (ïðîñòåéøèé ñëó÷àé). Ïóñòü íà ìíîæåñòâå X èç

R îïðåäåëåíà �óíêöèÿ y = f(x) . Ïóñòü f(X) � îáëàñòü çíà÷åíèé

�óíêöèè f è f(X) ⊂ Y ⊂ R . Ïóñòü íà ìíîæåñòâå Y çàäàíà �óíê-

öèÿ z = g(y) ( y ∈ Y ). Íîâîå ñîîòâåòñòâèå

x→ z : x
f−→ y

g−→ z

íàçûâàåòñÿ ñëîæíîé �óíêöèåé z = g(f (x )) = G(x ) , êîòîðàÿ âíîâü

îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå X . Ìîæíî îáîçíà÷àòü ñëîæíóþ �óíê-

öèþ g ◦ f(x) .

�èñ. 1.10. Êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé.

Áîëåå îáùåå îïðåäåëåíèå ñëîæíîé �óíêöèè. Ïóñòü �óíêöèÿ

y = f(x) îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå X . Íà ìíîæåñòâå Y îïðåäåëå-

íà �óíêöèÿ z = g(y) . Åñëè y , â êîòîðûé x ïåðåâåäåí �óíêöèåé
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f , ïðèíàäëåæèò Y , òî ìû ìîæåì ïîñòðîèòü ñëîæíóþ �óíêöèþ

z = g(f(x)) , åñëè íåò, òî ìû òàêîé �óíêöèè ïîñòðîèòü íå ìîæåì.

Ñëîæíàÿ �óíêöèÿ îïðåäåëåíà äëÿ òåõ x , äëÿ êîòîðûõ f(x) ∈ Y .

Åñëè y ∈ f(X)
⋂

Y , òî

{−1

f (y)

}

= X1 (ðèñ. 1.11). Òàêèì îáðàçîì,

îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ñëîæíîé �óíêöèè z = g(f(x)) åñòü ìíîæå-

ñòâî

X1 =
−1

f (f(X)
⋂

Y ) .

x

y

Y

f HX L

X

X1

f HxL

�èñ. 1.11. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ñëîæíîé �óíêöèè.

3.9. Ýëåìåíòàðíûå �óíêöèè

Ïðîñòåéøèå ýëåìåíòàðíûå �óíêöèè:

1)

P (x)

Q(x)
� ðàöèîíàëüíàÿ �óíêöèè;

2) xα � ñòåïåííàÿ �óíêöèÿ;

3) ax � ïîêàçàòåëüíàÿ �óíêöèÿ, a > 0 , a 6= 1 ;

4) loga x � ëîãàðè�ìè÷åñêàÿ �óíêöèÿ , a > 0 , a 6= 1 ;

5) òðèãîíîìåòðè÷åñêèå �óíêöèè: sinx ,..., cosecx ;

6) îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå �óíêöèè: arcsinx ,. . . .
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Îïðåäåëåíèå. Ýëåìåíòàðíîé �óíêöèåé íàçûâàåòñÿ òàêàÿ �óíê-

öèÿ, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ïðîñòåéøèõ ýëåìåíòàðíûõ �óíê-

öèé ïóòåì êîíå÷íîãî ÷èñëà àðè�ìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé è îïåðàöèé

îáðàçîâàíèÿ ñëîæíîé �óíêöèè.

Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòàðíîé �óíêöèè ñ÷èòàåòñÿ îáëàñòü

îïðåäåëåíèÿ åå àíàëèòè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ.

� 4. Îòîáðàæåíèÿ

Ïóñòü äàíû äâà ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâà A è B è ïóñòü äëÿ ëþáîãî

x ∈ A îïðåäåëåíî ñîîòâåòñòâèå f : êàæäîìó x ∈ A ïîñòàâëåí â

ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíò y ∈ B . Òîãäà ìû èìååì îòîáðàæåíèå A â B :

∀x ∈ A x→ y = f(x) ∈ B .

�àññìîòðèì A1 ⊂A è ìíîæåñòâî âñåõ òåõ {f(x)} , äëÿ êîòîðûõ x

ïðîáåãàåò âñå ýëåìåíòû A1 :
⋃

x∈A1

{f(x)} = f(A1) ; f(A1) � îáðàç

ìíîæåñòâà A1 ïðè îòîáðàæåíèè f .
Îòìåòèì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ïîäìíîæåñòâ è èõ îáðàçîâ:

f(A1

⋃

A2) = f(A1)
⋃

f(A2) ;

f(A1

⋂

A2) ⊂ f(A1)
⋂

f(A2) .

Îòîáðàæåíèå f åñòü îòîáðàæåíèå íà B , åñëè îáðàç âñåãî A åñòü

âñå B .

Îòîáðàæåíèå f ìíîæåñòâà A íà B íàçûâàåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷-

íûì, åñëè îáðàòíîå îòîáðàæåíèå îäíîçíà÷íî.

Åñëè ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà A
íà ìíîæåñòâî B , òî ýòè ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ ðàâíîìîùíûìè,

îáîçíà÷àåòñÿ A∼B . Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà � ýòî îáîáùåíèå ÷èñ-

ëà, êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ñ÷åòíûì, åñëè îíî ðàâíî-

ìîùíî ìíîæåñòâó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N = {1, 2, . . . n, . . . } .
Ñóùåñòâóþò íåñ÷åòíûå ìíîæåñòâà. Ìíîæåñòâî íåñ÷åòíî, åñëè åãî

ýëåìåíòû íåëüçÿ ïåðåíóìåðîâàòü. Áåñêîíå÷íûå ìíîæåñòâà ìîãóò

ñîñòîÿòü èç ðàçíîãî êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ, ìîãóò áûòü ðàçíîé

ìîùíîñòè.
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Òåîðåìà (Êàíòîðîâà äèàãîíàëü). Ìíîæåñòâî M , ñîñòîÿùåå

èç âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé M = {(ε1, ε2, ε2, ...)} , ãäå εn ëèáî 0,

ëèáî 1, íåñ÷åòíî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî íåëüçÿ ïîëó÷èòü

âçàèìíî îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó M è ìíîæåñòâîì íàòó-

ðàëüíûõ ÷èñåë. Äîïóñòèì, ÷òî ìû íàøëè ýòî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå

ñîîòâåòñòâèå:

1) (ε
(1)
1 , ε

(1)
2 , ..., ε

(1)
n , ...)

2) (ε
(2)
1 , ε

(2)
2 , ..., ε

(2)
n , ...)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

n) (ε
(n)
1 , ε

(n)
2 , ..., ε

(n)
n , ...)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ñîñòàâèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (η1, η2, ..., ηn, ...) ∈ M òàêèì îáðà-

çîì, ÷òî η1 6= ε
(1)
1 , η2 6= ε

(2)
2 , . . . , ηn 6= ε

(n)
n ∀n . Òîãäà ýòà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå ñîâïàäàåò íè ñ êàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ,

êîòîðûå ìû ïåðåíóìåðîâàëè. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèëè ýëå-

ìåíò èç M , îòëè÷íûé îò âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò

íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ, ÷òî ýëåìåíòû ìíîæåñòâà M ìîæíî ïåðå-

íóìåðîâàòü. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî M íåñ÷åòíî. ◮

Ñâîéñòâî ïîäìíîæåñòâ ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ. Âñÿêîå ïîäìíî-

æåñòâî ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ëèáî êîíå÷íî, ëèáî ñ÷åòíî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü A = { an } � ñ÷åòíîå ìíîæå-

ñòâî è B ⊂ A . Íà÷íåì ïåðåáèðàòü ýëåìåíòû ìíîæåñòâà A. Ïóñòü

an1 � ýëåìåíò ñ íàèìåíüøèì íîìåðîì èç A , êîòîðûé ïðèíàäëåæèò

òàêæå è ìíîæåñòâó B , íàçîâåì åãî ïåðâûì â B : b1 = an1 . Çàòåì

íàéäåì ýëåìåíò an2 , ïðèíàäëåæàùèé B , ñ íàèìåíüøèì íîìåðîì

n2 > n1 , êîòîðûé íàçîâåì âòîðûì: b2 = an2 , è òàê äàëåå. Êàæäûé

ýëåìåíò èç B âñòðåòèòñÿ íà íåêîòîðîì øàãå, òàê êàê B ⊂ A , è âñå

ýëåìåíòû èç B îêàæóòñÿ ïåðåíóìåðîâàííûìè

3)
. ◮

3)
Ïðè äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçóåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííîñòü ìíîæåñòâà íà-

òóðàëüíûõ ÷èñåë è óòâåðæäåíèå, ÷òî âñÿêîå îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî íàòó-

ðàëüíûõ ÷èñåë êîíå÷íî. (�åä.)
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�ëàâà 2

×èñëîâàÿ ïðÿìàÿ

Ëåêöèÿ 5

(20.09.67)

� 5. Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà

×åðåç N , Z , Q , R îáîçíà÷àþò ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ, öåëûõ,

ðàöèîíàëüíûõ è äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ñîîòâåòñòâåííî. Ïîíÿòèå

÷èñëà è ìíîæåñòâà ÷èñåë ðàçâèâàëîñü èñòîðè÷åñêè â ñëåäóþùåì

íàïðàâëåíèè ðàñøèðÿÿñü:

N → Z → Q → R .

Ïåðåõîä îò N ê Z äîáàâëÿåò â ìíîæåñòâå ÷èñåë îïåðàöèþ âû-

÷èòàíèÿ, îò Z ê Q � îïåðàöèþ äåëåíèÿ è îò Q ê R � ïîëíîòó

ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü èçìåðåíèÿ

äëèí ïðîèçâîëüíûõ îòðåçêîâ.

5.1. Ñâîéñòâà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë

I. Q åñòü ïîëå ñ îáû÷íûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæå-

íèÿ.

II. Óïîðÿäî÷åííîñòü (ëèíåéíàÿ óïîðÿäî÷åííîñòü). Â ïîëå Q
çàäàíî áèíàðíîå îòíîøåíèå: < , ≤ , > , ≥ . Îòíîøåíèå íåñòðîãîãî
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íåðàâåíñòâà îïðåäåëåíî äëÿ ëþáûõ a , b ∈ Q . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Q
îáëàäàåò ïîëíîé óïîðÿäî÷åííîñòüþ:

1. ∀a , b ∈ Q èëè a ≤ b , èëè b ≤ a .

2. a ≤ b è b ≤ a òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a = b .

Îïðåäåëåíèå ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà. Åñëè a ≤ b è a 6= b , òî

a < b .

3. Åñëè a ≤ b è b ≤  , òî a ≤  .

4. Åñëè a ≤ b , òî a+ ≤ b+ .

5. Åñëè a ≥ 0 , b ≥ 0 , òî ab ≥ 0 .

III. Àðõèìåäîâîñòü. Ïîëå Q ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë åñòü àðõè-

ìåäîâñêè óïîðÿäî÷åííîå ïîëå: äëÿ âñÿêîãî a > 0 è âñÿêîãî b ≥ 0
íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî n òàêîå, ÷òî na > b .

IV'. Íåïîëíîòà ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Ìåæäó

òî÷êàìè ïðÿìîé è ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè íåò âçàèìíî îäíîçíà÷-

íîãî ñîîòâåòñòâèÿ.

Îïðåäåëåíèå. �îâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî E ðàçáèâàåòñÿ íà äâà

ïîäìíîæåñòâà A è B , åñëè E = A
⋃

B è A
⋂

B = ∅ .

Ìíîæåñòâî Q ìîæíî ðàçáèòü íà äâà ïîäìíîæåñòâà A è B òàê,

÷òî äëÿ ëþáîãî a ∈ A è äëÿ ëþáîãî b ∈ B âûïîëíÿåòñÿ íåðà-

âåíñòâî a < b , íî â A íåò íàèáîëüøåãî, à â B íåò íàèìåíüøåãî

ýëåìåíòà. Íàïðèìåð, ìîæíî âçÿòü A � ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ

÷èñåë, ìåíüøèõ

√
2 , à B � áîëüøèõ

√
2 .

5.2. Ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

Ïîëå Q íåïîëíîå, íî ìîæåò áûòü ïîïîëíåíî äî ìíîæåñòâà R , êî-

òîðîå îáëàäàåò êðîìå ñâîéñòâ I, II, III åùå è ñâîéñòâîì ïîëíîòû.

IV. Ïîëíîòà.

Ñâîéñòâî ïîëíîòû (ïðèíöèï íåïðåðûâíîñòè Äåäåêèíäà).

Äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ R íà äâà íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâà A è B

òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáîãî a ∈ A è äëÿ ëþáîãî b ∈ B âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî a < b , ëèáî ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò c ∈ A , ÷òî

∀a ∈ A a ≤ c , ëèáî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò c ∈ B òàêîé, ÷òî

∀b ∈ B c ≤ b .

Òàêîå ðàçáèåíèå R = A
⋃

B , ÷òî A 6= ∅ è B 6= ∅ , íàçûâàåòñÿ

ñå÷åíèåì â ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Ïðèíöèï Äåäåêèíäà

óòâåðæäàåò, ÷òî òàêîå ñå÷åíèå âñåãäà áóäåò ïðîâåäåíî ïî äåéñòâè-

31



�èñ. 2.1. Ñå÷åíèå â îáëàñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

òåëüíîìó ÷èñëó (à âî ìíîæåñòâå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, êàê áûëî

ïîêàçàíî, òàêèå ñå÷åíèÿ íå âñåãäà âîçìîæíû).

Ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R � ýòî òàêîå ðàñøèðåíèå ïî-

ëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, êîòîðîå îáëàäàåò ñâîéñòâàìè I, II, III, IV.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñîäåðæèòñÿ â êà÷åñòâå

ïîäïîëÿ â ïîëå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

1)
.

Âîçíèêàåò âîïðîñ, íåëüçÿ ëè äàëüøå ðàñøèðèòü ìíîæåñòâî ÷è-

ñåë. Îòâåò íà íåãî çàâèñèò îò òîãî, âñå ëè ñâîéñòâà I, II, III, IV ìû

õîòèì ñîõðàíèòü. Åñëè âñå, òî îòâåò îòðèöàòåëüíûé, åñëè íåò � òî

ðàñøèðåíèå âîçìîæíî:

N → Z → Q → R → C .

Ïðè ïåðåõîäå îò ïîëÿ R ê ïîëþ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C ìû òåðÿåì

ñâîéñòâî óïîðÿäî÷åííîñòè. Äëÿ äàëüíåéøåãî ðàñøèðåíèÿ ïðèäåòñÿ

ïîæåðòâîâàòü êîììóòàòèâíîñòüþ óìíîæåíèÿ.

5.3. Ïðîñòåéøèå ìíîæåñòâà

äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

Ïóñòü a, b � äâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëà è a ≤ b . Îòìåòèì ïðîñòåé-

øèå ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, îïðåäåëÿåìûå ïðè ïîìîùè

óïîðÿäî÷åííîñòè.

Ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë x òàêèõ, ÷òî a ≤ x ≤ b , íàçûâà-
åòñÿ îòðåçêîì [a, b] . Îòðåçîê ìîæåò âûðîæäàòüñÿ â òî÷êó. Èíîãäà
âìåñòî �îòðåçîê� ãîâîðÿò �ñåãìåíò�.

Ïóñòü a < b . Ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë x òàêèõ, ÷òî

a < x < b , íàçûâàåòñÿ èíòåðâàëîì (a, b) .
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêæå ïîëóèíòåðâàëû

{a ≤ x < b} = [a, b) , {a < x ≤ b} = (a, b] .

1)
"Ñóùåñòâóåò ëè îíî? Îïÿòü �èëîñî�èÿ. Çäåñü ìû íå äîêàçûâàåì, ÷òî ìíî-

æåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñóùåñòâóåò." (Ñ.Á.Ñ.)
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Ëåêöèÿ 6

(22.09.67)

� 6. Ïðèíöèï íåïðåðûâíîñòè

(ðàçëè÷íûå �îðìóëèðîâêè )

6.1. Òåîðåìà îòäåëèìîñòè

Ïåðâàÿ �îðìóëèðîâêà ïðèíöèïà íåïðåðûâíîñòè óæå áûëà äàíà

(ïðèíöèï íåïðåðûâíîñòè Äåäåêèíäà) (ñì. ï. 5.2), íî òàêàÿ �îðìó-

ëèðîâêà íå î÷åíü óäîáíà. Ìû äàäèì äðóãèå ýêâèâàëåíòíûå �îðìó-

ëèðîâêè.

Òåîðåìà îòäåëèìîñòè. Ïóñòü äàíû äâà íåïóñòûõ ïîäìíîæå-

ñòâà A è B ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. È ïóñòü ∀ a ∈ A
∀ b ∈ B a < b . Òîãäà ∃ c ∈ R ∀ a ∈ A ∀ b ∈ B a ≤ c ≤ b .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñòðîèì ñå÷åíèå A1

⋃

B1 = R . Äëÿ ýòîãî

îïðåäåëèì B1 êàê ìíîæåñòâî ÷èñåë b1 , äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ

íàéäåòñÿ ýëåìåíò b èç B , òàêîé ÷òî b ≤ b1 . Ïîëîæèì A1 = R\B1 .

Òîãäà A ⊂ A1 , B ⊂ B1 , a1 < b1 , åñëè a1 ∈ A1 è b1 ∈ B1 . Â ñèëó

ïðèíöèïà íåïðåðûâíîñòè Äåäåêèíäà ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî ñ, ÷òî

a1 ≤ c ≤ b1 äëÿ ëþáûõ a1 ∈ A1 , b1 ∈ B1 . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

a ≤ c ≤ b äëÿ ëþáûõ a ∈ A , b ∈ B . ◮

Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà ñïðàâåäëèâà, åñëè ñòðîãîå íåðàâåíñòâî a < b
çàìåíèòü íà íåñòðîãîå a ≤ b .

6.2. Ïðèíöèï íåïðåðûâíîñòè Âåéåðøòðàññà

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü M ⊂ R (M 6= ∅ ). ×èñëî α ∈ R íàçûâàåòñÿ

âåðõíåé ãðàíèöåé äëÿ ìíîæåñòâà M , åñëè ∀ a ∈M a ≤ α .
Åñëè ìíîæåñòâî èìååò õîòü îäíó âåðõíþþ ãðàíèöó, òî îíî íàçûâà-

åòñÿ îãðàíè÷åííûì ñâåðõó.

Åñëè ìíîæåñòâî èìååò îäíó âåðõíþþ ãðàíèöó, òî îíî èìååò èõ áåñ-

êîíå÷íî ìíîãî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè α � âåðõíÿÿ ãðàíèöà, òî ðàñ-

ñìîòðèì β > α . Òîãäà β òîæå áóäåò ÿâëÿòüñÿ âåðõíåé ãðàíèöåé.

Ýëåìåíò α ∈M íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà

M , åñëè ∀ a ∈M a ≤ α .
Ïðèìåð.Ìíîæåñòâî ÷èñåë èç èíòåðâàëà (a, b) îãðàíè÷åíî ñâåðõó,
íî íå èìååò ìàêñèìàëüíîãî ýëåìåíòà.
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Îïðåäåëåíèå. Âåðõíåé ãðàíüþ

2)
÷èñëîâîãî ìíîæåñòâà íàçûâàåò-

ñÿ íàèìåíüøàÿ èç åãî âåðõíèõ ãðàíèö.

Èòàê, α ∈ R ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà M , åñëè

1) ∀a ∈M a ≤ α ;

2) ∀β < α ∃ a = a (β) ∈M a > β .

Ïðèìåð. Äëÿ èíòåðâàëà (a, b) è îòðåçêà [a, b] âåðõíåé ãðàíüþ

ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî b .

Âåðõíþþ ãðàíü α ÷èñëîâîãî ìíîæåñòâà îáîçíà÷èì α = sup
x∈M

x .

Èç îïðåäåëåíèÿ âåðõíåé ãðàíè ñëåäóåò òàêîå ñâîéñòâî: åñëè ∀x ∈M
x ≤B, òî sup

x∈M
x ≤ B .

Àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü β , êîòîðóþ îáîçíà÷èì

β = inf
x∈M

x .

Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè âåðõíåé ãðàíè. Âñÿêîå íåïóñòîå

îãðàíè÷åííîå ñâåðõó ÷èñëîâîå ìíîæåñòâî èìååò âåðõíþþ ãðàíü.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. �àññìîòðèì ìíîæåñòâî B , ñîñòàâ-

ëåííîå èç âñåõ âåðõíèõ ãðàíèö ìíîæåñòâà M . Òîãäà ∀ a ∈ M è

∀x ∈ B a ≤ x . Ñëåäîâàòåëüíî, M è B óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

òåîðåìû îá îòäåëèìîñòè, à ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå c , ÷òî
∀ a ∈ M è ∀x ∈ B a ≤ c ≤ x . Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî
c ∈ B è ÷òî c � íàèìåíüøàÿ âåðõíÿÿ ãðàíèöà ìíîæåñòâà M , ò. å.

c = sup
x∈M

x . ◮

Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè. Âñÿêîå íåïóñòîå îãðàíè÷åííîå ñâåðõó

ìíîæåñòâî èìååò íå áîëåå îäíîé âåðõíåé ãðàíè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè α è β � äâå âåðõíèå ãðàíè

íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà è α 6= β , òî èëè α < β , è òîãäà α íå áóäåò

âåðõíåé ãðàíüþ, èëè β < α , è òîãäà β íå áóäåò âåðõíåé ãðàíüþ.

Ïðîòèâîðå÷èå. ◮

Çàìå÷àíèå. Åñëè ∀ a ∈ A ∀ b ∈ B a < b , òî sup
a∈A

a ≤ inf
b∈B

b .

Äåéñòâèòåëüíî, êàæäîå b � âåðõíÿÿ ãðàíèöà ìíîæåñòâà A , è

êàæäîå a � íèæíÿÿ ãðàíèöà ìíîæåñòâà B . Òîãäà a ≤ inf
b∈B

b è

sup
a∈A

a ≤ inf
b∈B

b . ◮

2)
×àñòî äëÿ âåðõíåé (íèæíåé) ãðàíèöû è âåðõíåé (íèæíåé) ãðàíè èñïîëüçó-

þòñÿ è äðóãèå íàçâàíèÿ, íàïðèìåð, òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü âìåñòî èñïîëüçóå-

ìîãî çäåñü âåðõíÿÿ ãðàíü. (�åä.)
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6.3. Ïðèíöèï íåïðåðûâíîñòè Êàíòîðà

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { [an, bn] } îòðåçêîâ, n ∈ N ,

[an, bn] ⊂ R , íàçûâàåòñÿ âëîæåííîé, åñëè äëÿ ëþáîãî íàòóðàëü-

íîãî n [an+1, bn+1] ⊂ [an, bn] .

Êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, äëÿ âëîæåííîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè îòðåçêîâ íàéäåòñÿ, ïî êðàéíåé ìåðå îäíî, äåéñòâèòåëüíîå

÷èñëî, êîòîðîå ïðèíàäëåæèò âñåì ýòèì îòðåçêàì.

Òåîðåìà Êàíòîðà (òåîðåìà î âëîæåííûõ îòðåçêàõ) Ïóñòü

{ [an, bn] } ( n ∈ N ) � ñèñòåìà âëîæåííûõ îòðåçêîâ.

Òîãäà

∞
⋂

n=1
[an, bn] 6= ∅ , ò. å. ñóùåñòâóåò c ∈ R òàêîå, ÷òî

c ∈ [an, bn] äëÿ âñÿêîãî n ∈ N .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîçüìåì â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà

A ìíîæåñòâî âñåõ an : A = {an, n ∈ N} . Àíàëîãè÷íî âîçüìåì

B = {bn, n ∈ N} . Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ n è m an ≤ bm .

Ïóñòü n ≤ m , òîãäà an ≤ am , òàê êàê îòðåçîê ñ íîìåðîì m áóäåò

âëîæåí â îòðåçîê ñ íîìåðîì n. Òîãäà an ≤ am ≤ bm .

Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà n >m .

Òåïåðü, ñîãëàñíî òåîðåìå îòäåëèìîñòè (ñì. çàìå÷àíèå ê òåîðåìå íà

ñ. 33), ñóùåñòâóåò òàêîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî c , ÷òî äëÿ âñåõ an
è bn an ≤ c ≤ bn . Çíà÷èò ∀n ∈ N c ∈ [an, bn] . ◮

Çàìå÷àíèå. Ïåðåñå÷åíèå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà âëîæåííûõ èíòåðâà-

ëîâ ìîæåò îêàçàòüñÿ ïóñòûì. Íàïðèìåð, ñèñòåìà

{(

0, 1
n

)}

( n ∈ N )

âëîæåííûõ èíòåðâàëîâ íå èìååò íè îäíîé îáùåé òî÷êè.

� 7. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà

äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

Òåîðåìà (î ñ÷åòíîñòè ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë).

Ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñ÷åòíî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Êàæäîìó ðàöèîíàëüíîìó ÷èñëó, ïðåäñòàâ-

ëåííîìó â âèäå íåñîêðàòèìîé äðîáè

k
l
, ãäå k ∈ Z , l ∈ N , ïîñòàâèì

â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíòû âèäà (k, l) � óïîðÿäî÷åííûå ïàðû ÷èñåë

(íóëþ áóäåò ïîñòàâëåíà â ñîîòâåòñòâèå ïàðà (0, 1) ). Ìíîæåñòâî òà-

êèõ ïàð ðàâíîìîùíî ìíîæåñòâó Q è ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì ïîä-

ìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà âñåâîçìîæíûõ ïàð âèäà (k, l) , ãäå k ∈ Z ,
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l ∈ N . �àñïîëîæèì ïîñëåäíåå ìíîæåñòâî â áåñêîíå÷íóþ òàáëèöó

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(0, 1) (0, 2) (0, 3) ....
(−1, 1) (−1, 2) ....
(1, 1) (1, 2) ....
.....

.

Â ïåðâóþ ñòðîêó ïîìåñòèì ïàðû âèäà (0, l) â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ

l . Âî âòîðóþ ñòðîêó ïàðû âèäà (−1, l) , â òðåòüþ � âèäà (1, l) , â
÷åòâåðòóþ � âèäà (−2, l) , è òàê äàëåå. Âñå ýëåìåíòû ðàñïîëîæèì â

ñòðîêàõ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ âòîðîãî ÷èñëà. Ýëåìåíòû ýòîé òàá-

ëèöû ìîãóò áûòü ïåðåíóìåðîâàíû, íàïðèìåð, ñëåäóþùèì îáðàçîì

("ïî êîíå÷íûì äèàãîíàëÿì") (ñì. ðèñ. 2.2): (0, 1) � ïåðâûé ýëå-

ìåíò, (−1, 1) � âòîðîé, (0, 2) � òðåòèé, (1, 1) � ÷åòâåðòûé, (−1, 2)
� ïÿòûé, (0, 3) � øåñòîé, è òàê äàëåå. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî

{(k, l)} , à âìåñòå ñ íèì è Q � ñ÷åòíî (êàê áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæå-

ñòâî ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà). ◮

�èñ. 2.2. Íóìåðàöèÿ ýëåìåíòîâ òàáëèöû.

Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1) Ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà

ñ÷åòíî.

2) Ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà

íåñ÷åòíî.
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Òåîðåìà (î íåñ÷åòíîñòè êîíòèíóóìà). Ìíîæåñòâî âñåõ äåé-

ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë íåñ÷åòíî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì òåîðåìó ìåòîäîì îò ïðîòèâíî-

ãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà ïåðåíóìåðîâàíû:

a1, a2, ..., an, ... . Ïîñòðîèì ñèñòåìó âëîæåííûõ îòðåçêîâ σn òàêèõ,

÷òî (ñì. ðèñ. 2.3)

a1 /∈ σ1,

a2 /∈ σ2 ⊂ σ1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

an+1 /∈ σn+1 ⊂ σn,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a1 a2
@

Σ1

Σ2

@ D

�èñ. 2.3. Ê òåîðåìå î íåñ÷åòíîñòè êîíòèíóóìà.

Ïî òåîðåìå Êàíòîðà ∃ c ∀n c ∈ σn . Ïóñòü c = am äëÿ íåêîòîðîãî

m . Òîãäà am /∈ σm ⇒ am 6= c ∈ σm . Ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ.

◮
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�ëàâà 3

Òåîðèÿ ïðåäåëîâ

Ëåêöèÿ 7

(27.09.67)

� 8. Òî÷å÷íûå ìíîæåñòâà

íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé

Ïóñòü M ⊂ R .

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü a � òî÷êà íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Îêðåñò-

íîñòüþ O(a) òî÷êè a íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíûé èíòåðâàë (α, β) ,
ñîäåðæàùèé òî÷êó a . Ìíîæåñòâî M

⋂

O(a) áóäåì íàçûâàòü ïîð-

öèåé ìíîæåñòâà M .

Îïðåäåëåíèå. Òî÷êà a íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé íàçûâàåòñÿ âíóòðåí-

íåé òî÷êîé ìíîæåñòâà M , åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü O(a) òî÷-

êè a , öåëèêîì ëåæàùàÿ â M : O(a) ⊂M .

Îïðåäåëåíèå. Òî÷êà a íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé íàçûâàåòñÿ âíåøíåé

òî÷êîé ìíîæåñòâà M , åñëè íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü O(a) òî÷-

êè a , ÷òî O(a)
⋂

M = ∅ .

Îïðåäåëåíèå. Òî÷êà íà äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé íàçûâàåòñÿ ãðà-

íè÷íîé òî÷êîé ìíîæåñòâà, åñëè îíà íå ÿâëÿåòñÿ íè âíóòðåííåé, íè

âíåøíåé òî÷êîé ìíîæåñòâà.

Ìíîæåñòâî âñåõ âíóòðåííèõ òî÷åê ìíîæåñòâà M íàçûâàåòñÿ âíóò-

ðåííîñòüþ Mi ýòîãî ìíîæåñòâà.
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Âíåøíîñòü ìíîæåñòâà M � ýòî ìíîæåñòâî (CM)i � âíóòðåííîñòü
äîïîëíåíèÿ.

Ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ òî÷åê ìíîæåñòâà M íàçûâàåòñÿ ãðàíèöåé

ìíîæåñòâà M è îáîçíà÷àåòñÿ ∂M .

Îïðåäåëåíèå. Òî÷êà a íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà

M , åñëè ïåðåñå÷åíèå ëþáîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè ñ M ñîäåðæèò

òî÷êó èç ìíîæåñòâà M , îòëè÷íóþ îò a : O(a)
⋂

(M\a) 6= ∅ .

M ′
� ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïðåäåëüíûõ òî÷åê ìíîæåñòâà M , íàçûâà-

åòñÿ ïðîèçâîäíûì ìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà M .

Îïðåäåëåíèå.Òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ ìíîæåñòâó, íàçûâàåòñÿ èçî-

ëèðîâàííîé, åñëè îíà íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé, ò. å. íàéäåòñÿ

òàêàÿ îêðåñòíîñòü O(a) , ÷òî O(a)
⋂

(M\a) = ∅ .

Åñëè M =Mi , òî M íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì.

Åñëè M ⊃M ′
, òî ìíîæåñòâî M íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì.

Ïðèìåðû. 1) Ìíîæåñòâî M =
{

1
n

}

, n ∈ N , ñîñòîèò èç èçîëèðî-

âàííûõ òî÷åê è èìååò ïðåäåëüíóþ òî÷êó {0} : M ′ = {0} .
2) Ëþáîé èíòåðâàë (α, β) = M ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñò-

âîì, ò. å. M =Mi .

3) Îòðåçîê [α, β] =M � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, M ⊃M ′
.

� 9. Ïðåäåëû

Ïóñòü M ⊂ R , M 6= ∅ , íà M çàäàíà �óíêöèÿ y = f(x) (x ∈M)
è a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà M .

Ïîíÿòèå ïðåäåëà â òî÷êå a õàðàêòåðèçóåò ïîâåäåíèå �óíêöèè

âáëèçè òî÷êè a , íî íå â ñàìîé ýòîé òî÷êå. Ïðåäåë íå çàâèñèò îò

çíà÷åíèÿ �óíêöèè â òî÷êå.

�èñ. 3.1. Ê îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà.
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Îïðåäåëåíèå ïðåäåëà �óíêöèè (îêðåñòíîñòíîå). Ïóñòü

y = f(x) � ÷èñëîâàÿ �óíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå M .

Ïóñòü a åñòü ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ýòîãî ìíîæåñòâà, a ∈ M ′
. ×èñëî

A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì �óíêöèè y = f(x) â òî÷êå a , åñëè äëÿ

ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè A íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè a ,
÷òî äëÿ âñåõ òî÷åê x ∈ M , âõîäÿùèõ â îêðåñòíîñòü òî÷êè a è

îòëè÷íûõ îò a , f(x) âõîäèò â îêðåñòíîñòü òî÷êè A , ò. å. (ðèñ. 3.1)

∀O(A) ∃O(a) ∀x ∈M, x ∈ O(a), x 6= a, f(x) ∈ O(A).

Îáîçíà÷åíèå ïðåäåëà: lim
x→a

f(x) = A .

Ïðèìåðû �óíêöèé, èìåþùèõ ïðåäåë, ñìîòðè íà ðèñóíêàõ 3.2 è 3.3.

a

�èñ. 3.2. Ïðåäåë ïðè x→ a ñóùåñòâóåò.

Ïðèìåð.Äëÿ �óíêöèè y = sin 1
x
(ðèñ. 3.4) íèêàêîå çàäàííîå ÷èñëî

íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì �óíêöèè â òî÷êå 0.

Îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ïî Êîøè. ×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì

�óíêöèè y = f(x) â òî÷êå a , åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ

òàêîå δ > 0 , ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ M òàêèõ, ÷òî 0 < |x− a| < δ ,
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |f(x)−A| < ε .
Çàìå÷àíèå. Ïîä îêðåñòíîñòüþ O(+∞) áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷-
êè áóäåì ïîäðàçóìåâàòü ìíîæåñòâî âèäà {x > α} , ïîä O(−∞) �

ìíîæåñòâî âèäà {x < β} . Îïðåäåëèì O(∞) = O(+∞)
⋃

O(−∞) .
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�èñ. 3.3. Ïðåäåë ïðè x→ a ñóùåñòâóåò.

�èñ. 3.4. Íèêàêîå ÷èñëî íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì �óíêöèè sin 1
x

â òî÷êå 0.

Ýòî ïîçâîëÿåò äàòü îïðåäåëåíèå ïðåäåëà, åñëè �óíêöèÿ ñòðåìèòñÿ

ê ±∞ èëè ê ∞ , èëè åñëè x ñòðåìèòñÿ ê ±∞ èëè ê ∞ . Íàïðè-

ìåð, lim
x→+∞

f(x) = −∞ îçíà÷àåò, ÷òî ∀B > 0 ∃N ∀x ∈ R , x > N ,

f(x) < −B .

Ïóñòü äàíà �óíêöèÿ íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà, ò. å. ÷èñëîâàÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü {an} .
Îïðåäåëåíèå. ×èñëî A åñòü ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} ,
îáîçíà÷àåòñÿ lim

n→∞
an = A , åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå

íàòóðàëüíîå ÷èñëî N = N(ε) , ÷òî äëÿ âñåõ n ≥ N |an −A| < ε .

Çàìå÷àíèå. Ïóñòü äàíû ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} è

âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {mn} íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Áó-
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äåì íàçûâàòü {amn
} ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{an} . Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò lim
n→∞

an = A , òî ñóùå-

ñòâóåò ðàâíûé åìó lim
n→∞

amn
= A . Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî.

Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü óòâåðæäåíèÿ ýòîãî çàìå÷àíèÿ.

Ïîä ñëîâîì �êðèòåðèé� áóäåì ïîäðàçóìåâàòü �íåîáõîäèìîå è äî-

ñòàòî÷íîå óñëîâèå�.

Ìíîæåñòâî O(a)\a áóäåì íàçûâàòü âûêîëîòîé îêðåñòíîñòüþ

òî÷êè a .

Ëåêöèÿ 8

(29.09.67)

Ïóñòü f(x) � ìíîãîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ, çàäàííàÿ íà ìíîæåñòâå M è

a åñòü ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ýòîãî ìíîæåñòâà.

x

y

0 a a1

A

�èñ. 3.5. Ïðåäåë ìíîãîçíà÷íîé �óíêöèè.

Îïðåäåëåíèå.×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ìíîãîçíà÷íîé �óíê-

öèè f(x) ïðè x → a , îáîçíà÷àåòñÿ lim
x→a

f(x) = A , åñëè ∀ ε > 0

∃ δ > 0 ∀x ∈M , 0 < |x− a| < δ , ∀ y ∈ {f(x)} |y −A| < ε .
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� 10. Ñâîéñòâà ïðåäåëîâ

10.1. Òåîðåìû î ïðåäåëàõ

Òåîðåìà 1. Ïóñòü äàíà �óíêöèÿ y = f(x) , x ∈ M , a ∈ M ′
è

ñóùåñòâóåò lim
x→a

f(x) = A > B . Òîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñò-

íîñòü O(a) òî÷êè a, ÷òî ∀x ∈ O(a)
⋂

(M\a) f(x) > B .

�èñ. 3.6. Ê òåîðåìàì î ïðåäåëàõ. f(x) > B .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîçüìåì 0 < ε0 < A − B (ðèñ. 3.6). Ïî

îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ∃O(a) ∀x ∈ O(a)
⋂

(M\a) |f(x)−A| < ε0 .
Ñëåäîâàòåëüíî, f(x)−A > −ε0 è çíà÷èò, f(x) > B . ◮

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2. Ïóñòü äàíà �óíêöèÿ y = f(x) , x ∈ M , a ∈ M ′

è ñóùåñòâóåò lim
x→a

f(x) = A < C , òîãäà íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü

O(a) òàêàÿ, ÷òî ∀x ∈ O(a)
⋂

(M\a) f(x) < C .

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå M , íàçûâà-

åòñÿ îãðàíè÷åííîé íà ýòîì ìíîæåñòâå, åñëè ìíîæåñòâî åå çíà÷åíèé

îãðàíè÷åíî.

Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèÿ íà ìíîæåñòâå M ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé,

åñëè ∃K > 0 ∀x ∈M |f(x)| ≤ K .

Òåîðåìà 3. Åñëè �óíêöèÿ y = f(x) èìååò ïðåäåë A â òî÷êå

a , òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü O(a) òî÷êè a , â êîòîðîé
�óíêöèÿ îãðàíè÷åíà íà ìíîæåñòâå O(a)

⋂

(M\a) .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü B < A < C . Ïî òåîðåìå 1

è òåîðåìå 2 ∃O(a) ∀x ∈ O(a)
⋂

(M\a) B < f(x) < C . Åñëè

f(a) îïðåäåëåíà, òî f(x) îãðàíè÷åíà íà ìíîæåñòâå O(a)
⋂

M , â
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êà÷åñòâå K èç îïðåäåëåíèÿ îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà ìîæíî âçÿòü

÷èñëî K = max {|B| , |C| , |f(a)|} . ◮

Çàìå÷àíèå.Äàëüøå, âïëîòü äî îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ, äëÿ ïðîñ-

òîòû îáîçíà÷åíèé áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî �óíêöèè îïðåäåëåíû â îêðåñò-

íîñòè òî÷êè a . Ôîðìóëèðîâêè ñëåäóþùèõ òåîðåì è óòâåðæäåíèé

áåç òðóäà ïåðåíîñÿòñÿ è íà ñëó÷àé ïðåäåëîâ â ïðåäåëüíîé òî÷êå

ìíîæåñòâà îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè.

Òåîðåìà 4 (åäèíñòâåííîñòü ïðåäåëà). Åñëè ó �óíêöèè ñóùåñò-

âóåò ïðåäåë, òî îí åäèíñòâåíåí.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü A1 6= A2 è îáà ÷èñëà A1 è A2 ÿâ-

ëÿþòñÿ ïðåäåëàìè �óíêöèè â òî÷êå a . Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè
A1 < A2 . Âîçüìåì C òàêîå, ÷òî A1 < C < A2 . Òîãäà ïî òåîðåìàì

2 è 1 ∃O1(a) ∀x ∈ O1(a)\a f(x) < C è ∃O2(a) ∀x ∈ O2(a)\a
f(x) > C . Âîçüìåì O(a) = O1(a)

⋂

O2(a) . Òîãäà ∀x ∈ O(a)\a
f(x) < C è f(x) > C . Ïðîòèâîðå÷èå. ◮

Òåîðåìà 5 (ïåðåõîä ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâå). Ïóñòü â ïðî-

êîëîòîé îêðåñòíîñòè O(a)\a f(x) ≥ B è lim
x→a

f(x) = A . Òîãäà

A ≥ B .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîïóñòèì, ÷òî A < B . Ïî òåîðåìå 2

∃O1(a) ∀x ∈ O1(a)\a f(x) < B . Âîçüìåì O2(a) = O(a)
⋂

O1(a) .
Òîãäà ∀x ∈ O2(a)\a f(x) ≥ B è f(x) < B . Ïðîòèâîðå÷èå. ◮

Çàìå÷àíèå. Ïðè ïåðåõîäå ê ïðåäåëó ñòðîãîå íåðàâåíñòâî ìîæåò

ïðåâðàòèòüñÿ â íåñòðîãîå.

10.2. Äåéñòâèÿ íàä ïðåäåëàìè

Îïðåäåëåíèå. Åñëè lim
x→a

f(x) = 0 , òî f(x) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî

ìàëîé �óíêöèåé ïðè x→ a .

Ëåììà 1. Ïóñòü α(x) è β(x) � áåñêîíå÷íî ìàëûå ïðè x → a .
Òîãäà α(x) + β(x) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè x→ a .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàäàäèì ε > 0 . Òîãäà íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü
O1(a) òàêàÿ, ÷òî ∀x ∈ O1(a)\a |α(x)| < ε

2
è íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü

O2(a) òàêàÿ, ÷òî ∀x ∈ O2(a)\a |β(x)| < ε

2
. Âîçüìåì îêðåñòíîñòü

O(a) = O1(a)
⋂

O2(a) . Òîãäà ∀x ∈ O(a)\a

|α(x) + β(x)| ≤ |α(x)| + |β(x)| < ε . ◮
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Ñâîéñòâî 1 (ïðåäåë ñóììû). Ïóñòü

lim
x→a

f(x) = A , lim
x→a

g(x) = B .

Òîãäà

lim
x→a

(f(x) + g(x)) = lim
x→a

f(x) + lim
x→a

g(x) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. f(x) = A+ α(x) , ãäå α(x) → 0 (x→ a) ,
g(x) = B + β(x) , ãäå β(x) → 0 (x→ a) . Òîãäà

f(x) + g(x) = A+B + α(x) + β(x) = A+B + γ(x),

ãäå γ(x) = α(x) + β(x) → 0 (x→ a) . Ñëåäîâàòåëüíî,

lim
x→a

(f(x) + g(x)) = lim
x→a

f(x) + lim
x→a

g(x) . ◮

Ëåììà 2. Ïóñòü |f(x)| ≤ K â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a ,
à α(x) → 0 ïðè x→ a . Òîãäà f(x) · α(x) → 0 ïðè x→ a .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü �óíêöèÿ îãðàíè÷åíà â îêðåñòíîñòè

O1(a) òî÷êè a è ε > 0 . Ïî îïðåäåëåíèþ áåñêîíå÷íî ìàëîé ∃O2(a)
∀x ∈ O2(a)\a |α(x)| < ε

K
. Îáîçíà÷èì O(a) = O1(a)

⋂

O2(a) . Òîãäà

∀x ∈ O(a)\a |f(x) · α(x)| < K · ε

K
= ε . ◮

Ñâîéñòâî 2 (ïðåäåë ïðîèçâåäåíèÿ). Åñëè f(x) → A (x → a) ,
g(x) → B (x→ a) , òî f(x) · g(x) → AB (x→ a) .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. f(x) = A+ α(x) , ãäå α(x) → 0 (x→ a) ,
g(x) = B + β(x) , ãäå β(x) → 0 (x→ a) . Òîãäà

f (x) · g (x) = AB +Aβ(x) +Bα(x) + α(x)β(x) = AB + γ(x),

ãäå γ(x) → 0 (x→ a) . Ñëåäîâàòåëüíî, f(x) · g(x) → AB (x→ a) .
◮

Ñâîéñòâî 3 (ïðåäåë ÷àñòíîãî). Åñëè f(x) → A (x → a) ,

g(x) → B (x→ a) , B 6= 0 , òî f(x)
g(x) → A

B
(x→ a) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ôóíêöèÿ

f(x)
g(x) ìîæåò áûòü íå îïðåäåëåíà

íà ìíîæåñòâå M, îíà îïðåäåëåíà íà M
⋂ {g(x) 6= 0} . Íî g(x) 6= 0

â O2(a)\a . Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîðöèÿ, ãäå f(x)
g(x) îïðåäåëå-

íà, òàê êàê |g(x)| > C > 0 , è
∣

∣

∣

1
g(x)

∣

∣

∣ ≤ 1

C
= K . Ïîêàæåì, ÷òî
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f(x)
g(x) − A

B
→ 0 ïðè x→ a .

f(x)

g(x)
− A

B
=
Bf(x)−Ag(x)

g(x)B
=

=
α(x)B − β(x)A

g(x)B
= γ(x)

1

g(x)B
→ 0 (x→ a) ,

ãäå f(x) = A+ α(x) , g(x) = B + β(x) , γ(x) = Bα(x) − Aβ(x) → 0
(x→ a) . ◮

� 11. Ïðèçíàêè ñóùåñòâîâàíèÿ

ïðåäåëà �óíêöèè

11.1. Îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû

Îïðåäåëåíèå.A åñòü ïðåäåë �óíêöèè ñëåâà, f(x) → A (x→ a−0) ,
åñëè â îïðåäåëåíèè ïðåäåëà ðàññìîòðåòü �óíêöèþ íà ìíîæåñòâå

(−∞, a)
⋂

M . Àíàëîãè÷íî,A åñòü ïðåäåë �óíêöèè ñïðàâà, f(x) → A
(x→ a+ 0) , åñëè ðàññìîòðåòü �óíêöèþ íà (a,∞)

⋂

M .

Çàìå÷àíèå. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî f(x) → A (x → a) òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà f(x) → A (x→ a−0) è f(x) → A (x→ a+0) .
Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü ýòî óòâåðæäåíèå.

11.2. Îöåíî÷íûé ïðèçíàê

Òåîðåìà (îöåíî÷íûé ïðèçíàê ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà

�óíêöèè). Åñëè g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) è g(x) → A ïðè x → a ,
h(x) → A ïðè x→ a , òî f(x) → A ïðè x→ a .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîçüìåì ε > 0 . Òîãäà íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü
O(a) òàêàÿ, ÷òî ∀x ∈ O(a)\a h(x) < A+ ε , g(x) > A− ε . Çíà÷èò,
∀x ∈ O(a)\a

A− ε < g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) < A+ ε ,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî |f(x)−A| < ε . ◮

Òåîðåìà. Ïåðâûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë lim
x→0

sin x
x

= 1 .
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�èñ. 3.7. Îöåíî÷íûé ïðèçíàê ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà.

0

x

B

C A

D

�èñ. 3.8. Ïåðâûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîçüìåì îêðóæíîñòü ðàäèóñà 1 è ïóñòü

π
2 > x > 0 . Èç ðàññìîòðåíèÿ ïëîùàäåé ∆OAB , êðóãîâîãî ñåêòîðà

OAB è ∆OAD (ñì. ðèñ. 3.8) ñëåäóåò, ÷òî sinx < x < tgx = sin x
cosx .

Òîãäà èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

sinx

x
< 1 <

sinx

x
· 1

cosx
, cosx <

sinx

x
< 1 ,

1− cosx > 1− sinx

x
> 0 , 0 < 1− sinx

x
< 2 sin2

x

2
→ 0 (x→ 0) .

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî îöåíî÷íîìó ïðèçíàêó

sin x
x

→ 1 ïðè x > 0 ,

x → 0 . Äàëåå, òàê êàê

sin(−x)
(−x) = sin x

x
, òî

sin x
x

→ 1 è ïðè x < 0 ,
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x→ 0 . Çíà÷èò è lim
x→0

sin x
x

= 1 . ◮

11.3. Ïðåäåë ìîíîòîííîé �óíêöèè

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) çàäàíà íà ìíîæåñòâå M .

Âåðõíåé ãðàíüþ �óíêöèè f íà ìíîæåñòâå M íàçûâàåòñÿ âåðõíÿÿ

ãðàíü çíà÷åíèé ýòîé �óíêöèè sup
x∈M

f(x) = sup
x∈M

{f(x)} .
Òàêèì îáðàçîì, åñëè sup

x∈M
f(x) = γ , òî ∀x ∈ M f(x) ≤ γ è

∀ ε > 0 ∃x0 ∈M f(x0) > γ − ε .
Îïðåäåëåíèå.Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå M .

Îíà íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþùåé íà ìíîæåñòâå M , f(x) ↑ , åñëè
∀x, x′ ∈M f(x) ≤ f(x′) ïðè x ≤ x′ .
Àíàëîãè÷íî, �óíêöèÿ f(x) , îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå M , íà-

çûâàåòñÿ óáûâàþùåé íà ìíîæåñòâå M , f(x) ↓ , åñëè ∀x, x′ ∈ M
f(x) ≥ f(x′) ïðè x ≤ x′ .
Òåîðåìà î ïðåäåëå ìîíîòîííîé �óíêöèè. Ìîíîòîííàÿ �óíê-

öèÿ èìååò îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è âîç-

ðàñòàåò íà ìíîæåñòâå M , a ∈ M ′
, ∀x ∈ M x < a . �àññìîòðèì

äâà ñëó÷àÿ. 1). Ïóñòü f(x) îãðàíè÷åíà ñâåðõó. Òîãäà A = sup
x∈M

f(x)

ñóùåñòâóåò. Äîêàæåì, ÷òî A = lim
x→a−0

f(x) . Ïî îïðåäåëåíèþ âåðõ-

íåé ãðàíè ∀x ∈ M f(x) ≤ A è ∀ ε > 0 ∃x0 ∈ M f(x0) > A − ε .
Âñå òî÷êè ìíîæåñòâà M íàõîäÿòñÿ ëåâåå òî÷êè a , çíà÷èò, x0 < a .
Èñïîëüçóÿ ìîíîòîííîñòü �óíêöèè, ïîëó÷èì ∀x ∈M , x0 < x < a ,
A ≥ f(x) > A − ε . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ∀x ∈ M , x0 < x ,
|f(x)−A| < ε , ÷òî è îçíà÷àåò, ÷òî f(x) → A ïðè x → a − 0 .

Ëåêöèÿ 9

(04.10.67)

2). Äîêàæåì, ÷òî åñëè �óíêöèÿ f(x) íå îãðàíè÷åíà ñâåðõó íà M ,

òî lim
x→a

f(x) = +∞ . Â ñàìîì äåëå ∀K ∃x0 ∈M f(x0) > K . Òîãäà

äëÿ òî÷åê x ∈ M òàêèõ, ÷òî x0 ≤ x < a , K < f(x0) ≤ f(x) . Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî lim

x→a−0
f(x) = +∞ .

Äëÿ óáûâàþùåé �óíêöèè äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî. ◮
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�èñ. 3.9. Ïðåäåë ìîíîòîííîé �óíêöèè.

Çàìå÷àíèå (òî÷êè ðàçðûâà ìîíîòîííîé �óíêöèè). Ïóñòü

f(x) âîçðàñòàåò íà èíòåðâàëå (α, β) ⊂ R . Åñëè x0 ∈ (α, β) , òî
f(x) ≤ f(x0) ∀x < x0 è ìîæíî ïðèìåíèòü ïåðâûé ñëó÷àé òåîðå-

ìû. Òîãäà

lim
x→x0−0

f(x) = f(x0 − 0) ≤ f(x0) ≤ f(x0 + 0) = lim
x→x0+0

f(x) .

Òàêèì îáðàçîì, f(x0 − 0) ≤ f(x0) ≤ f(x0 + 0) äëÿ êàæäîé òî÷êè

x0 èç èíòåðâàëà (ðèñ. 3.9). Åñëè x ñòðåìèòñÿ ê êîíöó èíòåðâàëà, òî

�óíêöèÿ èìååò ëèáî êîíå÷íûé ïðåäåë, ëèáî áåñêîíå÷íûé. Çíà÷èò

òî÷êè ðàçðûâà ìîíîòîííîé �óíêöèè ìîãóò áûòü òî÷êàìè ðàçðûâà

òîëüêî ïåðâîãî ðîäà.

11.4. ×èñëî e

Òåîðåìà (÷èñëî e). Ñóùåñòâóåò ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

(

1 + 1
n

)n
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî �îðìóëå áèíîìà Íüþòîíà

(1 + x)n = 1 + nx+
n(n− 1)

2!
x2 +

n(n− 1)(n− 2)

3!
x3 + ...+

+
n(n− 1) · ... · 2

(n− 1)!
xn−1 +

n!

n!
xn
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ïðè x = 1
n
ïîëó÷èì

an =

(

1 +
1

n

)n

= 1+1+
1

2!

(

1− 1

n

)

+
1

3!

(

1− 1

n

)(

1− 2

n

)

+ ...+

+
1

n!

(

1− 1

n

)

...

(

1− n− 1

n

)

,

an+1 = 1 + 1 +
1

2!

(

1− 1

n+ 1

)

+
1

3!

(

1− 1

n+ 1

)(

1− 2

n+ 1

)

+

+ ...+
1

n!

(

1− 1

n+ 1

)

...

(

1− n− 1

n+ 1

)

+

+
1

(n+ 1)!

(

1− 1

n+ 1

)

...

(

1− n

n+ 1

)

.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî an < an+1 , è çíà÷èò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an ↑
(âîçðàñòàåò).

Ïîêàæåì, ÷òî an îãðàíè÷åíà. Â ñàìîì äåëå

an ≤ 2 +
1

2!
+

1

3!
+ ...+

1

n!
≤ 2 +

1

2
+

1

22
+ ...+

1

2n−1
< 3.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå î ïðåäåëå ìîíîòîííîé �óíêöèè (ñì.

ï. 11.3) ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} ñóùåñòâóåò (ìû ìîæåì

ðàññìàòðèâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êàê �óíêöèþ íàòóðàëüíîãî àð-

ãóìåíòà). ◮

Ïðåäåë, ðàññìîòðåííûé â òåîðåìå, îáîçíà÷àþò e, ïðèáëèçèòåëü-

íî ÷èñëî e ðàâíî 2,718281828459045. . . .

� 12. Ïðåäåëû ïî Êîøè è ïî �åéíå

12.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �åéíå

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü �óíêöèÿ îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå M è

a ∈ M ′
. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ �åéíå, ñâÿçàííîé ñ òî÷êîé a , íà-

çûâàåòñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξn} , ÷òî ξn ∈ M , ξn 6= a ,
ξn → a (n→ ∞) .

Åñëè a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

�åéíå âñåãäà ñóùåñòâóåò. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü δn > 0 , δn → 0
ïðè n → ∞ . Âîçüìåì îêðåñòíîñòü O(a, δn) . Ïóñòü ξn ∈ O(a, δn) ,
ξn ∈ M , ξn 6= a , (n ∈ N) . Òîãäà |ξn − a| < δn , è çíà÷èò ξn → a
ïðè n→ ∞ .
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12.2. Ïðåäåë �óíêöèè ïî �åéíå

(ñåêâåíöèàëüíîå îïðåäåëåíèå)

Îïðåäåëåíèå.Ïóñòü èìååì f(x) (x ∈M) è a ∈M ′
. �îâîðÿò, ÷òî

f(x)
(�)−→ A (ïî �åéíå) ïðè x → a , åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè �åéíå, ñâÿçàííîé ñ òî÷êîé a , ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
n→∞

f(ξn)

ðàâíûé A .

Çàìå÷àíèå. Åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �åéíå {ξn} , ñâÿ-
çàííîé ñ òî÷êîé a , ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë lim

n→∞
f(ξn) , òî

ñóùåñòâóåò ïðåäåë �óíêöèè ïî �åéíå ïðè x→ a .
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü íàì äàíû äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �åéíå

{ξn} , lim
n→∞

f(ξn) = A , è {ξ′n} , lim
n→∞

f(ξ′n) = A′
. Ñìåøàåì èõ. Ïî-

ëó÷èì íîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �åéíå {ηn} , ñâÿçàííóþ ñ òî÷êîé

a . Ïóñòü lim
n→∞

f(ηn) = B . Òîãäà B = A , B = A′
. Çíà÷èò âñå ïðåäå-

ëû çíà÷åíèé �óíêöèè ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì �åéíå ðàâíû ìåæäó

ñîáîé: A = A′
, à �óíêöèÿ èìååò ïðåäåë ïî �åéíå ïðè x→ a . ◮

Òåîðåìà îá ýêâèâàëåíòíîñòè ïðåäåëîâ ïî �åéíå è ïî Êîøè.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû �óíêöèÿ èìåëà ïðåäåë ïî Êîøè íåîáõîäèìî è

äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà èìåëà ïðåäåë ïî �åéíå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè �óíêöèÿ èìååò ïðåäåë ïî Êîøè èëè

ïî �åéíå, òî áóäåì îáîçíà÷àòü, ñîîòâåòñòâåííî,

f(x)
(Ê)−→ A ïðè x→ a (Ê) ,

f(x)
(�)−→ A′

ïðè x→ a (�) .

1) Äîêàæåì, ÷òî (Ê ) ⇒ (� ), ò. å. ÷òî åñëè �óíêöèÿ èìååò

ïðåäåë ïî Êîøè, òî îíà èìååò ïðåäåë ïî �åéíå. Çàäàäèì ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü �åéíå {ξn} , ñâÿçàííóþ ñ òî÷êîé a . Ïîêàæåì, ÷òî
lim
n→∞

f(ξn) = A .

Íàäî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñåõ ε > 0 ∃N = N(ε) ∀n ≥ N
|f(ξn)−A| < ε . Âûáåðåì ε > 0 . Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà

�óíêöèè ïî Êîøè ∃ δ = δ(ε) > 0 ∀x ∈ M , 0 < |x− a| < δ ,
|f(x)−A| < ε . Äëÿ ýòîãî δ ∃N = N(δ) = N(ε) ∀n ≥ N(δ)
|ξn − a| < δ , òàê êàê ξn → a ïðè n → ∞ , è ïî óñëîâèþ Êîøè

ïîëó÷èì |f(ξn)−A| < ε . À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî lim
n→∞

f(ξn) = A .

2) (� ) ⇒ (Ê ). Ïóñòü �óíêöèÿ èìååò ïðåäåë lim
x→a

f(x) = A (� ),

íî íå èìååò ïðåäåë (Ê ). Òîãäà ÷èñëî A , ïî ïðåäïîëîæåíèþ, íå
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åñòü ïðåäåë �óíêöèè ïî Êîøè. Ñëåäîâàòåëüíî, ∃ ε0 > 0 ∀O(a)
∃ ξ0 ∈M , ξ0 ∈ O(a)\a ,

∣

∣f(ξ0)−A
∣

∣ ≥ ε0 . Çàäàäèì ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü {δn} , δn > 0 , δn → 0 ïðè n→ ∞ . �àññìîòðèì îêðåñòíîñòè

On(a) = {0 < |x− a| < δn} , n ∈ N . Äëÿ ëþáîé òàêîé îêðåñòíîñòè

∃ ξ0n ∈ M , ξ0n ∈ On(a)\a ,
∣

∣f(ξ0n)−A
∣

∣ ≥ ε0 . Òàê êàê δn → 0 , òî
{

ξ0n
}

� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �åéíå. Çíà÷èò, A íå åñòü lim
x→a

f(x) â

ñìûñëå �åéíå. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. ◮

12.3. Ïðèìåð lim
x→0

(1 + x)
1
x = e

Åñëè x = 1
n
, òî ìû óæå ðàññìàòðèâàëè òàêîé ñëó÷àé. Òåïåðü íàäî

äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �åéíå {xn} , xn 6= 0 ,

è xn → 0 ïðè n→ ∞ lim
n→∞

(1 + xn)
1

xn = e .

1). Ïóñòü xn > 0 , è xn → 0 ïðè n → ∞ . Äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî

áîëüøèõ n ∃mn mn < 1
xn

≤ mn + 1 . Òîãäà 1
mn+1 ≤ xn < 1

mn
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

(

1 +
1

mn + 1

)

≤ (1 + xn) <

(

1 +
1

mn

)

,

îòêóäà

(

1 +
1

mn + 1

)mn

≤ (1 + xn)
1

xn <

(

1 +
1

mn

)mn+1

,

çíà÷èò

1

1 + 1
mn+1

(

1 +
1

mn + 1

)mn+1

< (1 + xn)
1

xn <

<

(

1 +
1

mn

)mn
(

1 +
1

mn

)

.

Ïðè n → ∞ xn → 0 , à mn → ∞ . Ïåðåéäÿ ê ïðåäåëàì (ñì. çàìå-

÷àíèå â § 9), ïî îöåíî÷íîìó ïðèçíàêó ïîëó÷èì

lim
n→∞

(1 + xn)
1

xn = e .

2). Ïóñòü òåïåðü xn < 0 , xn → 0 ïðè n→ ∞ . Òîãäà

(1 + xn)
1

xn = (1− yn)
− 1

yn =

(

1

1− yn

)
1

yn

=

(

1 +
yn

1− yn

)
1

yn

,
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ãäå yn = −xn > 0 . Äàëåå, ïóñòü zn = yn
1−yn . Òîãäà zn → +0 ïðè

n→ ∞ è

(1 + xn)
1

xn =

(

1 +
yn

1− yn

)
1

yn

=

= (1 + zn)
1

zn
+1 = (1 + zn)

1
zn (1 + zn) → 1 · e = e

ïðè n→ ∞ . Çíà÷èò lim
x→0

(1 + x)
1
x = e . ◮

Ëåêöèÿ 10

(06.10.67)

12.4. Ïðåäåë ñëîæíîé �óíêöèè

Ïóñòü çàäàíû �óíêöèÿ y = f(x) (x ∈ M) , a ∈ M ′
, f(x) → A

ïðè x → a , è �óíêöèÿ ϕ(y) â îêðåñòíîñòè O(A) . �àññìîòðèì
ñëîæíóþ �óíêöèþ z = F (x) = ϕ(f(x)) . Ìû õîòåëè áû âûÿñíèòü,

ïðè êàêèõ îãðàíè÷åíèÿõ ýòà �óíêöèÿ èìååò ïðåäåë, ò. å. F (x) → B
ïðè x→ a .

y

z

A
( )

B

C
z = ϕ(y)

x

y

a( )

A

y = f(x)

x

y

a( )

A

O(a) \ {a}

A

�èñ. 3.10. Ïðåäåë êîìïîçèöèè �óíêöèé.

Òåîðåìà (ïðåäåë ñëîæíîé �óíêöèè).Ïóñòü �óíêöèÿ y = f(x)
îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå M , äëÿ êîòîðîãî a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà,

f(x) → A ïðè x → a è ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü O(a) ,
÷òî ∀x ∈ O(a)\a f(x) 6= A . Ïóñòü, äàëåå, �óíêöèÿ ϕ(y) îïðåäå-

ëåíà íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå N , ñîäåðæàùåì íåêîòîðóþ ïðî-

êîëîòóþ îêðåñòíîñòü O(A)\A . Ïóñòü ϕ(y) → B ïðè y → A .

Òîãäà z = ϕ(f(x)) → B ïðè x→ a .
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè �åéíå {ξn} , ñâÿçàííîé ñ òî÷êîé a, ϕ(f(ξn)) → B ïðè n→ ∞ .

Îáîçíà÷èì yn = f(ξn) , yn 6= A , yn → A ïðè n → ∞ . Çíà÷èò ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü �åéíå, ñâÿçàííàÿ ñ òî÷êîé a, ïåðåõîäèò â ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü �åéíå, ñâÿçàííóþ ñ òî÷êîé A. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè {yn} ϕ(yn) → B ïðè n→ ∞ , ò. å. ϕ(f(ξn)) → B
ïðè n→ ∞ , à ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî lim

x→a
ϕ(f(x)) = B . ◮

� 13. Êðèòåðèè ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëîâ

13.1. Äîïîëíåíèÿ ê ïðèíöèïàì íåïðåðûâíîñòè

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòðåçêîâ {∆n} = {[an, bn]}
íàçûâàåòñÿ ñòÿãèâàþùåéñÿ, åñëè 1) ýòî åñòü ñèñòåìà âëîæåííûõ

îòðåçêîâ: ∆n+1 ⊂ ∆n ∀n ∈ N è åñëè 2) äëèíû ýòè îòðåçêîâ

ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ: (bn − an) → 0 ( n→ ∞ ).

Òåîðåìà. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà α ∈ R , êîòîðàÿ

ïðèíàäëåæèò âñåì îòðåçêàì ñèñòåìû ñòÿãèâàþùèõñÿ îòðåçêîâ:

∞
⋂

n=1
∆n = {α} .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî òåîðåìå Êàíòîðà î âëîæåííûõ îòðåçêàõ

ïî êðàéíåé ìåðå îäíà òî÷êà âñåãäà ñóùåñòâóåò. Ïóñòü α ∈
∞
⋂

n=1
∆n ,

β ∈
∞
⋂

n=1
∆n è α < β . Òîãäà an ≤ α < β ≤ bn , ò. å. äëÿ ëþáîãî n

bn − an ≥ β − α > 0 , à ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ 2), ò. å. òîìó, ÷òî

äëèíû ñòÿãèâàþùèõñÿ îòðåçêîâ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. ◮

Òåîðåìà (ïðèíöèï íåïðåðûâíîñòè Âåéåðøòðàññà). Ïóñòü

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ↑ è ïóñòü an ≤ K äëÿ ëþáîãî n . Òîãäà
ñóùåñòâóåò lim

n→∞
an .

Äåéñòâèòåëüíî, ìíîæåñòâî çíà÷åíèé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè èìååò (ï. 6.2, ñ. 34) âåðõíþþ ãðàíü, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ ïðå-

äåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ââèäó åå âîçðàñòàíèÿ. ◮

Äëÿ ÷èñëîâîé ïðÿìîé âñå ïðèíöèïû íåïðåðûâíîñòè ýêâèâàëåíò-

íû.
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13.2. Êîìïàêòíîñòü

Êîìïàêòíîñòü � ýòî ñâîéñòâî, îòëè÷àþùåå îòðåçîê îò âñåé ïðÿ-

ìîé. Íà ïðÿìîé ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî òî÷åê òàêèõ, ÷òî îíè

âñå ïîïàðíî ñèëüíî óäàëåíû. Íà îòðåçêå òàêèõ òî÷åê îãðàíè÷åííîå

êîëè÷åñòâî. Ñâîéñòâî êîìïàêòíîñòè îòðåçêà âûðàæàåòñÿ ëåììîé

Áîëüöàíî � Âåéåðøòðàññà.

Ëåììà Áîëüöàíî � Âåéåðøòðàññà. Ïóñòü M � áåñêîíå÷íîå

îãðàíè÷åííîå òî÷å÷íîå ìíîæåñòâî íà ïðÿìîé (ò. å. ïóñòü M ñî-

äåðæèòñÿ â íåêîòîðîì îòðåçêå [a, b] ). Òîãäà ó ýòîãî ìíîæåñòâà

ñóùåñòâóåò, ïî êðàéíåé ìåðå îäíà, ïðåäåëüíàÿ òî÷êà α ∈ [a, b] .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðèìåíèì ìåòîä äåëåíèÿ ïîïîëàì

1)
.

�àçäåëèì îòðåçîê [a, b] ïîïîëàì, ïîëó÷èì äâà íîâûõ îòðåçêà. Õîòÿ

áû íà îäíîì èç ýòèõ îòðåçêîâ íàõîäèòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ÷àñòü ìíî-

æåñòâà M . Îáîçíà÷èì ýòîò îòðåçîê ∆1 , ∆1

⋂

M áåñêîíå÷íî è

äëèíà îòðåçêà |∆1| = b−a
2 . �àçäåëèì îòðåçîê ∆1 ïîïîëàì, ñíîâà

âûáåðåì îòðåçîê ∆2 , ñîäåðæàùèé áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê

ìíîæåñòâà M ; äëèíà îòðåçêà ∆2 ðàâíà

b−a
22

. È òàê äàëåå.

Ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ îòðåçêîâ

∆1 ⊃ ∆2 ⊃ ∆3 ⊃ ... ⊃ ∆n ⊃ ...,

ïðè÷åì äëèíû ýòèõ îòðåçêîâ

b−a
2n

→ 0 ïðè n→ ∞ .

Ïî òåîðåìå î ñòÿãèâàþùèõñÿ îòðåçêàõ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ

òî÷êà α ∈ ∆n äëÿ ëþáîãî n, ñëåäîâàòåëüíî, α ∈ [a, b] . Äîêàæåì,
÷òî α � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà M. �àññìîòðèì ïðîèçâîëü-

íóþ îêðåñòíîñòü O(α) ýòîé òî÷êè. Åñëè n äîñòàòî÷íî âåëèêî, òî

îòðåçîê ∆n ⊂ O(α) . Çíà÷èò ∃x ∈ M , x ∈ ∆n , x 6= α , x ∈ O(α)
(òàê êàê âíóòðè ∆n áåñêîíå÷íî ìíîãî òî÷åê ìíîæåñòâà M ).

Èòàê, â ëþáîé îêðåñòíîñòè O(α) òî÷êè α íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíà

òî÷êà ìíîæåñòâà M, îòëè÷íàÿ îò α , çíà÷èò α åñòü ïðåäåëüíàÿ

òî÷êà ìíîæåñòâà M. ◮

Îïðåäåëåíèå. ×èñëî a íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíûì çíà÷åíèåì (ïðå-

äåëüíîé òî÷êîé) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} , åñëè ∀ ε > 0 ∃nk ↑↑
|ank

− a| < ε .
Çàìå÷àíèå. Ïîíÿòèå ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

îòëè÷àåòñÿ îò ïîíÿòèÿ ïðåäåëüíîé òî÷êè ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ïî-

1)
Ýòîò ìåòîä Ñ.Á.Ñ. íàçûâàë "ëîâèòü ëüâà â ïóñòûíå". (�åä.)
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ñëåäîâàòåëüíîñòè. Íàïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an = 1 èìååò

ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå, ðàâíîå 1, íî ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè íå èìååò ïðåäåëüíûõ òî÷åê.

Ñëåäñòâèå (Ëåììà Áîëüöàíî � Âåéåðøòðàññà äëÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòåé). Âñÿêàÿ îãðàíè÷åííàÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü èìååò, ïî êðàéíåé ìåðå îäíî, ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå.

Óïðàæíåíèå.Äîêàçàòü ñëåäñòâèå ìåòîäîì äåëåíèÿ îòðåçêà íà îñè

Oy ïîïîëàì.

Ëåêöèÿ 11

(11.10.67)

Çàìå÷àíèÿ ê ëåììå Áîëüöàíî � Âåéåðøòðàññà.

1). Ëåììà óòâåðæäàåò ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëüíûõ òî÷åê, íî íå

ãîâîðèò îá èõ ÷èñëå. Ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé ìîæåò áûòü ìíîãî.

2). Åñëè ìíîæåñòâî M ⊂ [a, b] , òî âñå ïðåäåëüíûå òî÷êè ïðè-

íàäëåæàò ýòîìó îòðåçêó, âíå ýòîãî îòðåçêà ïðåäåëüíûõ òî÷åê ìíî-

æåñòâà íåò.

3). Çàìå÷àíèå ê ëåììå Áîëüöàíî � Âåéåðøòðàññà äëÿ

ìíîæåñòâ. Åñëè M ⊂ [a, b] , M � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî íàé-

äåòñÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ýòîãî ìíîæåñòâà α ∈ M ′
, äëÿ êîòîðîé

íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �åéíå ýëåìåíòîâ ýòîãî ìíîæåñòâà, îò-

ëè÷íûõ îò α è ñõîäÿùàÿñÿ ê α ( n → ∞ ): ∃ ξn ∈ M , ξn 6= α ,
ξn → α ( n→ ∞ ).

4). Â ëåììå íå óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïðèíàäëå-

æèò ñàìîìó ìíîæåñòâóM. Ëåììà âûðàæàåò ñâîéñòâî êîìïàêòíîñòè

ìíîæåñòâà íà ïðÿìîé, à íå â ñåáå.

13.3. Ëåììà �åéíå � Áîðåëÿ

�àññìîòðèì ñèñòåìó ìíîæåñòâ {Mα} è íåêîòîðîå ìíîæåñòâî A.

Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìà {Mα} íàçûâàåòñÿ ïîêðûòèåì ìíîæå-

ñòâà A, åñëè îáúåäèíåíèå âñåõ ìíîæåñòâ Mα ïîêðûâàåò A, ò. å.

⋃

α

Mα ⊃ A .

Ïîêðûòèÿ áûâàþò êîíå÷íûå è áåñêîíå÷íûå. Îñîáåííî âàæíû ïî-

êðûòèÿ ïîñðåäñòâîì èíòåðâàëîâ

2)
.

2)
"Îäåÿëî áóäåò âñåãäà âîëî÷èòüñÿ ïî ïîëó" ïî îáðàçíîìó âûðàæåíèþ

Ñ.Á.Ñ.
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Ëåììà �åéíå � Áîðåëÿ. Èç âñÿêîãî ïîêðûòèÿ îòðåçêà èíòåð-

âàëàìè ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.

Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü ëåììó ìåòîäîì äåëåíèÿ ïîïîëàì.

13.4. Êðèòåðèè ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëîâ

1). Êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

â òåðìèíàõ ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé.

Ïóñòü |an| ≤ K äëÿ ëþáûõ n. Îáîçíà÷èì A ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ

çíà÷åíèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} .

�èñ. 3.11. Ê òåîðåìå î ñóùåñòâîâàíèè ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

â òåðìèíàõ ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé.

Òåîðåìà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áû-

ëà ñõîäÿùåéñÿ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìíîæåñòâî åå

ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé ñîñòîÿëî èç åäèíñòâåííîé òî÷êè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I. Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü. Åñëè

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò áîëåå îäíîãî ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ, òî

îíà íå ìîæåò áûòü ñõîäÿùåéñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü a � ïðåäåë

è ïóñòü b � äðóãàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà (ðèñ. 3.11). Âîçüìåì O(a) è

O(b) òàêèå, ÷òî O(a)
⋂

O(b) = ∅ . Òîãäà íàéäåòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî

òî÷åê an , íå ïðèíàäëåæàùèõ O(a) . Òîãäà a íå ïðåäåë, ÷òî ïðîòè-
âîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ.

II. Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü a � åäèíñòâåííàÿ ïðåäåëüíàÿ

òî÷êà. Íàäî äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê ýòîé òî÷-

êå. Ïóñòü ýòî íå òàê, ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü O(a) ,
âíå êîòîðîé åñòü áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ íàøåé îãðàíè÷åííîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Òîãäà âíå îêðåñòíîñòè O(a) åñòü ïðåäåëüíûå

çíà÷åíèÿ: a1, ... . Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ.◮

Îïðåäåëåíèå. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà |an| ≤ K ,

òî α = inf
a∈A

a = lim
n→∞

an � íèæíèé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
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β = sup
a∈A

a = lim
n→∞

an � âåðõíèé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò îäíó ïðåäåëüíóþ

òî÷êó, ò. å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïðåäåë, òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà lim
n→∞

an = lim
n→∞

an , ïðè ýòîì lim
n→∞

an = lim
n→∞

an = lim
n→∞

an .

2) Êðèòåðèé Êîøè ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè.

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòüþ Êîøè, åñëè äëÿ ∀ ε > 0 ∃N = N(ε) ∀ n,m > N
|an − am| < ε .

Òàêèì îáðàçîì, âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Êîøè ñ áîëüøèìè

íîìåðàìè áëèçêè äðóã ê äðóãó. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè ïîêàçû-

âàåò, ïðè êàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ÿâëÿ-

åòñÿ ïðåäåëîì.

Êðèòåðèé Êîøè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìåëà ïðåäåë, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òî-

áû îíà áûëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I. Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü. Ïóñòü

lim
n→∞

an = a . Âîçüìåì ε > 0 . Òîãäà ∃N ∀n > N |an − a| < ε
2

è ∀m > N |am − a| < ε
2 . Ñëîæèâ ýòè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì, ÷òî

|an − am| < ε .

Ëåêöèÿ 12

(13.10.67)

II. Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü {an} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Êîøè. Íàäî äîêàçàòü, ÷òî îíà ñõîäèòñÿ. Ïî îïðåäåëåíèþ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè Êîøè ∀ ε > 0 ∃N ∀n,m > N |an − am| < ε .
Âîçüìåì ε0 = 1 . Òîãäà ∃N1 ∀n,m > N1 |an − am| < 1 . Âûáåðåì
èç âñåõ íîìåðîâ n > N1 îäèí íîìåð n0 . Òîãäà |an0 − am| < 1
ïðè ëþáûõ m > N1 è, çíà÷èò, an0 − 1 < am < an0 + 1. Ïîëîæèì
K = max {|an0 − 1| , |an0 + 1|} . Òîãäà ∀m > N1 |am| ≤ K . Îáîçíà-

÷èì max
k≤N1

{|ak|} = K1 . Òîãäà |ak| ≤ K2 = max {K,K1} ∀ k ∈ N .

Èòàê, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ak} îãðàíè÷åíà. Ïî ëåììå Áîëüöàíî

� Âåéåðøòðàññà ó ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åñòü, ïî êðàéíåé ìåðå

îäíà, ïðåäåëüíàÿ òî÷êà. Ïóñòü α � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè. Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
n→∞

an è ýòîò ïðåäåë

ðàâåí α .
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Çàäàäèì ε > 0 . Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ak} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Êîøè. Ïîýòîìó ∃N ∀n,m > N |an − am| < ε
2 . Òî÷êà α �

ïðåäåëüíàÿ òî÷êà, ñëåäîâàòåëüíî, ∃n1 > N |α− an1 | < ε
2 . Òîãäà

∀m > N |an1 − am| < ε
2 è, ñëåäîâàòåëüíî,

|α− am| ≤ |α− an1 |+ |an1 − am| < 2 · ε
2
= ε ∀m > N .

À ýòî è çíà÷èò, ÷òî am → α ïðè m→ ∞ . ◮

13.5. Êðèòåðèé Êîøè

ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà �óíêöèè

Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâåM è a � ïðåäåëüíàÿ

òî÷êà ýòîãî ìíîæåñòâà (ò. å. a ∈M ′
).

Òåîðåìà (êðèòåðèé Êîøè ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà �óíê-

öèè). Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå M è a �

ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ýòîãî ìíîæåñòâà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû �óíêöèÿ

èìåëà ïðåäåë â òî÷êå a íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå ñëå-

äóþùåãî óñëîâèÿ: ∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀x, x′ ∈ M , 0 < |x− a| < δ ,
0 < |x′ − a| < δ , |f(x)− f(x′)| < ε .

Çàìå÷àíèå. Êðèòåðèé Êîøè è äëÿ �óíêöèè è äëÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè óòâåðæäàåò, ÷òî èìååòñÿ êîíå÷íûé êëàññè÷åñêèé ïðåäåë. Íà

ñëó÷àé áåñêîíå÷íîãî ïðåäåëà êðèòåðèé íå ïåðåíîñèòñÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î òåîðåìû. I. Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü.

Ïóñòü lim
x→a

f(x) = A (A êîíå÷íî). Òîãäà ∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀x ∈M ,

0 < |x− a| < δ |f(x)−A| < ε . Çíà÷èò ∀x′ ∈ M , 0 < |x′ − a| < δ ,
|f(x′)−A| < ε . Òîãäà

|f(x)− f(x′)| ≤ |f(x)−A|+ |A− f(x′)| < ε+ ε = 2ε.

II. Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò A òàêîå, ÷òî

∀ {ξn} , ξn ∈ M , ξn 6= a , ξn → a ïðè n → ∞ , f (ξn) → A ïðè

n → ∞ . Ò. å. íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

�åéíå {ξn} ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an = f(ξn) åñòü ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü Êîøè.

Çàäàäèì ε > 0 . Òîãäà äëÿ ýòîãî ε ∃ δ > 0 ∃N = N(δ) ∀n > N
0 < |ξn − a| < δ . Çíà÷èò, òî÷êè ξn äëÿ âñåõ n > N óäîâëåòâîðÿ-

þò óñëîâèþ ∀m > N, 0 < |ξn − a| < δ, |f(ξn)− f(ξm)| < ε , ò. å.
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|an − am| < ε . Òàêèì îáðàçîì, {an} åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êî-

øè. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà ñõîäèòñÿ, è �óíêöèÿ èìååò ïðåäåë, ÷òî è

òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. ◮

Çàìå÷àíèå. Åñëè a = ∞ , òî êðèòåðèé �îðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì.

lim
x→∞

f(x) = A⇔

∀x ∃K ∀x, x′ ∈M, x > K, x′ > K, |f(x)− f(x′)| < ε .

� 14. Ïîðÿäêè áåñêîíå÷íî ìàëûõ

Îïðåäåëåíèå. �îâîðÿò, ÷òî �óíêöèÿ α(x) åñòü �Î áîëüøîå� îò

β(x) ( x ∈ M ) è çàïèñûâàþò α(x) = O(β(x)) ( x ∈ M ), åñëè

∃C > 0 ∀x ∈M |α(x)| ≤ Cβ(x) .
Íàïðèìåð sinx = O(x) . f(x) = O(1) îçíà÷àåò, ÷òî �óíêöèÿ íà

ðàññìàòðèâàåìîì ìíîæåñòâå îãðàíè÷åíà.

Åñëè α1(x) = O(β(x)) , α2(x) = O(β(x)) , òî

α1(x) + α2(x) = O(β(x)) , α1(x) · α2(x) = O(β(x)) .

Â ÷àñòíîñòè,

O(1) +O(1) = O(1), O(1)−O(1) = O(1), O(1) ·O(1) = O(1) .

≍ � ïîðÿäêîâîå ðàâåíñòâî. α(x) ≍ β(x) îçíà÷àåò, ÷òî íàéäóò-
ñÿ òàêèå C1 > 0 , C2 > 0 , ÷òî äëÿ âñåõ x ∈M

C1β(x) ≤ α(x) ≤ C2β(x)

èëè, åñëè β(x) > 0 , C1 ≤ α(x)
β(x) ≤ C2 . Ýòî ñâîéñòâî, êîòîðîå ïî-

êàçûâàåò, ÷òî α è β âåäóò ñåáÿ îäèíàêîâî. Íàïðèìåð, x(2 + sinx)
≍ x äëÿ x ≥ 0 .
Óïðàæíåíèå. Âåðíî ëè, ÷òî åñëè äàíû äâå ïàðû �óíêöèé, ñâÿçàí-

íûõ ïîðÿäêîâûì ðàâåíñòâîì, òî èõ ìîæíî óìíîæàòü, ñêëàäûâàòü

è âû÷èòàòü, è ïðè ýòîì ïîðÿäêîâîå ðàâåíñòâî ñîõðàíèòñÿ?

≈ � àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî. α(x) ≈ β(x) ïðè x → 0 ,

åñëè

α(x)
β(x) → 1 ( x→ 0 ).

α(x) = o(β(x)) ( x→ 0 ), åñëè α(x)
β(x) → 0 ( x→ 0 ). �îâîðÿò, ÷òî

α(x) åñòü �o ìàëîå� îò β(x) ïðè x→ 0 .
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Çàìåòèì, ÷òî åñëè α(x) ≈ β(x) ïðè x→ 0 , òî

α(x) − β(x)

β(x)
→ 0; α(x) − β(x) = o(β(x)) (x→ 0).

Ñîîòíîøåíèÿ �Î� è � ≍ � íå ñâÿçàíû ñ ïîíÿòèåì ïðåäåëà, à �î�

è � ≈ � ñâÿçàíû ñ ïîíÿòèåì ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà.

Ïðèìåð. Ïóñòü y ≈ x
lnx (x → ∞) è y(x) ↑↑ . �àññìîòðèì

x = x(y) � îáðàòíóþ ê y(x) �óíêöèþ. Òîãäà

y =
x

lnx
· (1 + o(1)) , y lnx = x(1 + o(1)) ,

ln y + ln lnx = lnx+ ln(1 + o(1)) , lnx = ln y + ln lnx+ o(1) .

Òàê êàê lnx = o(x) , òî ln lnx = o(ln x) . Ñëåäîâàòåëüíî,

lnx = ln y + o(ln x) , lnx {1 + o(1)} = ln y ,

lnx = ln y · (1 + o(1)) ,

x = y lnx · (1 + o(1)) , x = y ln y · (1 + o(1))

è, íàêîíåö, x ≈ y ln y . ◮
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�ëàâà 4

Íåïðåðûâíûå �óíêöèè

Ëåêöèÿ 13

(18.10.67)

� 15. Íåïðåðûâíûå �óíêöèè â òî÷êå.

Òî÷êè ðàçðûâà

15.1. Íåïðåðûâíîñòü �óíêöèè â òî÷êå

Ïóñòü �óíêöèÿ f (x) îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå M, M ⊂ R . Ïîíÿ-

òèå íåïðåðûâíîé �óíêöèè â òî÷êå, â îòëè÷èå îò ïðåäåëà, îïðåäå-

ëÿåòñÿ äëÿ òî÷åê èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè.

Îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîñòè ïî Êîøè.Ôóíêöèÿ y = f (x) íà-
çûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå x0 , åñëè ∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀ x ∈M
|x− x0| < δ |f(x)− f(x0)| < ε .

Íåïðåðûâíîñòü îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ áóêâîé C ; f(x) ∈ C(x0)
çíà÷èò, ÷òî f (x ) � íåïðåðûâíàÿ â òî÷êå x0 �óíêöèÿ, èëè f (x)
ïðèíàäëåæèò ê êëàññó íåïðåðûâíûõ â òî÷êå x0 �óíêöèé.

Åñëè �óíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå x0 , òî îíà íàçû-
âàåòñÿ ðàçðûâíîé �óíêöèåé â ýòîé òî÷êå.

Åñëè M � îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè, òî M = MC

⋃

MD �

ðàçáèåíèå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè íà äâà ìíîæåñòâà, ãäå MC

� ìíîæåñòâî òàêèõ òî÷åê èç M, â êîòîðûõ �óíêöèÿ íåïðåðûâíà, à

MD � ìíîæåñòâî òî÷åê èç M, â êîòîðûõ �óíêöèÿ ðàçðûâíà.
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Çàìåòèì, ÷òî â îïðåäåëåíèè ïðåäåëà �óíêöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ

âûêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü, à â îïðåäåëåíèè íåïðåðûâíîñòè � ïîëíàÿ

îêðåñòíîñòü. Òîãäà èç óñëîâèÿ ∀ ε > 0 |f(x0)−A| < ε ñëåäóåò

A = f(x0) .

�åîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè:

êàêîâà áû íè áûëà îêðåñòíîñòü O(f(x0)) òî÷êè f(x0) íàéäåòñÿ

îêðåñòíîñòü O(x0) òî÷êè x0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ O(x0) çíà-

÷åíèÿ f (x) ïîïàäàþò â O(f(x0)) .

�èñ. 4.1. Íåïðåðûâíîñòü �óíêöèè.

�àññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

1) Ïóñòü x0 � èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ

�óíêöèè. Òîãäà ∀ ε > 0 âûáèðàåì δ òàêîå, ÷òî δ -îêðåñòíîñòü
íå ñîäåðæèò äðóãèõ òî÷åê, êðîìå x0 , è îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíî-

ñòè �óíêöèè âûïîëíÿåòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ íåïðåðûâíà â

òî÷êå x0 .

2) Ïóñòü x0 ∈ M è x0 ∈ M ′
(ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x0 � ïðåäåëü-

íàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà M ). Òîãäà lim
x→x0

f(x) = f(x0) . Îáðàòíî, åñëè

lim
x→x0

f(x) = f(x0) è x0 ∈ M , òî �óíêöèÿ f (x ) íåïðåðûâíà â òî÷-

êå x0 . Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî, ÷òîáû �óíêöèÿ y = f (x) áûëà

íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 ∈ M , x0 ∈ M ′
, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,

÷òîáû lim
x→x0

f(x) = f(x0) .

15.2. Òî÷êè ðàçðûâà �óíêöèè

Ïóñòü x0 ∈ M è x0 ∈ M ′
(òîëüêî òàêèå òî÷êè ìîãóò áûòü òî÷-

êàìè ðàçðûâà �óíêöèè). ×òî çíà÷èò, ÷òî �óíêöèÿ ðàçðûâíà? Ýòî
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çíà÷èò, ÷òî ëèáî 1) ïðåäåë lim
x→x0

f(x) îòëè÷àåòñÿ îò f (x0) , ëèáî

2) ïðåäåëà lim
x→x0

f(x) íåò.

1). Åñëè ñóùåñòâóåò lim
x→x0

f(x) 6= f(x0) , òî x0 � òî÷êà óñòðà-

íèìîãî ðàçðûâà. Èçìåíèâ �óíêöèþ â òî÷êå x0 , ìîæíî ñäåëàòü åå
íåïðåðûâíîé. Íîâàÿ �óíêöèÿ îòëè÷àåòñÿ îò çàäàííîé òîëüêî â îä-

íîé òî÷êå è íåïðåðûâíà â ýòîé òî÷êå.

Îñòàëüíûå òî÷êè ðàçðûâà íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè íåóñòðàíèìîãî ðàç-

ðûâà.

x

y

0 x0

y = f(x)

�èñ. 4.2. Òî÷êà óñòðàíèìîãî ðàçðûâà.

2). Åñëè lim
x→x0

f(x) íå ñóùåñòâóåò, òî x0 � òî÷êà íåóñòðàíèìîãî

ðàçðûâà.

Ìîæåò áûòü òàê, ÷òî â òî÷êå x0 ñóùåñòâóåò lim
x→x0−0

f(x) è ñóùå-

ñòâóåò lim
x→x0+0

f(x) . Òîãäà òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà

ïåðâîãî ðîäà.

x

y

0 x0

y = f(x)

�èñ. 4.3. Òî÷êà ðàçðûâà 1-ãî ðîäà.

3). Òî÷êè, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè óñòðàíèìîãî ðàçðû-

âà è òî÷êàìè ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà, íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè ðàçðûâà

âòîðîãî ðîäà.
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Ïðèìåð. 1) Äëÿ �óíêöèè y =

{

sin 1
x

(x 6= 0)
0 (x = 0)

òî÷êà x = 0

ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà âòîðîãî ðîäà.

2) Äëÿ �óíêöèè y = sin 1
x

(x 6= 0) òî÷êà x = 0 òî÷êîé ðàçðûâà

íå ÿâëÿåòñÿ, òàê êàê íå âõîäèò â îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè.

3) Àíàëîãè÷íî, äëÿ �óíêöèè y = 1
x
( x 6= 0 ) òî÷êà x = 0 íå

ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà.

15.3. Êîëåáàíèå �óíêöèè â òî÷êå

Ïóñòü y = f (x) ( x ∈ M ), x0 ∈ M . Âîçüìåì δ > 0 . �àññìîòðèì
ìíîæåñòâî ∆δ(x0) òî÷åê èç M , äëÿ êîòîðûõ |x− x0| < δ . Êîëå-
áàíèåì �óíêöèè íà ýòîì ìíîæåñòâå íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

ω (f,∆δ(x0)) = sup
x∈∆δ(x0)

f(x)− inf
x∈∆δ(x0)

f(x) ≥ 0.

ω (f,∆δ(x0)) åñòü ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ �óíêöèÿ îò δ .
Êîëåáàíèåì �óíêöèè â òî÷êå x0 íàçûâàåòñÿ ïðåäåë

lim
δ→+0

ω (f,∆δ(x0)) = ω (f, x0).

Óòâåðæäåíèå. ω (f, x0) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà �óíêöèÿ

íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 , ò.å. êîãäà f ∈ C(x0) .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàìåòèì, ÷òî

sup
x∈∆(x0)

f(x) ≥ f(x) ≥ inf
x∈∆(x0)

f(x) .

Òåïåðü, åñëè ω (f, x0) = 0 , òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ > 0
òàêîå, ÷òî ω (f,∆δ(x0)) < ε . Ýòî çíà÷èò, ÷òî

∣

∣

∣

∣

∣

sup
x∈∆δ(x0)

f(x)− inf
x∈∆δ(x0)

f(x)

∣

∣

∣

∣

∣

< ε .

Òîãäà sup
x∈∆(x0)

f(x) < f(x0) + ε , inf
x∈∆(x0)

f(x) > f(x0) − ε . Çíà÷èò,

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀x ∈M , |x− x0| < δ , f(x0)−ε < f(x) < f(x0)+ε ,
÷òî ýêâèâàëåíòíî íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè â òî÷êå x0 .
Î÷åâèäíî è îáðàòíîå, åñëè f ∈ C(x0) , òî ∀ ε > 0 ∃ δ > 0
ω (f,∆δ(x0)) < ε , îòêóäà ω (f,∆δ(x0)) → 0 (δ → 0) . ◮
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Çàìå÷àíèå. 0 ≤ ω (f, x0) ≤ +∞ . Êîëåáàíèå �óíêöèè íà èíòåðâà-

ëå è â òî÷êå � íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî è ìîæåò îáðàùàòüñÿ â +∞ .

Åñëè ω (f, x0) > 0 , òî x0 � òî÷êà ðàçðûâà. Ïðè ýòîì, åñëè ω (f, x0)
êîíå÷íî, òî x0 � òî÷êà êîíå÷íîãî ðàçðûâà (ïåðâîãî èëè âòîðîãî ðî-

äà), åñëè ω (f, x0) áåñêîíå÷íî, òî x0 � òî÷êà áåñêîíå÷íîãî ðàçðûâà

(âòîðîãî ðîäà).

15.4. Òî÷êè ðàçðûâà ìîíîòîííîé �óíêöèè

Ïóñòü f(x) ↑ íà èíòåðâàëå (a, b) è x0 ∈ (a, b) . Ïî òåîðåìå î ïðå-
äåëå ìîíîòîííîé �óíêöèè lim

x→x0−0
f(x) ≤ f(x0) ≤ lim

x→x0+0
f(x) (ñì.

ï. 11.3). Ìîíîòîííàÿ �óíêöèÿ íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà åå ïðåäåë ñëåâà â òî÷êå x0 ðàâåí ïðåäåëó ñïðàâà.

Ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà (êðèòåðèé íåïðåðûâíîñòè ìîíîòîííîé �óíêöèè).

Ìîíîòîííàÿ �óíêöèÿ íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà f(x0 − 0) = lim
x→x0−0

f(x) = lim
x→x0+0

f(x) = f(x0 + 0) .

Âñÿêàÿ òî÷êà ðàçðûâà ìîíîòîííîé �óíêöèè åñòü òî÷êà ðàçðûâà

ïåðâîãî ðîäà, òàê êàê f(x0 − 0) < f(x0 + 0) . Êîëåáàíèå ìîíîòîí-
íîé �óíêöèè â òî÷êå x0 åñòü f(x0 + 0)− f(x0 − 0) , ò. å. çíà÷åíèå
ω (f, x0) = f(x0 + 0)− f(x0 − 0) åñòü âåëè÷èíà ñêà÷êà ìîíîòîííîé

�óíêöèè.

Òåîðåìà. Ìîíîòîííàÿ �óíêöèÿ, çàäàííàÿ íà èíòåðâàëå, ìî-

æåò èìåòü íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) âîçðàñòàåò íà

èíòåðâàëå (a, b) . Åñëè x0 � òî÷êà ðàçðûâà, òî f(x0−0) < f(x0+0) .
Åñëè x0 è x1 � ðàçëè÷íûå òî÷êè ðàçðûâà �óíêöèè è x0 < x1 , òî

f(x0 − 0) < f(x0 + 0) ≤ f(x1 − 0) < f(x1 + 0).

Òàê êàê (f(x0−0), f(x0+0)) � íåâûðîæäåííûé èíòåðâàë, òî ñóùå-
ñòâóåò õîòÿ áû îäíà ðàöèîíàëüíàÿ òî÷êà r = r(x0) , ïðèíàäëåæà-
ùàÿ ýòîìó èíòåðâàëó. Àíàëîãè÷íî, ñóùåñòâóåò ðàöèîíàëüíàÿ òî÷êà

r(x1) , ïðèíàäëåæàùàÿ (f(x1 − 0), f(x1 + 0)) , ïðè÷åì èìååò ìåñòî

íåðàâåíñòâî r(x0) < r(x1) , ò. å. ðàçíûì òî÷êàì ðàçðûâà ñîîòâåò-

ñòâóþò ðàçíûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà (èíòåðâàëû íå ïåðåñåêàþòñÿ)

(ðèñ. 4.4). Èòàê, ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà ìîæíî ïîñòàâèòü âî âçà-

èìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ñ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà ðàöè-

îíàëüíûõ ÷èñåë. À çíà÷èò, èõ íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî. ◮
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Ëåêöèÿ 14

(20.10.67)

15.5. Ïðèìåðû ðàçðûâíûõ �óíêöèé

�èñ. 4.5. Ê ïðèìåðó �óíêöèè, ðàçðûâíîé â êàæäîé òî÷êå.

Ïóñòü E ⊂ (a, b) è y1 6= y2 . Îïðåäåëèì �óíêöèþ (ðèñ. 4.5)

f(x) =

{

y1 (x ∈ E)
y2 (x /∈ E)

.

Åñëè E = Q
⋂

(a, b) , òî ïîëó÷èì �óíêöèþ òèïà Äèðèõëå, ðàçðûâ-

íóþ â êàæäîé òî÷êå.
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Åñëè îïðåäåëèì �óíêöèþ (ðèñ. 4.6)

f(x) =

{

y0 + (x− x0) (x ∈ E)
y0 − (x− x0) (x /∈ E)

,

òî ïîëó÷èì �óíêöèþ, ðàçðûâíóþ âñþäó, êðîìå òî÷êè x0 .

�èñ. 4.6. Ê ïðèìåðó �óíêöèè, ðàçðûâíîé âñþäó, êðîìå òî÷êè x0 .

Çàìå÷àíèå. Åñëè �óíêöèÿ çàäàíà íà èíòåðâàëå, òî íå âñÿêîå åãî

ïîäìíîæåñòâî ìîæåò ñëóæèòü ìíîæåñòâîì òî÷åê íåïðåðûâíîñòè

�óíêöèè

1)
.

15.6. Ñåêâåíöèàëüíîå îïðåäåëåíèå

íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè

Ïóñòü y = f (x) (x ∈M ), x0 ∈M.
Òåîðåìà. Ôóíêöèÿ f (x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ξn} , ñîñòîÿùåé èç

òî÷åê M è ñõîäÿùåéñÿ ê x0 ïðè n → ∞ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

1)
�àññìàòðèâàÿ êîëåáàíèå �óíêöèè â òî÷êå, ìîæíî ïîêàçàòü äëÿ �óíêöèè,

çàäàííîé íà èíòåðâàëå, ÷òî ìíîæåñòâî åå òî÷åê ðàçðûâà åñòü ìíîæåñòâî òèïà

Fσ (ò. å. ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ), à

ìíîæåñòâî òî÷åê íåïðåðûâíîñòè � òèïà Gδ (ò. å. ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ñ÷åò-

íîãî ìíîæåñòâà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ), ñîîòâåòñòâåííî. Ïîýòîìó ñóùåñòâóþò

�óíêöèè íåïðåðûâíûå âî âñåõ èððàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ (ìíîæåñòâî òèïà Gδ ,

íî íå Fσ ), è ðàçðûâíûå âî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ (ìíîæåñòâî òèïà Fσ ),

íàïðèìåð, �óíêöèÿ �èìàíà, íî íå ñóùåñòâóåò �óíêöèè, íåïðåðûâíîé âî âñåõ

ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ è ðàçðûâíîé âî âñåõ èððàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ. (Ñì. [3℄

ãë. 8, ñ. 131, ïðèìåðû 21, 22, è ãë. 2 ñ.43, ïðèìåð 23). (�åä.)
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{f(ξn)} ñõîäèòñÿ ê f (x0) ïðè n → ∞ , ò. å. ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
n→∞

f(ξn) = f(x0) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ èçîëèðîâàííûõ òî÷åê âñå ÿñíî. Åñëè

x0 ∈ M ′
, x0 ∈ M , òî lim

x→x0

f(x) = f(x0) ⇔ lim
x→x0

f(ξn) = f(x0) â

ñèëó ýêâèâàëåíòíîñòè îïðåäåëåíèé ïðåäåëà. ◮

� 16. Äåéñòâèÿ íàä �óíêöèÿìè,

íåïðåðûâíûìè â òî÷êå

16.1. Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà �óíêöèé,

íåïðåðûâíûõ â òî÷êå

Òåîðåìà (ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà �óíêöèé, íåïðåðûâíûõ â

òî÷êå. Åñëè f(x) ∈ C(x0) è f (x0) > 0 ,òî íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü
O(x0) òàêàÿ, ÷òî ∀x ∈ M , x ∈ O(x0) , f (x) > 0 . Åñëè �óíêöèÿ

f(x) ∈ C(x0) , òî îíà ëîêàëüíî îãðàíè÷åíà, ò.å. ∃ K > 0 ∃O(x0)
∀x ∈M , x ∈ O(x0) , |f (x)| ≤ K .

16.2. Äåéñòâèÿ íàä �óíêöèÿìè,

íåïðåðûâíûìè â òî÷êå

Òåîðåìà (äåéñòâèÿ íàä �óíêöèÿìè, íåïðåðûâíûìè â

òî÷êå). Ïóñòü �óíêöèè f (x) è g (x) îïðåäåëåíû íà ìíîæåñòâå

M , x0 ∈M , f, g ∈ C(x0) . Òîãäà
1) f ± g ∈ C(x0) ,
2) f · g ∈ C(x0) ,
3)

f
g
∈ C(x0) åñëè g (x0) 6= 0 .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. 1). Äîêàæåì, ÷òî f ± g ∈ C(x0) . Òàê êàê
f(x) ∈ C(x0) , g(x) ∈ C(x0) òî

∀ ε > 0 ∃ δ1 > 0 ∀x ∈M, |x− x0| < δ1, |f(x)− f(x0)| < ε,

∀ ε > 0 ∃ δ2 > 0 ∀x ∈M, |x− x0| < δ2, |g(x)− g(x0)| < ε.

Ôèêñèðóåì ε è âîçüìåì δ = min {δ1, δ2} > 0 . Òîãäà äëÿ ëþáûõ

x , òàêèõ, ÷òî |x− x0| < δ , âåðíû îáà íåðàâåíñòâà. Ñëîæèâ èõ,

ïîëó÷èì:

|f(x)± g(x)− (f(x0)± g(x0))| < 2ε.
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2). Äîêàæåì, ÷òî f · g ∈ C(x0) :

∀ ε > 0 ∃ δ1 > 0 ∀x ∈M, |x− x0| < δ1, |f(x)− f(x0)| < ε,

∀ ε > 0 ∃ δ2 > 0 ∀x ∈M, |x− x0| < δ2, |g(x)− g(x0)| < ε.

Òàê êàê �óíêöèÿ f(x) ∈ C(x0) , òî îíà ëîêàëüíî îãðàíè÷åíà, çíà-
÷èò ∃ K > 0 ∃ δ3 > 0 ∀x , |x− x0| < δ3 , |f (x)| ≤ K . Âîçüìåì

δ = min {δ1, δ2, δ3} > 0 . Òîãäà äëÿ ëþáûõ x ∈ M , |x− x0| < δ ,
ñïðàâåäëèâû âñå ýòè íåðàâåíñòâà. Èìååì

f(x) · (g(x) − f(x0) · g(x0) =
= f(x) · g(x)− f(x) · g(x0) + f(x) · g(x0)− f(x0) · g(x0) =

= f(x) {g (x) − g(x0)}+ g(x0) {f(x)− f(x0)} .

Ñëåäîâàòåëüíî, ∀x ∈M ,

|f(x) · g(x) − f(x0) · g(x0)| < K · ε+ |g(x0)| · ε = (K + |g(x0)|) · ε.

3). Äîêàæåì, ÷òî

f
g
∈ C(x0) åñëè g (x0) 6= 0 . Ïóñòü äëÿ îïðå-

äåëåííîñòè g (x0) > 0 . Òîãäà ∃ δ4 > 0 ∀x ∈ M , |x− x0| < δ4 ,

g (x) > a > 0 (íàïðèìåð a = g(x0)
2 ). Çíà÷èò, ∀x ∈M , |x− x0| < δ4 ,

(

1
g(x)

)

≤ 1
a
= K , è òàê êàê

f(x)

g(x)
− f(x0)

g(x0)
=
f(x)g(x0)− g(x)f(x0)

g(x)g(x0)
=

=
g(x0) {f(x)− f(x0)} − f(x0) {g(x)− g(x0)}

g(x)g(x0)
,

òî

∣

∣

∣

∣

f(x)

g(x)
− f(x0)

g(x0)

∣

∣

∣

∣

≤ K2 {|g(x0) + f(x0)|} ε . ◮

16.3. Òåîðåìà î íåïðåðûâíîñòè ñëîæíîé �óíêöèè

Òåîðåìà. Ïóñòü äàíà ñëîæíàÿ �óíêöèÿ F (x) = ϕ(f(x)) , ãäå
f (x) îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå M, f(x) ∈ C(x0) , y0 = f(x0) ,
ϕ(y) îïðåäåëåíà äëÿ y ∈ L (L ⊃ f(M)) , ϕ(y) ∈ C(y0) . Òîãäà
F (x) ∈ C(x0) .
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�èñ. 4.7. Íåïðåðûâíîñòü ñëîæíîé �óíêöèè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç óñëîâèé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀ y ∈ L , y ∈ f(M) , |y − y0| < δ , |ϕ(y)− ϕ(y0)| < ε ,

∀ δ > 0 ∃ η > 0 ∀x ∈M , |x− x0| < η , |f(x)− f(x0)| < δ .

Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ M òàêîãî, ÷òî |x− x0| < η , äëÿ y = f(x)
è y0 = f(x0) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |ϕ(y)− ϕ(y0)| < ε , è,
ñëåäîâàòåëüíî, |ϕ(f(x)) − ϕ(f(x0))| < ε , èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

|F (x)− F (x0)| < ε . Çíà÷èò F (x) ∈ C(x0) . ◮

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü F (x) = ϕ(f(x)) , lim
x→x0

f(x) = A , ϕ(y) îïðåäå-

ëåíà äëÿ y ∈ O(A) , ϕ(y) ∈ C(A) . Òîãäà

lim
x→x0

F (x) = lim
x→x0

ϕ(f(x)) = ϕ

(

lim
x→x0

f(x)

)

,

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîëîæèì f̄(x) =

{

f(x) (x 6= x0)
A (x = x0)

.

Òîãäà lim
x→x0

f̄(x) = f̄(x0) , ò. å. f̄(x) ∈ C(x0) . Çíà÷èò ê ýòîé �óíêöèè

ïðèìåíèìà òåîðåìà î íåïðåðûâíîñòè ñëîæíîé �óíêöèè. Ñëåäîâà-

òåëüíî, lim
x→x0

ϕ(f̄(x)) = ϕ(A) , îòêóäà lim
x→x0

ϕ(f(x)) = ϕ

(

lim
x→x0

f(x)

)

÷òî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå. ◮

Ñëåäñòâèå. lim
x→x0

ef(x) = e
lim

x→x0
f(x)

.
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Ëåêöèÿ 15

(25.10.67)

� 17. Ôóíêöèè,

íåïðåðûâíûå íà ìíîæåñòâå

Ïóñòü M ⊂ X ⊂ R è �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà äëÿ ∀x ∈ X .

�îâîðÿò, ÷òî �óíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå M è îáî-

çíà÷àþò f(x) ∈ C(M) , åñëè �óíêöèÿ íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå

ýòîãî ìíîæåñòâà. Òàêèì îáðàçîì, f(x) ∈ C(M) , åñëè ∀x0 ∈ M
∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀x ∈ X , |x− x0| < δ , |f(x)− f(x0)| < ε . Çäåñü
δ = δ (x0, ε) çàâèñèò è îò x0 è îò ε .
�àññìîòðèì ñóæåíèå fM (x) �óíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâî M :

fM (x) = f(x) ( x ∈ M ). Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè f(x) ∈ C(M) , òî è
fM (x) ∈ C(M) . Ïðè èçó÷åíèè �óíêöèè íà ìíîæåñòâå áóäåì ñ÷è-

òàòü, ÷òî M = X .

Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) ∈ C(M) . Íàñ èíòåðåñóåò, êàêèå ñâîéñòâàM
ïðè ïåðåõîäå ê îáðàçó ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè ñîõðàíÿþòñÿ,

è êàêèå íå ñîõðàíÿþòñÿ.

Ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè îãðàíè÷åííîñòü íå ñîõðàíÿåòñÿ.

Ïðèìåð. M = (0, 1) , f(x) = 1
x

(x ∈M) , f(M) = (1,+∞) .
Ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè çàìêíóòîñòü íå ñîõðàíÿåòñÿ.

Ïðèìåð. M = (−∞,+∞) , f(x) = arctg x , f(M) =
(

−π
2 ,

π
2

)

.

Ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè îòêðûòîå ìíîæåñòâî íå îáÿçàíî

ïåðåõîäèòü â îòêðûòîå.

Ïðèìåð. M = (0, 2π) , f(x) = sinx , f(M) = [−1, 1] . Òàêæå äëÿ
�óíêöèè, ãðà�èê êîòîðîé èçîáðàæåí íà ðèñ. 4.8.

a b

[
]

f(M)

M

�èñ. 4.8. Îáðàç îòêðûòîãî ìíîæåñòâà íå îáÿçàòåëüíî îòêðûòîå ìíî-

æåñòâî.
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� 18. Ñâîéñòâà �óíêöèé,

íåïðåðûâíûõ íà ìíîæåñòâå

18.1. Ñâÿçíîñòü (ëèíåéíàÿ)

Îïðåäåëåíèå.ÌíîæåñòâîM íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé ñâÿçíî (ëèíåéíî

ñâÿçíî), åñëè îíî îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: åñëè x, x′ ∈M ,

òî è [x, x′] ⊂M .

Çàìå÷àíèå.Ìíîæåñòâî M íà ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì (ëè-

íåéíî ñâÿçíûì), åñëè ëþáûå äâå òî÷êè x, x′ ∈ M ìîãóò áûòü ñî-

åäèíåíû íåïðåðûâíîé ëèíèåé, ëåæàùåé â ýòîì ìíîæåñòâå. Åñëè M
îòêðûòî, â ýòîì îïðåäåëåíèè ìîæíî çàìåíèòü íåïðåðûâíóþ ëèíèþ

êîíå÷íî-çâåííîé ëîìàíîé (ðèñ. 4.9).

x

x′ M

�èñ. 4.9. Îòêðûòîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî íà ïëîñêîñòè.

Òåîðåìà (ñòðóêòóðà ñâÿçíûõ ìíîæåñòâ íà ÷èñëîâîé ïðÿ-

ìîé). Ñâÿçíûå ìíîæåñòâà � ýòî îòðåçêè, èíòåðâàëû è ïîëóèí-

òåðâàëû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. ÏóñòüM � ñâÿçíîå ìíîæåñòâî íà ÷èñëîâîé

ïðÿìîé. Ïóñòü α = inf
x∈M

x , β = sup
x∈M

x .

1). Ïóñòü α > −∞ , β < +∞ (M îãðàíè÷åíî). Òîãäà, åñëè

α ∈M , β ∈M , òî M = [α, β] , òàê êàê M � ñâÿçíîå ìíîæåñòâî.

Åñëè α ∈M , β /∈M , òî â ýòîì ñëó÷àå ∀ γ , α < γ < β , ∃x0 ∈M
γ < x0 < β . Òîãäà [α, x0] ⊂M , γ ∈ [α, x0] ⊂M , è, ñëåäîâàòåëüíî,

M � ïîëóèíòåðâàë [α, β) .

2). α > −∞ , β = +∞ . Òîãäà M åñòü (α,+∞) èëè [α,+∞) .

Àíàëîãè÷íî äëÿ ñëó÷àÿ α = −∞ , β < +∞ .
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3). α = −∞ , β = +∞ . Òîãäà M = (−∞,+∞) � âñÿ ÷èñëîâàÿ

ïðÿìàÿ. ◮

Ñîõðàíåíèå ñâÿçíîñòè. Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) ∈ C(M) , M ⊂ R è

M � ñâÿçíî. Íèæå ìû äîêàæåì, ÷òî òîãäà f(M) � ñâÿçíî.

Ëåììà îá îáðàùåíèè íåïðåðûâíîé �óíêöèè â íóëü. Ïóñòü

f(x) îïðåäåëåíà íà îòðåçêå [a, b] è f(x) ∈ C [a, b] . Ïóñòü òàêæå

f(a)·f(b) < 0 . Òîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà c èç èíòåðâàëà (a, b) ,
÷òî f(c) = 0 .
Çàìå÷àíèå. Äëÿ íåñâÿçíîãî ìíîæåñòâà ëåììà íåâåðíà (ðèñ. 4.10).

x

y

0
a

c b1 b x

y

0 a b a′ b′

�èñ. 4.10. Îáðàùåíèå íåïðåðûâíîé �óíêöèè â íóëü.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ëåììà äîêàçûâàåòñÿ ìåòîäîì äåëåíèÿ

ïîïîëàì. Îáîçíà÷èì ∆0 = [a, b] . �àçäåëèì ∆0 ïîïîëàì òî÷êîé

a+b
2 . Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:

1). f(a+b2 ) = 0 . Â ýòîì ñëó÷àå ëåììà äîêàçàíà.

2). f(a+b2 ) 6= 0 . Òîãäà f(a+b2 ) > 0 èëè f(a+b2 ) < 0 . Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç ∆1 = [a1, b1] òó ïîëîâèíó îòðåçêà [a, b] , äëÿ êîòîðîé

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî f(a1) · f(b1) < 0 . È òàê äàëåå.

Òîãäà èëè ïðîöåññ ãäå-íèáóäü îáîðâåòñÿ, è ìû ïîëó÷èì â îäíîì èç

êîíöîâ íîâûõ îòðåçêîâ òî÷êó, ãäå �óíêöèÿ ðàâíà íóëþ; èëè ìû

ïîëó÷èì ñèñòåìó âëîæåííûõ îòðåçêîâ ∆0 ⊃ ∆1 ⊃ ... ⊃ ∆n ⊃ ... ,
äëÿ êîòîðûõ f(an) · f(bn) < 0 , ïðè÷åì äëèíû îòðåçêîâ

b−a
2n → 0

(n→ ∞) . Äîïóñòèì,

f(a) < 0 , f(b) > 0 ,

f(a1) < 0 , f(b1) > 0 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..
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f(an) < 0 , f(bn) > 0 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ïî òåîðåìå î ñòÿãèâàþùåéñÿ ñèñòåìå îòðåçêîâ ñóùåñòâóåò åäèíñò-

âåííàÿ òî÷êà c ∈ [an, bn] ∀n . Òîãäà an → c , bn → c (n→ ∞) , à
òàê êàê �óíêöèÿ íåïðåðûâíà, òî

f(c) = lim
n→∞

f(an) ≤ 0 , f(c) = lim
n→∞

f(bn) ≥ 0 .

Çíà÷èò, f(c) = 0 . ◮

Òåïåðü ëåãêî ìîæåò áûòü äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè. Ïóñòü �óíêöèÿ f(x)
îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b] è íà åãî êîíöàõ ïðèíè-

ìàåò ðàçíûå çíà÷åíèÿ: f(a) = A , f(b) = B , ïóñòü A < B . Òîãäà

äëÿ ëþáîãî C òàêîãî, ÷òî A < C < B íàéäåòñÿ òî÷êà ξ ∈ (a, b)
òàêàÿ, ÷òî f(ξ) = C .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ââåäåì �óíêöèþ ϕ(x) = f(x)−C , òîãäà

ϕ(x) íåïðåðûâíà íà [a, b] è ïðèíèìàåò íà êîíöàõ ýòîãî îòðåçêà

çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ: ϕ(a) = A − C < 0 , ϕ(b) = B − C > 0 .
Ïî ëåììå îá îáðàùåíèè íåïðåðûâíîé �óíêöèè â íóëü ∃ ξ ∈ (a, b)
ϕ(ξ) = 0 . Òàê êàê ϕ(ξ) = f(ξ) − C , òî f(ξ) − C = 0 è f(ξ) = C .

◮

Òåîðåìà. Ïóñòü M � ñâÿçíîå ìíîæåñòâî, f(x) ∈ C(M) . Òîãäà è
f(M) ñâÿçíî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì Y = f(M) . Ïóñòü òî÷êè A

è B ïðèíàäëåæàò Y è äëÿ îïðåäåëåííîñòè A < B . Ïîêàæåì, ÷òî

[A,B] ⊂ Y . Èìåííî äîêàæåì, ÷òî åñëè C � ëþáàÿ òî÷êà òàêàÿ, ÷òî

A < C < B , òî C ∈ Y .

Òàê êàê çíà÷åíèÿ A,B ∈ Y , òî ∃ a, b ∈ M f(a) = A , f(b) = B .

Â ñèëó ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà M îòðåçîê [a, b] ⊂M . Ôóíêöèÿ f(x)
íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b] , ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå î ïðîìå-

æóòî÷íîì çíà÷åíèè, ∃ ξ ∈ [a, b] , ξ ∈M , f(ξ) = C . Òàêèì îáðàçîì,

ëþáàÿ ïðîìåæóòî÷íàÿ òî÷êà C ìåæäó A è B èìååò ïðîîáðàç. Çíà-

÷èò, âåñü îòðåçîê [A,B] ëåæèò â Y è ìíîæåñòâî f(M) ñâÿçíî.

◮

Âîïðîñû ê êîëëîêâèóìó.

1. Ñ÷åòíîñòü ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Íåñ÷åòíîñòü ìíî-

æåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

2. Âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíè ÷èñëîâîãî ìíîæåñòâà.
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3. Ëåììà î ñòÿãèâàþùèõñÿ îòðåçêàõ.

4. Ëåììà î âûäåëåíèè êîíå÷íîãî ïîêðûòèÿ.

5. Ñâîéñòâà �óíêöèè (ïîñëåäîâàòåëüíîñòè), èìåþùåé ïðåäåë

(îãðàíè÷åííîñòü, ñîõðàíåíèå çíàêà, åäèíñòâåííîñòü ïðåäåëà).

6. Ñâîéñòâà áåñêîíå÷íî ìàëûõ. Ïðåäåë ñóììû, ïðîèçâåäåíèÿ,

÷àñòíîãî.

7. Ïåðåõîä ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâàõ. lim
x→0

sin x
x

= 1 .

8. Òåîðåìà î ïðåäåëå ìîíîòîííîé �óíêöèè. ×èñëî e.

9. Òåîðåìà îá ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ îïðåäåëåíèé ïðåäåëà.

10. Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè ïðåäåëüíîé òî÷êè. Êðèòåðèé Êîøè

äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Êðèòåðèé Êîøè äëÿ �óíêöèé.

11. Ñðàâíåíèå áåñêîíå÷íî ìàëûõ.

Ëåêöèÿ 16

(27.10.67)

18.2. Íåïðåðûâíûé îáðàç îòðåçêà

Ëåììà Áîëüöàíî � Âåéåðøòðàññà. Ïóñòü èìååòñÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü {xn} (n ∈ N) è |xn| ≤ K ∀n ∈ N . Òîãäà ñóùåñòâóåò

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {nk} , nk ↑↑ , òàêàÿ, ÷òî
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xnk

} ñõîäèòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, èç âñÿêîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ë å ì ì û. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}
îãðàíè÷åíà, ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå Áîëüöàíî � Âåéåðøòðàññà äëÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (ï. 13.2) äëÿ {xn} ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî

ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå a . Ïîñòðîèì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xnk
} ,

ñõîäÿùóþñÿ ê a. Âûáåðåì εk > 0 , εk ↓ 0 (k → ∞) . Òîãäà

äëÿ ε1 ∃n1 |a− xn1 | < ε1 ;

äëÿ ε2 ∃n2 , n2 > n1 , |a− xn2 | < ε2 ;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

äëÿ εk ∃nk , nk > nk−1 , |a− xnk
| < εk ;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Òåïåðü äëÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xnk
} ∀ε > 0 ∃ k0 ∀ k ≥ k0

εk < ε è |a− xnk
| < εk < ε . Çíà÷èò xnk

→ a (k → ∞) . ◮

Òåîðåìà îá îãðàíè÷åííîñòè íåïðåðûâíîé �óíêöèè. Ïóñòü

�óíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b] . Òî-
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ãäà �óíêöèÿ f(x) îãðàíè÷åíà íà ýòîì îòðåçêå, ò. å. íàéäåòñÿ K

òàêîå, ÷òî ∀x ∈ [a, b] |f(x)| ≤ K .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

óòâåðæäåíèå ëåììû íåâåðíî. Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, �óíêöèÿ

f(x) íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé ñâåðõó. Òîãäà ∀K > 0 ∃x0 ∈ [a, b]
f(x0) > K .

Çàäàäèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Kn > 0 , Kn ↑ ∞ (n → ∞) . Òî-
ãäà ∃xn ∈ [a, b] f(xn) > Kn . Òàê êàê {xn} � îãðàíè÷åííàÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü, òî ïî ëåììå Áîëüöàíî � Âåéåðøòðàññà ∃ {xnk
}

xnk
→ c ∈ [a, b] (k → ∞) . Òàê êàê f(xnk

) > Knk
, òî f(xnk

) → +∞
(k → ∞) .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, f(x) ∈ C [a, b] , çíà÷èò, f(x) ∈ C(c) . Ñëåäîâà-
òåëüíî, f(xnk

) → f(c) (k → ∞) , òàê êàê xnk
→ c (k → ∞) . Ìû

ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ. ◮

Îïðåäåëåíèå. ×èñëî M íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøèì çíà÷åíèåì èëè

ãëîáàëüíûì èëè àáñîëþòíûì ìàêñèìóìîì �óíêöèè f íà îòðåç-

êå [a, b] , åñëè äëÿ íåêîòîðîãî x0 ∈ [a, b] è äëÿ âñåõ x èç [a, b]
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî f(x) ≤M = f(x0) . Îáîçíà÷àåòñÿ

M = max
x∈[a,b]

f(x) = f(x0) .

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íàèìåíüøåå çíà÷åíèå �óíêöèè íà îòðåç-

êå.

Òåîðåìà î äîñòèæèìîñòè âåðõíåé è íèæíåé ãðàíåé. Âñÿêàÿ

íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå �óíêöèÿ èìååò íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå

çíà÷åíèÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü f(x) ∈ C [a, b] . Ïî òåîðåìå îá

îãðàíè÷åííîñòè íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå �óíêöèè f(x) íà ýòîì

îòðåçêå îãðàíè÷åíà. Çíà÷èò îíà èìååò êîíå÷íûå âåðõíþþ ãðàíü

sup
x∈[a,b]

f(x) = M è íèæíþþ ãðàíü inf
x∈[a,b]

= m , m ≤ M . Äîêàæåì,

÷òî çíà÷åíèÿ M è m è åñòü íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ

�óíêöèè íà îòðåçêå [a, b] .

Äîïóñòèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü ∀x ∈ [a, b] f(x) < M . Òîãäà �óíêöèÿ

M − f(x) ∈ C [a, b] è M − f(x) > 0 (x ∈ [a, b]) . Çíà÷èò, ïîëîæè-
òåëüíàÿ �óíêöèÿ ϕ(x) = 1

M−f(x)
òîæå åñòü �óíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ

íà âñåì îòðåçêå [a, b] . Ïî òåîðåìå îá îãðàíè÷åííîñòè íåïðåðûâíîé
íà îòðåçêå �óíêöèè ϕ(x) îãðàíè÷åíà. Çíà÷èò ∃K > 0 , ϕ(x) ≤ K
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∀x ∈ [a, b] . Òîãäà 1

M−f(x)
≤ K ,

1

K
≤ M − f(x) ∀x ∈ [a, b] , ò. å.

f(x) ≤ M − 1

K
< M ∀x ∈ [a, b] . Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî M �

âåðõíÿÿ ãðàíü �óíêöèè. Çíà÷èò, âåðõíÿÿ ãðàíü �óíêöèè äîñòèãà-

åòñÿ è ∃x0 ∈ [a, b] f(x0) =M .

Àíàëîãè÷íî, íèæíÿÿ ãðàíü íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå �óíêöèè äî-

ñòèãàåòñÿ, ò. å. ∃x1 ∈ [a, b] f(x1) = m . ◮

Òåîðåìà (ñâîéñòâî Äàðáó, Ä-ñâîéñòâî). Íåïðåðûâíûé îáðàç

îòðåçêà åñòü îòðåçîê.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ â î. Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà îòðåçêå
[a, b] , f(x) ∈ C [a, b] . Òîãäà ∃x0 ∈ [a, b] f(x0) =M = sup

x∈[a,b]

f(x) , è

∃x1 ∈ [a, b] f(x1) = m = inf
x∈[a,b]

f(x) . Çíà÷èò, M,m ∈ f ([a, b]) . Òàê

êàê f ([a, b]) � ñâÿçíîå ìíîæåñòâî (ï. 18.1 ñ. 75), òî [m,M ] ⊂ f ([a, b]) .
Ñëåäîâàòåëüíî, f ([a, b]) = [m,M ] . ◮

Çàìåòèì, ÷òî ñâîéñòâî Äàðáó ïåðåâîäèòü îòðåçîê â îòðåçîê åñòü

íåîáõîäèìîå, íî íå äîñòàòî÷íîå äëÿ íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè.

Ïðèìåð. �àññìîòðèì �óíêöèþ f(x) = sin 1
x

íà ïîëóèíòåðâàëå

(0, 1] è f(0) = 0 (ðèñ. 4.11).

1) Åñëè âîçüìåì [a, b] , a > 0 , [a, b] ⊂ (0, 1) , òî f(x) ∈ C [a, b] è
ïî òåîðåìå îáðàç îòðåçêà [a, b] åñòü îòðåçîê.

2) Åñëè âîçüìåì [0, b] , òî f ([0, b]) = [−1, 1] , íî �óíêöèÿ íå

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà [0, b] .

x

y

0
1

[ ]
a b
]

�èñ. 4.11. Ôóíêöèÿ sin 1
x
íà ïîëóèíòåðâàëå (0, 1] .

78



18.3. Íåïðåðûâíîñòü îáðàòíîé �óíêöèè

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f(x) íà ìíîæåñòâå M íàçûâàåòñÿ ñòðî-

ãî ìîíîòîííîé, åñëè îíà ñòðîãî âîçðàñòàåò ( f(x) ↑↑ ), èëè ñòðîãî

óáûâàåò ( f(x) ↓↓ ) íà ìíîæåñòâå M .

Ôóíêöèÿ f(x) ñòðîãî âîçðàñòàåò (ñòðîãî óáûâàåò) íà ìíîæåñòâå

M , åñëè äëÿ ëþáûõ x, x′ ∈ M , x < x′ , âûïîëíÿåòñÿ f(x) < f(x′)
( f(x) > f(x′) ).
Ïóñòü äëÿ �óíêöèè f(x) ñóùåñòâóåò îáðàòíîå îòîáðàæåíèå. Åñëè

îáðàòíîå îòîáðàæåíèå îäíîçíà÷íî, òî íàçîâåì åãî îáðàòíîé �óíê-

öèåé (ðèñ. 4.12).

�èñ. 4.12. Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå. Äëÿ ñòðîãî ìîíîòîííîé �óíêöèè

îáðàòíîå îòîáðàæåíèå îäíîçíà÷íî.

Ëåììà î ñóùåñòâîâàíèè îáðàòíîé �óíêöèè. Ïóñòü �óíêöèÿ

f(x) îïðåäåëåíà è f(x) ↑↑ íà ìíîæåñòâå M ⊂ R . Îáîçíà÷èì

÷åðåç Y = f(M) îáðàç ìíîæåñòâà M . Òîãäà íà ìíîæåñòâå Y

ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ �óíêöèÿ

−1

f (y) = ϕ(y) (y ∈ Y ) .
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñòðîãî ìîíîòîííîé �óíêöèè îáðàòíîå îòî-

áðàæåíèå îäíîçíà÷íî (ðèñ. 4.12).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè y0 ∈ Y , òî ∃ x0 ∈M f(x0) = y0 ,

x0 ∈
−1

f (y0) . Íàäî äîêàçàòü, ÷òî

−1

f (y0) = x0 , ò. å. äðóãèõ òî÷åê

â

−1

f (y0) íåò. Åñëè x < x0 , òî f(x) < f(x0) , åñëè x > x0 , òî

f(x) > f(x0) . Ñëåäîâàòåëüíî, x = x0 è

−1

f (y0) = x0 . ◮

Ëåììà î ìîíîòîííîñòè îáðàòíîé �óíêöèè. Åñëè �óíêöèÿ

f(x) îïðåäåëåíà è f(x) ↑↑ èëè f(x) ↓↓ íà M, òî è îáðàòíàÿ
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�óíêöèÿ ϕ(y) ↑↑ èëè ϕ(y) ↓↓ íà Y = f(M) .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü f(x) ↑↑ , y, y′ ∈ Y , y < y′ .
Äîêàæåì, ÷òî ϕ(y) < ϕ(y′) . Ïóñòü x = ϕ(y) , x′ = ϕ(y′) . Òîãäà
x < x′ , òàê êàê åñëè áû áûëî x > x′ , òî f(x) > f(x′) , ò. å. y > y′

è ìû ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé

f(x) ↓↓ . ◮

Ëåêöèÿ 17

(01.11.67)

Ëåììà î íåïðåðûâíîñòè îáðàòíîé �óíêöèè. Ïóñòü �óíêöèÿ

y = f(x) ↑↑ íà [a, b] . Ïóñòü Y � îáëàñòü çíà÷åíèé ýòîé �óíêöèè

è x = ϕ(y) (y ∈ Y ) � îáðàòíàÿ �óíêöèÿ. Òîãäà ϕ(y) ∈ C(Y ) 2)
.

x

y

0 a x0 x x1 b
( )

y

�èñ. 4.13. Ëåììà î íåïðåðûâíîñòè îáðàòíîé �óíêöèè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü x � ïðîèçâîëüíàÿ âíóòðåí-

íÿÿ òî÷êà èç [a, b] . Çàäàäèì ε > 0 òàêîå, ÷òî îêðåñòíîñòü O(x)
ðàäèóñà ε ñîäåðæèòñÿ â îòðåçêå [a, b] . Îáîçíà÷èì x0 = x − ε ,
x1 = x+ ε (ðèñ. 4.13). (Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ, ÷òî M � îòðåçîê!) �àñ-

ñìîòðèì y0 = f(x0) < y = f(x) < y1 = f(x1) . Âûáåðåì δ > 0
(δ = δ(ε)) òàêîå, ÷òî Oδ(y) ⊂ (y0, y1) . Ïî óñëîâèþ ìîíîòîííîñòè

îáðàòíîé �óíêöèè äëÿ ëþáîãî y′ ∈ Oδ(y) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-

ñòâî ϕ(y0) < ϕ(y′) < ϕ(y1) è òàê êàê x = ϕ(y) , òî âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî ϕ(y)− ε < ϕ(y′) < ϕ(y) + ε , ò. å. âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-
ñòâî |ϕ(y′)− ϕ(y)| < ε . Çíà÷èò, îáðàòíàÿ �óíêöèÿ íåïðåðûâíà â

òî÷êå y .

2)
"Ñóòü âñÿ â òîì, ÷òî M � îòðåçîê, ò. å. èñêëþ÷àþòñÿ êàêèå-òî òàì "óðî-

äû"." (Ñ.Á.Ñ.)
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Åñëè x = a èëè x = b , òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü îäíîñòîðîííèå
èíòåðâàëû. ◮

x

y

0 a b c d

y0

�èñ. 4.14. Ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ è ìîíîòîííàÿ íà [a, b)
⋃

[c, d] , îá-
ðàòíàÿ �óíêöèÿ ðàçðûâíà.

Ïðèìåð. Íà ðèñ. 4.14 èçîáðàæåíà �óíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ è ìîíî-

òîííàÿ íà [a, b)
⋃

[c, d] , äëÿ êîòîðîé îáðàòíàÿ �óíêöèÿ ðàçðûâíà.

Èç äîêàçàííûõ ëåìì ñëåäóåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè, ìîíîòîííîñòè è íåïðåðûâíîñòè

îáðàòíîé �óíêöèè. Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) ↑↑ è íåïðåðûâíà íà

îòðåçêå [a, b] è Y = f([a, b]) = [A,B] � îáëàñòü åå çíà÷åíèé. Òî-

ãäà íà îòðåçêå [A,B] îïðåäåëåíà, ñòðîãî ìîíîòîííà è íåïðåðûâíà
îáðàòíàÿ �óíêöèÿ x = ϕ(y) . 3)

Çàìå÷àíèå. Ñâîéñòâîì Äàðáó íàçûâàåòñÿ ñâîéñòâî �óíêöèè îòî-

áðàæàòü îòðåçîê â îòðåçîê. Äëÿ ñòðîãî ìîíîòîííîé �óíêöèè ñâîé-

ñòâî Äàðáó íå òîëüêî íåîáõîäèìîå, íî è äîñòàòî÷íîå äëÿ íåïðåðûâ-

íîñòè.

3)
Â äåéñòâèòåëüíîñòè äîêàçàíî áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå, ÷åì ñ�îðìóëèðî-

âàíî â òåîðåìå. Â �îðìóëèðîâêå òåîðåìû ìîæíî òðåáîâàòü ëèøü ñòðîãîé ìî-

íîòîííîñòè �óíêöèè íà îòðåçêå è óñëîâèå f([a, b]) = [A,B] , òðåáîâàíèå íåïðå-
ðûâíîñòè ëèøíåå. Âåðîÿòíî, ýòî îòìå÷àëîñü íà ëåêöèè, è ñëåäóåò èç çàìå÷àíèÿ

îòíîñèòåëüíî ñâîéñòâà Äàðáó. (�åä.)
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x

y

x0= 0

�èñ. 4.15. Ôóíêöèÿ

x√
x2
.

� 19. Íåïðåðûâíîñòü

ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé

Ïðèìåð. Ôóíêöèÿ

x√
x2

íåïðåðûâíà â ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ

(0 â îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ íå âõîäèò) (ðèñ. 4.15).

19.1. Ïîêàçàòåëüíàÿ �óíêöèÿ

Ïóñòü a � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, a > 0 . ×òî òàêîå ar , ãäå r ∈ Q ,

íàì èçâåñòíî. Íàøà çàäà÷à îïðåäåëèòü ïîêàçàòåëüíóþ �óíêöèþ

äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ x ∈ R . �àññìîòðèì ñëó÷àé a > 1 . 4)

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü a > 1 . Ïîêàçàòåëüíîé �óíêöèåé ax ñ îñíî-

âàíèåì a , ãäå x � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, íàçûâàåòñÿ âåðõíÿÿ ãðàíü
çíà÷åíèé ar , ãäå r � ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, ïî âñåì r < x , ò. å.
ax = sup

r<x
ar .

Ìû ïîëó÷èì ïîïîëíåíèå ìíîæåñòâà çíà÷åíèé �óíêöèè ar ïî

íåïðåðûâíîñòè (ðèñ. 4.16).

à) Ìîíîòîííîñòü ïîêàçàòåëüíîé �óíêöèè. Äîêàæåì, ÷òî íà

ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ax ↑↑ . Ïóñòü x è y � äåéñòâè-

òåëüíûå ÷èñëà, è ïóñòü x < y . Âûáåðåì ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà s è

s′ òàê, ÷òîáû x < s < s′ < y . Òîãäà äëÿ ëþáîãî r < x < s , ãäå r

4)
" e � îñîáåííîå îñíîâàíèå, y = ex = expx . Çàñëóãà Ýéëåðà." (Ñ.Á.Ñ.)
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�èñ. 4.16. Ïîêàçàòåëüíàÿ �óíêöèÿ.

ðàöèîíàëüíî, ar < as , çíà÷èò ax = sup
r<x

ar ≤ as . Òîãäà

ax ≤ as < as
′ ≤ sup

r′<y

ar
′

= ay

è ax åñòü ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ �óíêöèÿ. ◮

á) Íåïðåðûâíîñòü ïîêàçàòåëüíîé �óíêöèè. Äîêàæåì, ÷òî

ax ∈ C(−∞,∞) . �àññìîòðèì äëÿ λ > 0 è n ∈ N ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü (1 + λ)n . Èñïîëüçóÿ áèíîì Íüþòîíà, ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî

(1 + λ)
n ≥ 1 + nλ.

Ïóñòü (1 + λ)n = µ . Òîãäà µ
1
n = 1 + λ , λ = µ

1
n − 1 . Ïîäñòàâèâ â

íåðàâåíñòâî, ïîëó÷èì

µ ≥ 1 + n
(

µ
1
n − 1

)

,
µ− 1

n
≥ µ

1
n − 1,

îòêóäà a
1
n − 1 ≤ a

n
.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x ∈ R . Ïóñòü h > 0 . �àññìîòðèì
ðàçíîñòü ax+h − ax . Âûáåðåì òàêèå ðàöèîíàëüíûå r è s, äëÿ êîòî-

ðûõ r < x < x + h < s . Òàê êàê ax ↑ , òî ax+h < as , ax > ar ,
è

ax+h − ax < as − ar = ar(as−r − 1) < ax(as−r − 1).

Åñëè s−r < 1
n
, òî as−r−1 < a

1
n −1 ≤ a

n
. Çíà÷èò, åñëè s−r < 1

n
, òî

ax+h − ax < axa
n

< ε , òàê êàê âåëè÷èíó

axa
n

ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü

óãîäíî ìàëîé äëÿ ëþáîãî n ≥ n(ε) . Òàêèì îáðàçîì, åñëè h < 1
n
,

òî ìîæíî íàéòè s è r òàêèå, ÷òî s < r < 1
n
è ax+h−ax < ε . Çíà÷èò

�óíêöèÿ ax íåïðåðûâíà ñïðàâà. Àíàëîãè÷íî ïðè h < 0 ïîëó÷èì

íåïðåðûâíîñòü ñëåâà. Ñëåäîâàòåëüíî, ax ∈ C(−∞,∞) . ◮

â) Ñâîéñòâî ax ·ay = ax+y . Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàöèîíàëü-
íûõ ÷èñåë rn → x è sn → y (n→ ∞) . Òîãäà arn · asn = arn+sn .
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Óñòðåìèì n ê ∞ . Òîãäà, â ñëåäñòâèè íåïðåðûâíîñòè ïîêàçàòåëüíîé

�óíêöèè, arn → ax , asn → ay , arn+sn → ax+y . Ýòî è äîêàçûâàåò,
÷òî ax · ay = ax+y . ◮

Çàìå÷àíèå. Ëîãàðè�ìè÷åñêàÿ �óíêöèÿ y = loga x íåïðåðûâíà ïî

òåîðåìå îá îáðàòíîé �óíêöèè.

Ëåêöèÿ 18

(03.11.67)

19.2. Íåïðåðûâíîñòü ïðîñòåéøèõ

ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé

1). Ìíîãî÷ëåí P (x) . Ôóíêöèÿ y = x , î÷åâèäíî, íåïðåðûâíà.
Ìíîãî÷ëåí P (x) åñòü ñóììà íåïðåðûâíûõ �óíêöèé âèäà aix

i
, ò. å.

òîæå íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ.

2). �àöèîíàëüíàÿ �óíêöèÿ R(x) = P (x)

Q(x)
íåïðåðûâíà â òî÷-

êàõ x , äëÿ êîòîðûõ Q(x) 6= 0 , ò. å. îáëàñòü íåïðåðûâíîñòè ðàöèî-

íàëüíîé �óíêöèè ñîâïàäàåò ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè.

3). Ñòåïåííàÿ �óíêöèÿ y = xα . Äëÿ α = n ( n ∈ N )

y = xn � íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ. Òîãäà äëÿ x ≥ 0 îáðàòíàÿ �óíê-

öèÿ x = y
1
n
ñóùåñòâóåò è íåïðåðûâíà. Çíà÷èò äëÿ ðàöèîíàëüíûõ

α �óíêöèÿ y = xα � íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ.

Ïóñòü α > 0 � èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà îáëàñòü îïðåäåëå-

íèÿ y = xα åñòü [0,∞) . Â íóëå ýòà �óíêöèÿ íåïðåðûâíà, òàê êàê

0 ≤ y = xα < xr ïðè 0 < r < α äëÿ 0 < x < 1 .
Ïóñòü òåïåðü x > 0 . Òàê êàê y = xα = eα lnx

, òî ýòî åñòü ñëîæíàÿ

�óíêöèÿ îò íåïðåðûâíûõ �óíêöèé, è çíà÷èò, òîæå íåïðåðûâíà.

4). Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå �óíêöèè. �àññìîòðèì y = sinx .
Ôóíêöèÿ sinx íåïðåðûâíà â íóëå, òàê êàê lim

x→0

sin x
x

= 1 è çíà÷èò,

sinx = O(x) . Òàê êàê

sin(x+ h) = sinx · cos h+ cosx · sin h,

sin(x+ h)− sinx = sinx · (cos h− 1) + cosx · sin h,

òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî sin(x+ h)− sinx→ 0 ïðè h→ 0 .
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�èñ. 4.17. Ôóíêöèÿ

1
x
íà ìíîæåñòâå x > 0 .

cosx ïîëó÷àåòñÿ èç sinx ñäâèãîì àðãóìåíòà, à îñòàëüíûå òðè-

ãîíîìåòðè÷åñêèå �óíêöèè ïîëó÷àþòñÿ èç sinx è cosx äåëåíè-

åì. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå �óíêöèè íåïðåðûâíû

â ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

5). Îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå �óíêöèè íåïðåðûâíû,

êàê îáðàòíûå ê òðèãîíîìåòðè÷åñêèì �óíêöèÿì.

Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà î íåïðåðûâíîñòè ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé. Âñÿêàÿ

ýëåìåíòàðíàÿ �óíêöèÿ íåïðåðûâíà âî âñåé îáëàñòè ñâîåãî îïðåäå-

ëåíèÿ.

Ïðèìåð.Ïî òåîðåìå î ïåðåõîäå ê ïðåäåëó ïîä çíàêîì íåïðåðûâíîé

�óíêöèè ïîëó÷èì

lim
x→0

ln(1 + x)

x
= lim

x→0
ln (1 + x)

1
x = ln( lim

x→0
(1 + x)

1
x ) = ln e = 1.

� 20. �àâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü

Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà X , X ⊂ R è f ∈ C(X) ,
ò. å. äëÿ êàæäîãî x0 ∈ X âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ∀ ε > 0 ∃ δ > 0
∀x ∈ X , |x− x0| < δ , |f(x)− f(x0)| < ε . Çäåñü δ çàâèñèò è îò x0
è îò ε .

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f(x) , x ∈ X , X ⊂ R , íàçûâàåòñÿ ðàâ-

íîìåðíî íåïðåðûâíîé íà X, åñëè ∀ε > 0 ∃ δ > 0 ∀x, x0 ∈ X
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�èñ. 4.18. Ôóíêöèÿ sin 1
x
íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà

ìíîæåñòâå x > 0 .

|x− x0| < δ , |f(x)− f(x0)| < ε .
Òàêèì îáðàçîì, ïðè ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè �óíêöèé çíà-

÷åíèÿ �óíêöèè áëèçêè, êàê òîëüêî áëèçêè àðãóìåíòû, ãäå áû îíè

íè íàõîäèëèñü.

Ïðèìåðû. 1) �àññìîòðèì �óíêöèþ y = 1
x
, x > 0 (ðèñ. 4.17).

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 è äëÿ ëþáîé òî÷êè x0 > 0 âûáåðåì

δ òàê, ÷òîáû δ -îêðåñòíîñòü òî÷êè x0 ñîäåðæàëàñü â îáëàñòè îïðå-

äåëåíèÿ �óíêöèè. Òîãäà δ < x0 è çàâèñèò îò x0 , à íå òîëüêî îò
ε . Ôóíêöèÿ õîòÿ è íåïðåðûâíà, íî íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðå-

ðûâíîé. Îòìåòèì, ÷òî �óíêöèÿ íåîãðàíè÷åíà íà ëþáîì èíòåðâàëå

(0, b) , b > 0 .
2) Ôóíêöèÿ sin 1

x
∈ C (0,∞) (ðèñ. 4.18) îãðàíè÷åíà, íî, òåì íå

ìåíåå, δ òîæå çàâèñèò îò ε è x0 .
3) Äëÿ �óíêöèè y = x2 (ðèñ. 4.19) íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé

(x0 + h)
2 − x20 = 2x0h + h2 > 2x0h , çíà÷èò δ òîæå çàâèñèò îò

ε è x0 .
Òåîðåìà Êàíòîðà î ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè. Ïóñòü

�óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b] . Òîãäà
îíà ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà ýòîì îòðåçêå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîêàæåì, ÷òî ïðåäïîëîæèâ ïðîòèâíîå,

ìû íàéäåì òî÷êó ðàçðûâà �óíêöèè. Èòàê, ïóñòü �óíêöèÿ f(x)
íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà [a, b] . Çíà÷èò ∃ ε0 > 0
∀δ > 0 ∃ x, x0 ∈ X , |x− x0| < δ , |f(x)− f(x0)| ≥ ε0 . Ïóñòü
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�èñ. 4.19. Ôóíêöèÿ x2 íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà

âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü δn ↓↓ 0 ( n→ ∞ ). Çà�èêñèðóåì ε0 . Òîãäà ∀n
∃xn, x′n , |xn − x′n| < δn , |f(xn)− f(x′n)| ≥ ε0 . Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{xn} ïðèíàäëåæèò [a, b] , ò. å. îãðàíè÷åíà. Âûäåëèì èç íåå ïîäïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü {xnk
} , ñõîäÿùóþñÿ ê α . Òîãäà x′nk

→ α , òàê êàê
∣

∣xnk
− x′nk

∣

∣ < δn è f(xnk
) → f(α) , f(x′nk

) → f(α) (k → ∞) , ÷òî
ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîñòè, è çíà÷èò f(xnk

)−f(x′nk
) → 0 (k → ∞) .

À âûøå ìû ïîëó÷èëè, ÷òî

∣

∣f(xnk
)− f(x′nk

)
∣

∣ ≥ ε0 . Ïîëó÷åííîå ïðî-
òèâîðå÷èå è äîêàçûâàåò òåîðåìó. ◮

Ñëåäñòâèå. Åñëè íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà [a, b] ,
òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìîæíî óêàçàòü òàêîå ÷èñëî δ , ÷òî êîëå-
áàíèå �óíêöèè íà ëþáîì îòðåçêå ∆ äëèíû |∆| < δ áóäåò ìàëî:

∀ε > 0 ∃ δ > 0 ∀∆ , |∆| < δ , ω (f,∆) < ε .
Çàìå÷àíèå. Íåïðåðûâíîñòü �óíêöèè ñîâïàäàåò ñ ðàâíîìåðíîé

íåïðåðûâíîñòüþ â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ: 1) îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ

�óíêöèè êîíå÷íà; 2) �óíêöèÿ çàäàíà íà êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå.

Êîìïàêòíîñòü áóäåò ðàññìîòðåíà ïîçæå, îòìåòèì òîëüêî, ÷òî îò-

ðåçîê åñòü êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî.
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×àñòü II

ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÎÅ

ÈÑ×ÈÑËÅÍÈÅ

ÔÓÍÊÖÈÉ

ÎÄÍÎÉ ÏÅ�ÅÌÅÍÍÎÉ
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�ëàâà 5

Äè��åðåíöèðîâàíèå

�óíêöèé

Ëåêöèÿ 19

(10.11.67)

Ïóñòü �óíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå M ⊂ R è x0 �

âíóòðåííÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà M ( x0 ∈Mi ). Áóäåì èçó÷àòü ëîêàëü-

íîå ïîâåäåíèå �óíêöèè âáëèçè òî÷êè x0 . Çíà÷èò, ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî �óíêöèÿ çàäàíà íà èíòåðâàëå (α, β) . Èòàê, ïóñòü �óíêöèÿ çà-
äàíà íà ìíîæåñòâå M = ∆ = (α, β) .

� 21. Ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé

Çàäà÷à äè��åðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ � èçó÷åíèå ïîâåäåíèÿ �óíê-

öèè âáëèçè âíóòðåííèõ òî÷åê îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ (òî÷êà çðåíèÿ

Ëåéáíèöà).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �óíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà íà èíòåðâàëå

(α, β) , x0 ∈ (α, β) . Îáîçíà÷èì ∆x0 = x − x0 � ïðèðàùåíèå àð-

ãóìåíòà, òîãäà ñîîòâåòñòâóþùåå ïðèðàùåíèå �óíêöèè â òî÷êå x0
áóäåò

∆y0 = y − y0 = f(x)− f(x0) = f(x0 +∆x0)− f(x0) =

= ϕ = ϕ (f, x0,∆x0) .

89



Ïðèðàùåíèå �óíêöèè çàâèñèò îò �óíêöèè f(x) , îò òî÷êè x0 è îò

∆x0 .
Îïðåäåëåíèå. Åñëè äëÿ �óíêöèè f(x) â òî÷êå x0 ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî

∆y0 = A(x0)∆x0 + o(∆x0) (∆x0 → 0),

òî �óíêöèÿ íàçûâàåòñÿ äè��åðåíöèðóåìîé â òî÷êå x0 , à âûðàæå-
íèå A(x0)∆x0 íàçûâàåòñÿ äè��åðåíöèàëîì �óíêöèè f(x) â òî÷êå

x0 è îáîçíà÷àåòñÿ A(x0)∆x0 = df = dy .
Òàêèì îáðàçîì, åñëè �óíêöèÿ äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå x0 , òî

∆y = dy + o(∆x0) (∆x0 → 0),

ò. å. äè��åðåíöèàë dy = A(x0)∆x0 � ãëàâíàÿ ëèíåéíàÿ ÷àñòü ïðè-

ðàùåíèÿ �óíêöèè. Âåëè÷èíà ∆y−dy = o (∆x0) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ
áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà.

Îïðåäåëåíèå. Ïðîèçâîäíîé f ′(x0) �óíêöèè f(x) â òî÷êå x0 íà-

çûâàåòñÿ ïðåäåë îòíîøåíèÿ ïðèðàùåíèÿ �óíêöèè ê âûçâàâøåìó

åãî ïðèðàùåíèþ àðãóìåíòà ïðè ñòðåìëåíèè ýòîãî ïðèðàùåíèÿ àð-

ãóìåíòà ê 0: f ′(x0) = lim
∆x0→0

∆y0
∆x0

.

Èç âûðàæåíèÿ äëÿ äè��åðåíöèàëà ñëåäóåò

∆ y0
∆x0

= A(x0)+ o (1)
(∆x0 → 0) , îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè ó �óíêöèè ñóùåñòâóåò äè�-
�åðåíöèàë, òî A(x0) = f ′(x0) è dy = f ′(x0) ∆x0 .

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ó �óíêöèè ñóùåñòâóåò äè��åðåíöèàë â

òî÷êå x0 , òî �óíêöèÿ èìååò ïðîèçâîäíóþ f ′(x0) â òî÷êå x0 .
Ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) �óíêöèè f(x) îïðåäåëåíà íà íåêîòîðîì

ìíîæåñòâå M ⊂ (α, β) . Ôóíêöèè f(x) ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå åå

ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) íà ìíîæåñòâå M , ò. å. èìååì îïåðàòîð äè��å-

ðåíöèðîâàíèÿ: f
D−→ f ′

èëè Df = f ′
.

Çàìå÷àíèå. Èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîèçâîäíîé �óíêöèè ñëåäóåò íå-

ïðåðûâíîñòü �óíêöèè è åå ãëàäêîñòü. Ñ òî÷êè çðåíèÿ Íüþòîíà

êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé ïðèíàäëåæèò ê ñåêóùèì ýòîé êðèâîé. Ïðè

ñòðåìëåíèè òî÷êè M (x0 +∆x0, y0 +∆y0) íà ãðà�èêå �óíêöèè

ê òî÷êå M0 (x0, y0) ìåíÿåòñÿ óãëîâîé êîý��èöèåíò kM ñåêóùåé:

lim
M→M0

kM = k0 = f ′(x0) . Ñåêóùàÿ L ãðà�èêà �óíêöèè, ïðîõîäÿ-

ùàÿ ÷åðåç òî÷êè M0 è M , ñòðåìèòñÿ ê êàñàòåëüíîé ê ãðà�èêó L0 :

y = y0 + k0(x− x0) . Òîãäà ∀ε > 0 ∃∆ = ∆(ε) ∀∆x0 ( |∆x0| < ∆ )
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�èñ. 5.1. �ëàäêîñòü �óíêöèè.

áóäåò âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå: k0 − ε < ∆y0
∆x0

< k0 + ε . Ñëåäîâàòåëü-
íî, ãðà�èê �óíêöèè ïðè |x− x0| < ∆ çàêëþ÷åí ìåæäó ïðÿìûìè ñ

òàíãåíñàìè óãëîâ íàêëîíà k0−ε è k0+ε , ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç òî÷-
êó (x0, y0) (ðèñ. 5.1). Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ

"ãëàäêîé" â òî÷êå M0 .

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü �óíêöèÿ ϕ(x) îïðåäåëåíà íà îòðåçêå [a, b]
è äëÿ âñåõ òî÷åê x, x′ ∈ [a, b] óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

|ϕ(x) − ϕ(x′)| ≤ K |x− x′|α ,

ãäå 0 < α ≤ 1 . Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî �óíêöèÿ ϕ(x) óäîâëåòâîðÿåò

íà îòðåçêå [a, b] óñëîâèþ Ëèïøèöà ïîðÿäêà α ñ êîíñòàíòîé K.

Êëàññ �óíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ Ëèïøèöà ïîðÿäêà α ñ

êîíñòàíòîé K, áóäåì îáîçíà÷àòü LipKα .
Çàìåòèì, ÷òî èç óñëîâèÿ Ëèïøèöà ëþáîãî ïîðÿäêà α ñëåäóåò

íåïðåðûâíîñòü, íî íå íàîáîðîò.

Ïðèìåð

1)
. Ôóíêöèÿ y =

√
1− x2 ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà îò-

ðåçêå [−1, 1] , íî íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïîðÿäêà 1.

Òåîðåìà. Åñëè �óíêöèÿ äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå, òî îíà íå-

ïðåðûâíà â ýòîé òî÷êå è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà

ïîðÿäêà 1.

Ä î ê à ç ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü �óíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà äëÿ

x ∈ (α, β) , x0 ∈ (α, β) è ñóùåñòâóåò f ′(x0) . Òîãäà ∃ a > 0 ∃K
1)
Ôóíêöèÿ

1
lnx

, äîîïðåäåëåííàÿ íóëåì â òî÷êå x = 0 , äàåò ïðèìåð íåïðå-

ðûâíîé íà [0, 0.5] �óíêöèè, íå ïðèíàäëåæàùåé êëàññó LipKα íè ïðè êàêîì

α . (�åä.)
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∀ |∆x0| ≤ a
∣

∣

∣

∆y0
∆x0

∣

∣

∣ ≤ K , îòêóäà |∆y0| ≤ K |∆x0| (|∆x0| ≤ a) ,

÷òî è îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Ëèïøèöà ïîðÿäêà 1. Èç

óñëîâèÿ Ëèïøèöà ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü �óíêöèè â òî÷êå x0 . ◮

Çàìåòèì, ÷òî èç íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè åå äè��åðåíöèðóå-

ìîñòü íå ñëåäóåò.

Ïðèìåð. Ôóíêöèÿ y = y0 − |x− x0| (ðèñ. 5.2) íåïðåðûâíà â òî÷-
êå x0 , íî íå ÿâëÿåòñÿ äè��åðåíöèðóåìîé â òî÷êå x0 (íå èìååò

ïðîèçâîäíîé â òî÷êå x0 ).

�èñ. 5.2. Ôóíêöèÿ íå èìååò ïðîèçâîäíîé â òî÷êå x0 .

Òåîðåìà. Ïóñòü �óíêöèÿ èìååò ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå x0 . Òîãäà
îíà äè��åðåíöèðóåìà â ýòîé òî÷êå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ñóùåñòâóåò f ′(x0) = lim
∆x0→0

∆y0
∆x0

.

Çíà÷èò f ′(x0) =
∆y0
∆x0

+ o(1) (∆x0 → 0) . Òîãäà

f ′(x0) ∆x0 = ∆y0 + o(∆x0) (∆x0 → 0)

è

∆y0 = f ′(x0)∆x0 + o(∆x0) (∆x0 → 0) .

Òàêèì îáðàçîì, ïðèðàùåíèå �óíêöèè èìååò ãëàâíóþ ëèíåéíóþ

÷àñòü, ò. å. äè��åðåíöèàë â òî÷êå dy = f ′(x0) ∆x0 , è �óíêöèÿ

äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå x0 . ◮

�àññìîòðèì �óíêöèþ y = x . Ïðèðàùåíèå ýòîé �óíêöèè â òî÷-
êå x0 ðàâíî ∆x0 , ò. å. dx = ∆x . Áóäåì îáîçíà÷àòü ïðèðàùåíèå

∆x íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé dx . Òîãäà dy = f ′(x) dx è f ′(x) = dy
dx

� îáîçíà÷åíèå Ëåéáíèöà äëÿ ïðîèçâîäíîé � îòíîøåíèå äè��åðåí-

öèàëà çàâèñèìîé ïåðåìåííîé ê äè��åðåíöèàëó íåçàâèñèìîé ïåðå-

ìåííîé.
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� 22. Ïðàâèëà äè��åðåíöèðîâàíèÿ

22.1. Äè��åðåíöèðîâàíèå � ëèíåéíàÿ îïåðàöèÿ

Ïóñòü �óíêöèè f è g äè��åðåíöèðóåìû â òî÷êå x . Òîãäà äëÿ

ëþáîé ïîñòîÿííîé α (αf)
′
= αf ′

è (f + g)
′
= f ′ + g′ . Ýòî ñëåäóåò

èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîéñòâ ïðåäåëîâ.

Ëåêöèÿ 20

(15.11.67)

22.2. �åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë

äè��åðåíöèðóåìîñòè

Îïðåäåëåíèå. Íàêëîííàÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó

M0 (x0, y0) , íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíîé ê ãðà�èêó �óíêöèè â òî÷êå

x0 , åñëè ðàçíîñòü îðäèíàò òî÷åê ãðà�èêà è ïðÿìîé ïðè ∆x → 0
åñòü o(∆x) .
Òåîðåìà (ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äè��åðåíöèðóåìîñòè).

Ôóíêöèÿ y = f(x) äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå x0 òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà ó ãðà�èêà �óíêöèè èìååòñÿ êàñàòåëüíàÿ â ýòîé

òî÷êå. Ïðè ýòîì óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé èìååò âèä

Y − y0 = f ′(x0)(x − x0) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü �óíêöèÿ äè��åðåíöèðóåìà â

òî÷êå x0 . Òîãäà y − y0 = f ′(x0)∆x0 + o(∆x0) è, çíà÷èò, ïðÿìàÿ

Y = y0 + f ′(x0)(x − x0) � êàñàòåëüíàÿ, òàê êàê y − Y = o(∆x) .
Îáðàòíî, åñëè äëÿ êàêîé-íèáóäü ïðÿìîé Y = y0 + A(x − x0) âû-

ïîëíÿåòñÿ óñëîâèå y − Y = o(∆x) , òî

y − y0 = A∆x0 + o(∆x0) ,

ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ äè��åðåíöèðóåìà è A = f ′(x0) . ◮

Îòìåòèì, ÷òî dy = Y −y0 � ïðèðàùåíèå êàñàòåëüíîé (ðèñ. 5.3),

à f ′(x0) � òàíãåíñ óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé.

Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó M0 (x0, y0) è îðòîãîíàëüíàÿ

êàñàòåëüíîé íàçûâàåòñÿ íîðìàëüþ �óíêöèè â ýòîé òî÷êå. Óðàâíå-

íèå íîðìàëè �óíêöèè

Y − y0 = − 1

f ′(x0)
(x− x0) .
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�èñ. 5.3. �åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äè��åðåíöèðóåìîñòè.

22.3. Ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé

Ïóñòü òî÷êà äâèæåòñÿ ïî îñè, s(t) � ïåðåìåùåíèå òî÷êè îò íà÷àëà

äâèæåíèÿ. Òîãäà

∆s
∆ t

= v � ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü çà âðåìÿ ∆t . Åñëè

óñòðåìèì ∆t → 0 , òî ïîëó÷èì lim
∆ t→0

∆s
∆ t

= v(t0) � ñêîðîñòü äâè-

æåíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè t0 . Òîãäà ds = v(t0)∆t � äëèíà îòðåçêà

ïóòè, êîòîðûé òî÷êà ïðîøëà áû çà âðåìÿ ∆t , åñëè áû ñòàëà äâè-

ãàòüñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v(t0) .

x

y

x0= 0

�èñ. 5.4. f(x) = signx , f ′(0) = +∞ .
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Çàìå÷àíèå. Åñëè lim
∆x→0

∆y
∆x

= +∞ (èëè lim
∆x→0

∆y
∆x

= −∞ ), òî ãîâî-

ðÿò, ÷òî �óíêöèÿ èìååò áåñêîíå÷íóþ ïðîèçâîäíóþ. Â ýòîì ñëó÷àå,

åñëè �óíêöèÿ íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 , òî ñ÷èòàþò, ÷òî x = x0 � êà-

ñàòåëüíàÿ ê ãðà�èêó �óíêöèè â òî÷êå x0 (ñì. ïðèìåðû íà ðèñ. 5.4

è ðèñ. 5.5).

�èñ. 5.5. f(x) = 3
√
x , f ′(0) = +∞ ; x = 0 � âåðòèêàëüíàÿ êàñàòåëü-

íàÿ.

22.4. Ïðàâèëà äè��åðåíöèðîâàíèÿ

Òåîðåìà. Ïóñòü �óíêöèè u = u(x) è v = v(x) îïðåäåëåíû â

îêðåñòíîñòè òî÷êè x è äè��åðåíöèðóåìû â ýòîé òî÷êå. Òîãäà èõ

ñóììà, ðàçíîñòü, ïðîèçâåäåíèå, à åñëè v(x) 6= 0 , òî è ÷àñòíîå

u(x)
v(x) , äè��åðåíöèðóåìû â òî÷êå x è âåðíû �îðìóëû

1) (u(x)± v(x))
′
= u′(x)± v′(x) ;

2) (u(x) · v(x))′ = u′(x)v(x) + u(x)v′(x) ;

3)

(

u(x)

v(x)

)′
=
u′(x)v(x) − u(x)v′(x)

v2(x)
(v(x0) 6= 0) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàäàäèì ïðèðàùåíèå ∆x = h íåçàâèñèìîé

ïåðåìåííîé, ïðè ýòîì �óíêöèè u è v ïîëó÷àò ïðèðàùåíèÿ ∆u è

∆v .
1) Ïóñòü f(x) = u(x) + v(x) . Òîãäà �óíêöèÿ f ïîëó÷èò ïðèðà-

ùåíèå

∆ f = f(x+ h)− f(x) = u(x+ h) + v(x + h)− (u(x) + v(x)) =

= u(x+ h)− u(x) + v(x+ h)− v(x) = ∆u+∆v .
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Ñëåäîâàòåëüíî

lim
h→0

∆f

h
= lim

h→0

(

∆u

h
+

∆v

h

)

= u′(x) + v′(x) .

Àíàëîãè÷íî äëÿ ðàçíîñòè �óíêöèé.

2) Ïóñòü g(x) = u(x)v(x) . Òîãäà �óíêöèÿ g ïîëó÷èò ïðèðàùå-

íèå

∆g = g(x+ h)− g(x) = u(x+ h) · v(x+ h)− u(x)v(x) =

= u(x+ h)v(x + h)− u(x)v(x + h) + u(x)v(x + h)− u(x)v(x) =

= ∆u · v(x + h)− u(x) ·∆v .

Îòñþäà, òàê êàê �óíêöèÿ v(x) äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå x , çíà-
÷èò, íåïðåðûâíà â ýòîé òî÷êå è lim

h→0
v(x+ h) = v(x) , ñëåäóåò

g′(x) = lim
h→0

∆g

h
= lim

h→0

∆u

h
lim
h→0

v(x + h) + u(x) lim
h→0

∆v

h
=

= u′(x)v(x) + u(x)v′(x) .

3) Ïóñòü ϕ(x) = u(x)
v(x) è v(x) 6= 0 . Òîãäà ∃O(x) ∀ x+ h ∈ O(x)

v(x+ h) 6= 0 è

∆ϕ =
u(x+ h)

v(x + h)
− u(x)

v(x)
=

=
u(x+ h)v(x)− u(x)v(x) − u(x)v(x + h) + u(x)v(x)

v(x)v(x + h)
=

=
∆u · v(x)− u(x) ·∆v

v(x)v(x + h)
.

Òàê êàê v(x) äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå x , òî îíà íåïðåðûâíà â

ýòîé òî÷êå, ñëåäîâàòåëüíî, lim
h→0

v(x+ h) = v(x) , è

ϕ′(x) = lim
h→0

∆ϕ

h
= lim
h→0

∆u
h
v(x) − u(x)∆v

h

v(x) v(x+ h)
=

=

(

lim
h→0

∆u
h

)

v(x) − u(x)

(

lim
h→0

∆v
h

)

v(x) lim
h→0

v(x+ h)
=
u′(x)v(x) − u(x)v′(x)

v2(x)
. ◮
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Òåîðåìà î ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé �óíêöèè. Ïóñòü u(x) äè�-

�åðåíöèðóåìà â òî÷êå x0 è u0 � åå çíà÷åíèå â òî÷êå x0 . Ïóñòü
y = f(u) äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå u0 . Òîãäà ñëîæíàÿ �óíêöèÿ

F (x) = f (u(x)) äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå x0 è èìååò ìåñòî �îð-

ìóëà F ′(x0) = f ′(u0) · u′(x0) .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ôóíêöèÿ f äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå u0 .
Ñëåäîâàòåëüíî ïðèðàùåíèå �óíêöèè f â òî÷êå u0 ñ øàãîì ∆u = k
ðàâíî

∆kf(u0) = f ′(u0) · k + α(k) · k ,
ãäå lim

k→0
α(k) = 0 . Ïîëîæèì α(0) = 0 . Òîãäà α ∈ C(0) è �îðìóëà

∆kf(u0) = f ′(u0) · k + α(k) · k âåðíà òàêæå è ïðè k = 0 . Ïóñòü

∆hu(x0) = u(x0 + h)− u(x0) .

�àññìîòðèì

∆F (x0) = f (u(x0 + h))− f (u(x0)) =

= f (u(x0) + ∆hu(x0))− f (u(x0)) = ∆k=∆hu(x0)F (x0) =

= f ′(u0)∆hu(x0) + α (∆hu(x0))∆hu(x0) .

Òîãäà

F ′(x0) = lim
h→0

∆hF (x0)

h
=

= f ′(u0) · lim
h→0

∆hu(x0)

h
+ lim
h→0

α (∆hu(x0)) lim
h→0

∆hu(x0)

h
.

Çäåñü �óíêöèÿ u(x) äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå x0 , çíà÷èò, u(x)
íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 , è ñëåäîâàòåëüíî,

lim
h→0

∆hu(x0) = lim
h→0

(u(x0 + h)− u(x0)) = 0 ,

íî òîãäà è

lim
h→0

α (∆hu(x0)) = α(0) = 0 ,

òàê êàê α ∈ C(0) . Ïîýòîìó

F ′(x0) = f ′(u0) · u′(x0) + 0 · u′(x0) = f ′(u0) u
′(x0) .

Ìû ïîëó÷èëè �îðìóëó

(f(u(x)))
′
= f ′(u(x)) · u′(x) . ◮
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22.5. Èíâàðèàíòíîñòü �îðìû äè��åðåíöèàëà

ïåðâîãî ïîðÿäêà

Â ïðåäûäóùåé òåîðåìå ìû ïîëó÷èëè �îðìóëó äëÿ ïðîèçâîäíîé

ñëîæíîé �óíêöèè y′x = y′u · u′x . Òîãäà äëÿ äè��åðåíöèàëà

df(x0) = dy = y′xdx = y′u · u′xdx = y′u · du = F ′(u0)du ,

è çíà÷èò, dy = y′udu . Â äðóãèõ îáîçíà÷åíèÿõ, åñëè y = y(x) , à
x = ϕ(t) ïîëó÷èì dy = y′xdx . Íî ýòà æå �îðìóëà âåðíà äëÿ äè�-

�åðåíöèàëà �óíêöèè, êîãäà x � íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ. Ýòî è

çíà÷èò, ÷òî èìååò ìåñòî ñâîéñòâî èíâàðèàíòíîñòè �îðìû ïåðâîãî

äè��åðåíöèàëà.

Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê ïðîèçâîäíàÿ y′ = dy
dx

, òî äëÿ ïðîèçâîäíîé

ñëîæíîé �óíêöèè ïîëó÷àåòñÿ �îðìóëà

dy
dx

= dy
du

· du
dx

.

22.6. Äè��åðåíöèðóåìîñòü îáðàòíîé �óíêöèè

Òåîðåìà (äè��åðåíöèðóåìîñòü îáðàòíîé �óíêöèè).

Ïóñòü �óíêöèÿ y = y(x) îïðåäåëåíà, ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñ-

òàåò (óáûâàåò) è íåïðåðûâíà â îêðåñòíîñòè O(x0) òî÷êè x0 .
Îáîçíà÷èì y0 = f(x0) . Òîãäà, åñëè ñóùåñòâóåò f ′(x0) 6= 0 , òî
ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ îáðàòíîé �óíêöèè ϕ′(y0) =

1
f ′(x0)

, ò.å.

x′y = 1
y′x
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äàäèì ïðèðàùåíèå ∆y , òîãäà ∆x
� ïðèðàùåíèå îáðàòíîé �óíêöèè. �àññìîòðèì

∆x
∆y (çàìåòèì, ÷òî

∆y 6= 0 ⇒ ∆x 6= 0 � ñëåäñòâèå ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè, ∆y → 0 ⇒
∆x → 0 � ñëåäñòâèå íåïðåðûâíîñòè). Òîãäà ïî òåîðåìå î ïðåäåëå

ñëîæíîé �óíêöèè

lim
∆y→0

∆x

∆y
= lim

∆y→0

1
∆y
∆x

=
1

lim
∆y→0

∆y
∆x

=
1

lim
∆x→0

∆y
∆x

=
1

y′x
.

Òàêèì îáðàçîì, x′y = 1
y′x
. ◮
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Ëåêöèÿ 21

(17.11.67)

� 23. Ïðîèçâîäíûå ýëåìåíòàðíûõ

�óíêöèé

1) Åñëè f(x) ≡ c , c = onst , òî

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
= lim
h→0

c− c

h
= 0 .

2)

(sinx)
′
= lim

h→0

sin(x + h)− sinx

h
= lim

h→0
2 · sin

h
2 · cos

(

x+ h
2

)

h
=

= lim
h→0

sin h
2

h
2

lim
h→0

cos

(

x+
h

2

)

= cosx ,

òàê êàê cosx � íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ.

3) (cosx)
′
=

(

sin
(

x+ π
2

))′
= cos

(

x+ π
2

)

· 1 = − sinx .
4)

(tgx)′ =
cosx · cosx− sinx · (− sinx)

cos2 x
=

1

cos2 x
, cosx 6= 0 .

5) (ctgx)′ = − 1
sin2 x

, sinx 6= 0 .
6) Ïóñòü f(x) = loga x , a > 0 , a 6= 1 . Èìååì

∆f = loga(x+ h)− loga(x) = loga

(

1 +
h

x

)

.

Òàê êàê u(h) =
(

1 + h
x

)
x
h
� íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ è lim

h→0
u(h) = e ,

òî

f ′(x) = lim
h→0

∆f

h
= lim

h→0

1

h
loga

(

1 +
h

x

)

= lim
h→0

x

h

loga
(

1 + h
x

)

x
=

= lim
h→0

1

x
loga

(

1 +
h

x

)
x
h

=
1

x
lim
h→0

loga u(h) =
1

x ln a
.
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7)

(lnx)′ =
1

x
.

8) Ïóñòü f(x) = ax , a > 0 , a 6= 1 . Èìååì

f ′(x) = lim
h→0

ax+h − ax

h
= ax lim

h→0

ah − 1

h
.

Îáîçíà÷èì u(h) = ah − 1 . Òîãäà ah = 1 + u , h ln a = ln(1 + h) ,

h = ln(1+h)
ln a è

f ′(x) = ax lim
h→0

u

ln(1 + u)
· ln a = ax ln a .

9) Ïóñòü f(x) = xa , x > 0 , a ∈ R . Òàê êàê f(x) = xa = ea ln x ,
òî

f ′(x) = ea ln x · a
x
= xa · a

x
= axa−1 .

Ïðè a > 1

f ′(0) = lim
x→0

f(x)− f(0)

x
= lim
x→0

xa − 0

x
= lim

x→0
xa−1 = 0 .

Åñëè f(x) = x , òî f ′(0) = lim
x→0+

x−0
x

= 1 .

10)

(arcsinx)
′
=

1√
1− x2

.

Ôóíêöèÿ y = arcsinx � îáðàòíàÿ ê �óíêöèè x = sin y ïðè y èç

îòðåçêà

[

−π

2
, π
2

]

. Ïî òåîðåìå î ïðîèçâîäíîé îáðàòíîé �óíêöèè

y′ =
1

x′
=

1

cos y
=

1

+
√

1− sin2 y
=

1√
1− x2

, −1 < x < 1 .

11)

(arccosx)′ = − 1√
1− x2

.

Òàê êàê arccosx = π

2
− arcsinx , òî

(arccosx)
′
= − (arcsinx)

′
= − 1√

1− x2
, −1 < x < 1 .
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12)

(arctgx)
′
=

1

1 + x2
.

Ôóíêöèÿ y = arctg x � îáðàòíàÿ ê �óíêöèè x = tg y ïðè y èç

èíòåðâàëà

(

−π

2
, π
2

)

. Ïî òåîðåìå î ïðîèçâîäíîé îáðàòíîé �óíêöèè

y′ =
1

x′
= cos2 y =

1

1 + tg2y
=

1

1 + x2
.

13)

(arcctgx)
′
= − 1

1 + x2
.

� 24. Ïðîèçâîäíàÿ n-ãî ïîðÿäêà

24.1. Ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ

Ïóñòü �óíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà äëÿ x èç èíòåðâàëà U , èìååò

ïðîèçâîäíóþ y′ = f ′(x) ïðè x ∈ U è ïóñòü òî÷êà x0 ∈ U . Òî-

ãäà ïðîèçâîäíàÿ y′ = f ′(x) îïðåäåëåíà êàê �óíêöèÿ â íåêîòîðîé

îêðåñòíîñòè O(x0) . Îáîçíà÷èì ϕ(x) = f ′(x) ( x ∈ O(x0) ).
Îïðåäåëåíèå. Åñëè ñóùåñòâóåò ϕ′(x0) � ïðîèçâîäíàÿ îò ïåðâîé

ïðîèçâîäíîé �óíêöèè f , òî îíà íàçûâàåòñÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé

�óíêöèè f â òî÷êå x0 , ò. å.

f ′′(x0) = (f ′(x))
′
x=x0

.

Àíàëîãè÷íî, òðåòüåé ïðîèçâîäíîé �óíêöèè f â òî÷êå x0 íàçû-

âàåòñÿ

f ′′′(x0) = (f ′′(x))
′
x=x0

è òàê äàëåå,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f (n)(x0) =
(

f (n−1)(x)
)′

x=x0

� n-àÿ ïðîèçâîäíàÿ, èëè ïðîèçâîäíàÿ n-ãî ïîðÿäêà, �óíêöèè f â

òî÷êå x0 .
Ïðèìåðû.

1) f(x) = ax ( a > 0 ); f ′(x) = ax ln a ; f (n)(x) = ax lnn a .
2) f(x) = ex ; f (n)(x) = ex .
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3) f(x) = sinx ; f ′(x) = cosx = sin(x+ π

2
) ; f (n)(x) = sin(x+nπ

2
) .

Ôîðìóëà äîêàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Òàê êàê

�îðìóëà âåðíà ïðè n = 1 , òî ïðåäïîëîæèâ, ÷òî �îðìóëà âåðíà äëÿ
íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî n, ïîêàæåì, ÷òî îíà âåðíà äëÿ n+ 1 :

f (n+1)(x) = cos
(

x+
nπ

2

)

=

= sin
(

x+ n
π

2
+
π

2

)

= sin
(

x+ (n+ 1)
π

2

)

.

4) Àíàëîãè÷íî, äëÿ f(x) = cosx ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èí-

äóêöèè äîêàçûâàåòñÿ �îðìóëà f (n)(x) = cos(x + nπ
2
) .

5) f(x) = xa , a /∈ N ; f ′(x) = axa−1
, f ′′(x) = a(a− 1)xa−2

, . . . ,

f (n)(x) = a(a− 1)...(a− n+ 1)xa−n .
6) f(x) = lnx ; f ′(x) = 1

x
= x−1

,

f (n)(x) =
(

x−1
)(n−1)

=

= (−1)(−2)... (−(n− 1))x−n = (−1)n+1(n− 1)!x−n .

Óïðàæíåíèå. Ïðîâåðèòü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

Ïóñòü äëÿ �óíêöèé u = u(x) è v = v(x) ñóùåñòâóþò ïðîèçâîä-

íûå ëþáîãî ïîðÿäêà k = 1, 2, ..., n . Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà

îïåðàòîðà äè��åðåíöèðîâàíèÿ n-ãî ïîðÿäêà.

1). Îïåðàòîð äè��åðåíöèðîâàíèÿ n-ãî ïîðÿäêà � ëèíåéíàÿ îïå-

ðàöèÿ, ò. å.

(u+ v)
(n)

= u(n) + v(n); (αu)
(n)

= αu(n) (α = onst) .

2). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî u (0) ïî îïð.

= u . Òîãäà èìååò ìåñòî �îðìóëà
Ëåéáíèöà:

(u · v)(n) = u(n) · v(0) + C1
nu

(n−1) · v(1) + C2
nu

(n−2)v(2) + ...+

+ Cknu
(n−k)v(k) + ...+ u(n)v(0) =

n
∑

k=0

Cknu
(n−k)v(k) .

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Îáî-

çíà÷èì y = uv . Ïðè n = 1 èìååì y′ = u′v + uv′ . Ïóñòü �îðìóëà
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âåðíà äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî n . Òîãäà

y(n+1) = u(n+1) · v +
(

1 + C1
n

)

u(n) · v(1)+
+
(

C1
n + C2

n

)

u(n−1)v(2) + ...+ uv(n+1) =

= u(n+1) · v +
(

C1
n+1

)

u(n) · v(1)+
+
(

C2
n+1

)

u(n−1)v(2) + ...+ uv(n+1) .

Ïðèìåð. Ïóñòü y = (sin 2x)x2 . Òîãäà ïî �îðìóëå Ëåéáíèöà

y(n) =

= (sin 2x)
(n) · x2 + n (sin 2x)

(n−1) · 2x+ n(n− 1)

2
(sin 2x)(n−2)2 + 0 =

= 2nx2 sin
(

2x+ n
π

2

)

+ n2nx · sin
(

2x+ (n− 1)
π

2

)

+

+ n(n− 1)2n−2 sin
(

2x+ (n− 2)
π

2

)

.

3). Èñïîëüçóÿ �îðìóëó Ëåéáíèöà, ìîæíî íàïèñàòü �îðìóëó

äëÿ

(

u
v

)(n)
=

(

u · 1
v

)(n)
.

Óïðàæíåíèå. Íàïèñàòü �îðìóëó äëÿ

(

u
v

)(n)
.

24.2. Äè��åðåíöèàëû âûñøèõ ïîðÿäêîâ

Ïóñòü �óíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà äëÿ x èç èíòåðâàëà U , èìååò

ïðîèçâîäíóþ y′ = f ′(x) äëÿ x ∈ U , è ïóñòü òî÷êà x0 ∈ U . Òîãäà

dy = f ′(x)dx = y′dx .

Ïóñòü äàëåå ∆x = dx , è ∆x áóäåò ïîñòîÿííî ïðè îïðåäåëåíèè

äè��åðåíöèàëîâ âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Òîãäà dy � �óíêöèÿ îò x â U .

Âòîðûì äè��åðåíöèàëîì �óíêöèè â òî÷êå x0 íàçûâàåòñÿ äè��å-

ðåíöèàë îò dy â òî÷êå x0 , ò. å.

d2y = d (dy)|x=x0
.

È òàê äàëåå,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

dny = d
(

dn−1y
)∣

∣

x=x0
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� äè��åðåíöèàë n-ãî ïîðÿäêà.

Åñëè x � íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, è ∆x = const , òî

dy = y′dx ,

d2y = d (y′dx) = dxdy′ = y′′ (dx)2 = y′′dx2 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

dny = y(n)dxn .

Èç ïîñëåäíåé �îðìóëû ñëåäóåò ÷òî y(n) = dny
dxn .

Ïóñòü òåïåðü y = F (x) , x = ϕ(t) � çàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ,

y = F (ϕ(t)) � ñëîæíàÿ �óíêöèÿ îò íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé t .
Òîãäà (çäåñü âñå ïðîèçâîäíûå ïî x )

dy = y′dx ,

d2y = d (y′ · dx) = dy′dx+ y′d (dx) = y′′dx2 + y′d2x .

Ìû âèäèì, ÷òî �îðìóëû äëÿ âòîðûõ äè��åðåíöèàëîâ â ñëó÷àÿõ,

êîãäà x � íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, è êîãäà x = ϕ(t) , ðàçëè÷íûå,
èíâàðèàíòíîñòè �îðìû âòîðîãî äè��åðåíöèàëà íåò. Íî åñëè ϕ(t)
� ëèíåéíàÿ, òî d (dx) = 0 è �îðìóëà ñîõðàíèòñÿ.

24.3. Ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë âòîðîé ïðîèçâîäíîé

Ïóñòü ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà äâèæåòñÿ ïî ïðÿìîé. Åñëè s = s(t)
� ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî íà÷àëà îòñ÷åòà, òî s′(t0) � ñêîðîñòü, à

s′′(t0) � óñêîðåíèå â ìîìåíò âðåìåíè t0 .

� 25. Òåîðåìû î êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèÿõ

Òåîðåìà Ôåðìà. Ïóñòü �óíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà â îêðåñò-

íîñòè O = O(x0) è ïóñòü

à) f(x0) ≥ f(x) ∀x ∈ O (èëè f(x0) ≤ f(x) ∀x ∈ O ), ò.å. â

òî÷êå x0 ýêñòðåìóì;

á) ñóùåñòâóåò f ′(x0) .
Òîãäà f ′(x0) = 0 .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì òåîðåìó äëÿ ñëó÷àÿ f(x0) ≥ f(x)

∀x ∈ O . Ïî îïðåäåëåíèþ f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)−f(x0)
x−x0

. Äëÿ x > x0
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èìååì

f(x)−f(x0)
x−x0

≤ 0 . Òîãäà lim
x→x0+0

f(x)−f(x0)
x−x0

≤ 0 . Îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî f ′(x0) ≤ 0 . Äëÿ x > x0 ïîëó÷èì lim
x→x0−0

f(x)−f(x0)
x−x0

≥ 0 . Çíà÷èò

f ′(x0) ≥ 0 . Èòàê, 0 ≤ f ′(x0) ≤ 0 . Ñëåäîâàòåëüíî, f ′(x0) = 0 . ◮

Òåîðåìà �îëëÿ. Ïóñòü �óíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà íà [a, b] è

à) f íåïðåðûâíà íà [a, b] ;

á) f äè��åðåíöèðóåìà íà (a, b) ;

â) f(a) = f(b) .

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà c ∈ (a, b) , ÷òî f ′(c) = 0 .

x

y

c

�èñ. 5.6. �åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë òåîðåìû �îëëÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê f íåïðåðûâíà íà [a, b] , òî îíà äîñòè-
ãàåò íà ýòîì îòðåçêå ñâîèõ âåðõíåé è íèæíåé ãðàíåé: ∃x0, x1 ∈ [a, b]
M = sup

[a,b]

f(x) = f(x0) , m = inf
[a,b]

f(x) = f(x1) . �àññìîòðèì äâà ñëó-

÷àÿ.

à) M = m . Â ýòîì ñëó÷àå íà îòðåçêå [a, b] f(x) = C = const , è
çíà÷èò, ∀c ∈ (a, b) f ′(c) = 0 .

á) M è m ðàçëè÷íû, è òîãäà m < M . Â ýòîì ñëó÷àå ïî êðàéíåé

ìåðå îäíà èç òî÷åê x0, x1 ïðèíàäëåæèò (a, b) (ââèäó óñëîâèÿ â)

òåîðåìû). Ïóñòü x0 ∈ (a, b) = O , òîãäà x0 � òî÷êà ìàêñèìóìà

�óíêöèè f , f ′(x0) = 0 ïî òåîðåìå Ôåðìà, è c = x0 . ◮

Òåîðåìà Ëàãðàíæà. Ïóñòü y = f(x) îïðåäåëåíà íà [a, b] è

à) f íåïðåðûâíà íà [a, b] ;

á) f äè��åðåíöèðóåìà íà (a, b) .
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Òîãäà íàéäåòñÿ òî÷êà c ∈ (a, b) òàêàÿ, ÷òî

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
.

�èñ. 5.7. �åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë òåîðåìû Ëàãðàíæà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. �àññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ �óíêöèþ

F (x) = f(x)− kx . Ïîäáåðåì êîíñòàíòó k òàê, ÷òîáû F (a) = F (b) ,

ò. å. f(a)−ka = f(b)−kb . Òîãäà k = f(b)−f(a)
b−a è ïðè ýòîì çíà÷åíèè

k �óíêöèÿ F óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû �îëëÿ. Çíà÷èò, ñó-

ùåñòâóåò òî÷êà c ∈ (a, b) òàêàÿ, ÷òî F ′(c) = 0 , ò. å f ′(c) − k = 0 .

Îòêóäà f ′(c) = f(b)−f(a)
b−a . ◮

Ñëåäñòâèå (�îðìóëà Ëàãðàíæà � �îðìóëà êîíå÷íûõ ïðè-

ðàùåíèé). Ïóñòü y = f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [x1, x2] è

äè��åðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå (x1, x2) . Òîãäà íàéäåòñÿ òî÷êà

ξ , x1 < ξ < x2 , òàêàÿ, ÷òî ïðèðàùåíèå �óíêöèè íà îòðåçêå

ðàâíî f(x2)− f(x1) = (x2 − x1)f
′(ξ) .

Çàìå÷àíèÿ. 1 (ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ). Òåîðåìà Ëàã-

ðàíæà óòâåðæäàåò, ÷òî íàéäåòñÿ òî÷êà c ∈ (a, b) , â êîòîðîé êàñà-

òåëüíàÿ ê ãðà�èêó �óíêöèè èìååò óãîë íàêëîíà òàêîé æå, ÷òî è

õîðäà, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè ãðà�èêà ñ àáñöèññàìè a è b (ðèñ. 5.7)

(â òåîðåìå �îëëÿ â òî÷êå c êàñàòåëüíàÿ ãîðèçîíòàëüíà (ðèñ. 5.6)).

2. Òåîðåìó Ëàãðàíæà ìîæíî äîêàçàòü ïðèìåíÿÿ ñâîéñòâà à�-

�èííûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

3. Äëÿ îòðåçêà [x, x+∆x] òåîðåìà Ëàãðàíæà óòâåðæäàåò, ÷òî
∃ ξ , x < ξ < x + ∆x , ∆y = f ′(ξ)∆x . Òàê êàê ξ = x + θ∆x , ãäå
0 < θ < 1 , òî �îðìóëó ìîæíî ïåðåïèñàòü ∆y = f ′(x + θ∆x)∆x .
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Èòàê, åñëè �óíêöèÿ y = f(x) äè��åðåíöèðóåìà â íåêîòîðîé

îêðåñòíîñòè òî÷êè x , òî åå ïðèðàùåíèå ∆y = f ′(x + θ∆x)∆x ,
ãäå 0 < θ < 1 .

Ëåêöèÿ 22

(22.11.67)

�èñ. 5.8. Òàêîé ïðîèçâîäíîé áûòü íå ìîæåò.

�èñ. 5.9. Òàêàÿ ïðîèçâîäíàÿ ìîæåò áûòü.

4. Ïóñòü �óíêöèÿ y = f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [x0, x0 + δ] ,
δ > 0 , è äè��åðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå (x0, x0 + δ) , è ïóñòü

ñóùåñòâóåò lim
x→x0+0

f ′(x) = A . Òîãäà ñóùåñòâóåò

f ′
+(x) = lim

∆x→+0

∆y

∆x
= A .
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Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x èç èí-

òåðâàëà (x0, x0 + δ) . Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà íàéäåòñÿ òî÷êà ξ èç

èíòåðâàëà (x0, x) òàêàÿ, ÷òî

∆y

∆x
=
f(x)− f(x0)

x− x0
= f ′(ξ) .

Î÷åâèäíî, ÷òî ξ → x0 ïðè x → x0 . Òàê êàê lim
x→x0+0

f ′(x) = A ,

òî ∀ε > 0 ∃O(x0) ∀x, ξ ∈ O(x0) |f ′(ξ)−A| < ε . Íî òîãäà è

∣

∣

∣

∆y
∆x

−A
∣

∣

∣ < ε , ÷òî è îçíà÷àåò, ÷òî f ′
+(x) = A . ◮

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âåðíî è äëÿ ñëó÷àÿ x ∈ [x0 − δ, x0] ,
lim

x→x0−0
f ′(x) = B è f ′

−(x) = lim
∆x→−0

∆y
∆x .

Èç ýòèõ óòâåðæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ íåêîòîðîé íå-

ïðåðûâíîé �óíêöèè íå ìîæåò èìåòü òî÷åê ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà.

Èíûìè ñëîâàìè, íå ìîæåò áûòü òàêîãî ãðà�èêà ïðîèçâîäíîé íåïðå-

ðûâíîé �óíêöèè, êàê íà ðèñ. 5.8. Ïðîèçâîäíàÿ êàê íà ñëåäóþùåì

ðèñ. 5.9 ìîæåò áûòü.

Îïðåäåëåíèå. f ′
+(x) è f ′

−(x) íàçûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ïðà-

âîé è ëåâîé ïðîèçâîäíûìè �óíêöèè f(x) â òî÷êå x .

Òåîðåìà Êîøè. Ïóñòü äâå �óíêöèè f è g îïðåäåëåíû íà [a, b] è

à) �óíêöèè f , g íåïðåðûâíû íà [a, b] ;

á) f , g äè��åðåíöèðóåìû íà (a, b) ;

â) g′(x) 6= 0 íà (a, b) .

Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà c ∈ (a, b) òàêàÿ, ÷òî

f ′(c)

g′(c)
=
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàìåòèì, ÷òî g(b) 6= g(a) , òàê êàê èíà÷å
ïî òåîðåìå �îëëÿ â íåêîòîðîé òî÷êå x ∈ (a, b) g′(x) îáðàùàëàñü

áû â 0. �àññìîòðèì �óíêöèþ F (x) = f(x)− kg(x) . Ïîäáåðåì êîí-

ñòàíòó k òàê, ÷òîáû F (a) = F (b) , ò. å. f(a)−k ·g(a) = f(b)−k ·g(b) .
Òîãäà k = f(b)−f(a)

g(b)−g(a) è ïðè ýòîì k �óíêöèÿ F óäîâëåòâîðÿåò óñëîâè-

ÿì òåîðåìû �îëëÿ. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò òî÷êà c ∈ (a, b) òàêàÿ, ÷òî

F ′(c) = 0 , ò. å. f ′(c)− k · g′(c) = 0 , îòêóäà f ′(c)
g′(c) = k = f(b)−f(a)

g(b)−g(a) . ◮
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� 26. Ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ

Òåîðåìà (íåîïðåäåëåííîñòü òèïà

0
0 ). Ïóñòü �óíêöèè f è

g îïðåäåëåíû â íåêîòîðîé ïðàâîé îêðåñòíîñòè (a, b) òî÷êè a ,
b > a . Ïóñòü

1) lim
x→a+0

f(x) = 0 , lim
x→a+0

g(x) = 0 ;

2) ñóùåñòâóþò f ′(x) è g′(x) â èíòåðâàëå (a, b) , è g′(x) 6= 0
â ýòîì èíòåðâàëå;

3) lim
x→a+0

f ′(x)
g′(x) ñóùåñòâóåò è ðàâåí A ∈ R .

Òîãäà lim
x→a+0

f(x)
g(x) òàêæå ñóùåñòâóåò è ðàâåí A .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. �àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà A è a
� ÷èñëà èç R . Èç óñëîâèÿ 3) ñëåäóåò, ÷òî ∀ε > 0 ∃ δ > 0 ∀x ,
a < x < a + δ ,

∣

∣

∣

f ′(x)
g′(x) −A

∣

∣

∣ < ε . Äîîïðåäåëèì �óíêöèè â òî÷êå

a : f(a) = 0 , g(a) = 0 . Âîçüìåì ëþáîå x ∈ (a, a+ δ) . Ôóíêöèè
f è g íà îòðåçêå [a, x] óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû Êîøè:

îíè íåïðåðûâíû íà îòðåçêå [a, x] , äè��åðåíöèðóåìû íà èíòåðâàëå

(a, x) è g′(x) 6= 0 íà èíòåðâàëå (a, x) . Ïî òåîðåìå Êîøè íàéäåòñÿ

òî÷êà c ∈ (a, x) ⊂ (a, a+ δ) òàêàÿ, ÷òî

f(x)−f(a)
g(x)−g(a) = f ′(c)

g′(c) , îòêóäà

ïîëó÷àåì

f(x)
g(x) = f ′(c)

g′(c) . Íî òîãäà

∣

∣

∣

f(x)
g(x) −A

∣

∣

∣ < ε , ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî

lim
x→a+0

f(x)
g(x) = A . ◮

Òåîðåìà (íåîïðåäåëåííîñòü òèïà

∞
∞ ). Ïóñòü �óíêöèè f è g

îïðåäåëåíû â íåêîòîðîé ïðàâîé îêðåñòíîñòè (a, b) , b > a , òî÷êè
a . Ïóñòü

1) lim
x→a+0

f(x) = ∞ , lim
x→a+0

g(x) = ∞ ;

2) ñóùåñòâóþò f ′(x) è g′(x) â èíòåðâàëå (a, b) , è g′(x) 6= 0
â ýòîì èíòåðâàëå;

3) lim
x→a+0

f ′(x)
g′(x) ñóùåñòâóåò è ðàâåí A .

Òîãäà lim
x→a+0

f(x)
g(x) òàêæå ñóùåñòâóåò è ðàâåí A .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà èç óñëîâèÿ

3) ñëåäóåò, ÷òî ∀ε > 0 , ε < 1 , ∃ δ 0 > 0 ∀t , a < t < a + δ 0 ,
∣

∣

∣

f ′(t)
g′(t) −A

∣

∣

∣ < ε . Çà�èêñèðóåì òî÷êó x0 ∈ (a, a+ δ 0) . Òîãäà äëÿ

ëþáîãî x < x0 ê �óíêöèÿì f è g íà îòðåçêå [x, x0] ìîæíî

ïðèìåíèòü òåîðåìó Êîøè: íàéäåòñÿ òî÷êà c ∈ (x, x0) ⊂ (a, a+ δ 0)
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òàêàÿ, ÷òî

f ′(c)
g′(c) = f(x)−f(x0)

g(x)−g(x0)
. Òîãäà

∣

∣

∣

f(x)−f(x0)
g(x)−g(x0)

−A
∣

∣

∣ < ε .

Äàëåå, èìååì òîæäåñòâî:

f(x)

g(x)
−A =

f(x0)−Ag(x0)

g(x)
+

(

1− g(x0)

g(x)

)(

f(x)− f(x0)

g(x)− g(x0)
−A

)

.

Òàê êàê g(x) → ∞ (x → a) , òî ∃ δ > 0 ∀x , a < x < a + δ 0 ,

g(x) > g(x0) è

∣

∣

∣

f(x0)−Ag(x0)
g(x)

∣

∣

∣ < ε . Òîãäà
∣

∣

∣

f(x)
g(x) −A

∣

∣

∣ < 2ε . ◮

Ñëó÷àè, êîãäà a è A áåñêîíå÷íûå.

1) a = +∞ . Ïîëîæèì t = 1
x
. Òîãäà ïðè x→ +∞ t→ +0 , è

lim
x→+∞

f(x)

g(x)
= lim
t→+0

f
(

1
t

)

g
(

1
t

) = lim
t→+0

f ′ ( 1
t

)

·
(

− 1
t2

)

g′
(

1
t

)

·
(

− 1
t2

) = lim
x→+∞

f ′(x)

g′(x)
= A .

2) A = +∞ . Èç óñëîâèÿ lim
x→a+0

f ′(x)
g′(x) = ∞ ñëåäóåò, ÷òî ïðåäåë

lim
x→a+0

g′(x)
f ′(x) = 0 , çíà÷èò ñóùåñòâóåò lim

x→a+0

g(x)
f(x) = 0 è, ñëåäîâàòåëü-

íî, lim
x→a+0

f(x)
g(x) = ∞ . ◮
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� 27. Ôîðìóëà Òåéëîðà

27.1. Ôîðìóëà Òåéëîðà äëÿ ìíîãî÷ëåíà

Ïóñòü äàí ìíîãî÷ëåí Pn(x) = anx
n + an−1x

n−1 + ... + a0 . Çà�èê-
ñèðóåì òî÷êó x0 ∈ R . Òàê êàê x = x0 + (x− x0) , òî ìíîãî÷ëåí

ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

Pn(x) = A0 +A1(x− x0) + ...+An(x− x0)
n .

Ïîëîæèì x = x0 . Ñðàçó ïîëó÷àåì, ÷òî

Pn(x0) = A0 .

Ïðîäè��åðåíöèðóåì ìíîãî÷ëåí:

P ′
n(x) = A1+A2 ·2 ·(x−x0)+A3 ·3 ·(x−x0)2+ ...+An ·n ·(x−x0)n−1 ,
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è ïîëîæèì x = x0 . Ïîëó÷èì

P ′(x0) = A1 .

Ñíîâà ïðîäè��åðåíöèðóåì, ïîëó÷èì

P ′′
n (x) = 2A2 + 6A3(x− x0) + ...+ n(n− 1)An(x− x0)

n−2 ,

P ′′
n (x0) = 2!A2 ,

. . . . . . . . . . . . . . .

P ′′′
n (x0) = 3!A3 ,

. . . . . . . . . . . . . . .

P (k)
n (x0) = k!Ak ,

. . . . . . . . . . . . . . .

P (n)
n (x0) = n!An .

Ñëåäîâàòåëüíî,

Ak =
P

(k)
n (x0)

k!
, ãäå k = 0, 1, 2, ..., n .

Ìû ïðèøëè ê òîæäåñòâó

Pn(x) ≡ Pn(x0) +
P ′
n(x0)

1!
(x − x0) + ...+

P
(n)
n (x0)

n!
(x− x0)

n =

=

n
∑

k=0

P
(k)
n (x0)

k!
(x− x0)

k .

Çàìå÷àíèå. �àññìîòðèì èíòåðïîëÿöèîííóþ çàäà÷ó. Ïóñòü çàäà-

íà òî÷êà x0 . Íàäî ïîñòðîèòü ìíîãî÷ëåí, êîòîðûé ñàì è åãî ïðî-

èçâîäíûå â çàäàííîé òî÷êå x0 ïðèíèìàëè áû çàäàííûå çíà÷åíèÿ

ck = P
(k)
n (x0) , k = 0, 1, 2, ..., n . Ýòèì ìíîãî÷ëåíîì áóäåò

Pn(x) = c0 +
c1
1!

(x − x0) + ...+
cn
n!

(x− x0)
n =

n
∑

k=0

ck
k!

(x− x0)
k .

×òîáû îïðåäåëèòü ìíîãî÷ëåí n-ãî ïîðÿäêà íàäî çàäàòü (n+ 1)
óñëîâèå. Ñàìàÿ ïðîñòàÿ èíòåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à Ëàãðàíæà �îð-

ìóëèðóåòñÿ òàê:

íàéòè ìíîãî÷ëåí, äëÿ êîòîðîãî Pn(xk) = yk , k = 0, 1, 2, ..., n ,
xk 6= xl ïðè k 6= l .
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27.2. Ëîêàëüíàÿ �îðìóëà Òåéëîðà

ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â �îðìå Ïåàíî

Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà äëÿ x ∈ (a, b) è x0 ∈ (a, b) . �àñ-
ñìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.

1) Ìû çíàåì, ÷òî åñëè f(x) ∈ C(x0) , òî f(x) = f(x0)+o (1) ïðè
x→ x0 .

2) Ìû çíàåì, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò f ′(x0) , òî

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + o (|x− x0|) (x→ x0) .

3) Èç òåîðåìû Ëàãðàíæà ñëåäóåò, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò f ′(x) äëÿ
x ∈ (a, b) , òî ∃ c ∈ (x0, x) f(x) = f(x0) + f ′(c)(x − x0) .
Âñå ýòî ïðîñòåéøèå ñëó÷àè �îðìóëû Òåéëîðà. Âñå îíè ðåøàþò îäíó

è òó æå çàäà÷ó: çàìåíèòü �óíêöèþ ïðîñòåéøåé �óíêöèåé ñ íåêî-

òîðîé òî÷íîñòüþ èëè ïîëó÷èòü çíà÷åíèÿ �óíêöèè âáëèçè òî÷êè x0
÷åðåç çíà÷åíèÿ �óíêöèè è åå ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå x0 . Íàïðèìåð, â
ñëó÷àå 2) �óíêöèÿ çàìåíÿåòñÿ íà ëèíåéíóþ �óíêöèþ ñ òî÷íîñòüþ

o (|x− x0|) . Åñëè íóæíà áîëåå âûñîêàÿ òî÷íîñòü, �îðìóëà óæå íå

ãîäèòñÿ, íóæíî òðåáîâàòü îò �óíêöèè áîëüøóþ ãëàäêîñòü.

�åêîìåíäîâàííàÿ ëèòåðàòóðà: [12℄.

Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà äëÿ x ∈ (a, b) , x0 ∈ (a, b) è

ñóùåñòâóåò f (n)(x0) .
Îïðåäåëåíèå. Ìíîãî÷ëåíîì Òåéëîðà ñòåïåíè n äëÿ �óíêöèè f
â òî÷êå x0 íàçûâàåòñÿ òàêîé ìíîãî÷ëåí

Pn(x) = Pn(x, x0) = Pn(x, f, x0)

ñòåïåíè n , çàâèñÿùèé îò x0 è f , ÷òî P
(k)
n (x0) = f (k)(x0) , ãäå

k = 0, 1, 2, ..., n , ò. å. ýòî ìíîãî÷ëåí Pn(x) =
n
∑

k=0

f(k)(x0)
k! (x− x0)

k
.

Òåîðåìà (ëîêàëüíàÿ �îðìóëà Òåéëîðà). Ïóñòü n ∈ N , �óíê-

öèÿ f(x) îïðåäåëåíà äëÿ x ∈ (a, b) , x0 ∈ (a, b) è ñóùåñòâóåò

f (n)(x0) . Òîãäà ñïðàâåäëèâà �îðìóëà

f(x) = Pn(x, x0) + o ((x− x0)
n
) (x→ x0) ,

ãäå Pn(x, x0) � ìíîãî÷ëåí Òåéëîðà äëÿ �óíêöèè f(x) .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. �àññìîòðèì ðàçíîñòü

rn(x) = f(x)− Pn(x) ,
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êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì �îðìóëû Òåéëîðà. Ïîêà-

æåì, ÷òî rn(x) = o ((x− x0)
n
) (x → x0) , ÷òî ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåí-

òíûì òîìó, ÷òî

rn(x)
(x−x0)

n → 0 (x → x0) , ò. å. íàäî äîêàçàòü, ÷òî

ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
x→x0

rn(x)
(x−x0)

n è îí ðàâåí 0. Èìååì

rn(x0) = f(x0)− Pn(x0) = 0 ,

r′n(x) = f ′(x)− f ′(x0)−
f ′′(x0)

1!
(x− x0)− ...− f (n)(x0)

(n− 1)!
(x− x0)

n−1 ,

r′n(x0) = 0 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

r(k)n (x0) = 0 (k = 0, 1, 2, ..., n− 1) ,

r(n−1)
n (x) = f (n−1)(x)− f (n−1)(x0)− f (n)(x0)(x − x0) ,

îòêóäà ïî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ

lim
x→x0

rn(x)

(x − x0)n
= lim
x→x0

r
(n−1)
n (x)

n!(x− x0)
=

=
1

n!
lim
x→x0

(

f (n−1)(x) − f (n−1)(x0)

x− x0
− f (n)(x0)

)

= 0 ,

òàê êàê

f (n−1)(x) − f (n−1)(x0)

x− x0
→ f (n)(x0) (x→ x0) . ◮

Çàìå÷àíèå. Ïðè n = 0 èìååì ñëó÷àé âûðîæäåíèÿ. Äëÿ âåðíîñòè

òåîðåìû íåîáõîäèìî äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå f ∈ C(x0) .
Ñëåäñòâèÿ. 1. Ïðè n = 1 ïîëó÷àåì

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x − x0) + o ((x − x0)) (x→ x0) (x→ x0) .

2. Ïðè n = 2

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x − x0) +
f ′′(x0)

2
(x− x0)

2 + o
(

(x − x0)
2
)

(x→ x0) .

3. Â îáùåì ñëó÷àå

f(x) = Pn(x) + o ((x− x0)
n
) (x→ x0) .
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27.3. Çàìå÷àíèå î åäèíñòâåííîñòè

ìíîãî÷ëåíà Òåéëîðà

Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ ëîêàëüíîé �îðìóëû Òåéëîðà è

f(x) = Qn(x) + o ((x− x0)
n
) ïðè x→ x0 .

Òîãäà

Qn(x) = Pn(x, f, x0) = Pn(x) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî �îðìóëå Òåéëîðà

f(x) = Pn(x) + o ((x− x0)
n
) (x→ x0) .

�àññìîòðèì ðàçíîñòü Pn(x) − Qn(x) = o ((x− x0)
n
) (x → x0) .

Çàïèøåì Qn(x) â âèäå

Qn(x) =

n
∑

k=0

ck
k!
(x− x0)

k .

Äîêàæåì, ÷òî ck = f (k)(x0) . Äîïóñòèì, ÷òî ýòî íåâåðíî. Ïóñòü

ck0 � ìëàäøèé êîý��èöèåíò, äëÿ êîòîðîãî ck 6= f (k)(x0) . Òîãäà
ïîëó÷èì, ÷òî f (k0)(x0)− ck0 = o(1) ïðè x→ x0 . Îòñþäà ïîëó÷èì
ck0 = f (k0)(x0) , âîïðåêè ïðåäïîëîæåíèþ. Çíà÷èò Qn(x) = Pn(x) .
◮

Ëåêöèÿ 24
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27.4. Ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì

â �îðìå Ëàãðàíæà

Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà äëÿ x ∈ (a, b) , x0 ∈ (a, b) è ñóùå-
ñòâóåò f (n)(x0) . Ìû óæå çíàåì, ÷òî òîãäà ñïðàâåäëèâà �îðìóëà

f(x) = Pn(x) + o ((x− x0)
n
) (x→ x0) ,

èëè f(x) = Pn(x)+rn(x, x0) , ãäå rn(x, x0) = o ((x− x0)
n
) (x→ x0)

� îñòàòî÷íûé ÷ëåí �îðìóëû Òåéëîðà. Íî òàêàÿ �îðìóëà íå ïîçâî-

ëÿåò íàì ÷èñëåííî îöåíèòü âåëè÷èíó rn(x, x0) . Â ïðîñòåéøåì ñëó-

÷àå ïðè n = 0 èç òåîðåìû Ëàãðàíæà f(x) = f(x0) + f ′(c)(x − x0)
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ïîëó÷àåì r0(x, x0) = f ′(c)(x − x0) . Òîãäà, íàïðèìåð, åñëè èìååò

ìåñòî îöåíêà |f ′(x)| ≤ M1 äëÿ x ∈ (a, b) , òî ìîæíî îöåíèòü è

îñòàòîê �îðìóëû Òåéëîðà:

|r0(x, x0)| ≤M1 |x− x0| .
Òåîðåìà (�îðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â �îðìå

Ëàãðàíæà). Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ x ∈ (a, b) ,
x0 ∈ (a, b) , n � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, f (k)(x) ñóùåñòâóåò
íà èíòåðâàëå (a, b) ïðè âñåõ k = 0, 1, 2, ..., n , f (n+1)(x) ñóùåñò-

âóåò äëÿ âñåõ x ∈ (a, b) çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, ñàìîé

òî÷êè x0 , ò.å. x ∈ (a, b) \x0 . Ïóñòü òàêæå f (n)(x) ∈ C (a, b) .
Òîãäà ∀x ∈ (a, b) ñïðàâåäëèâà �îðìóëà

f(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) + ...+

f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n + rn(x, x0) ,

ãäå rn(x, x0) � îñòàòî÷íûé ÷ëåí â �îðìå Ëàãðàíæà � èìååò âèä

rn(x, x0) =
f (n+1)(c)

(n+ 1)!
(x − x0)

n+1 ,

ãäå x0 < c < x äëÿ ñëó÷àÿ x0 < x .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èìååì

rn(x, x0) = f(x)− f(x0)−
f ′(x0)

1!
(x− x0)− ...− f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n
.

�àññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ �óíêöèþ ϕ(z) äëÿ �èêñèðîâàííîãî

x , ãäå x0 < z < x :

ϕ(z) = f(x)−f(z)− f ′(z)

1!
(x− z)−...− f (n)(z)

n!
(x− z)

n
, z ∈ [x0, x] .

Ôóíêöèÿ ϕ(z) ∈ C [x0, x] , åñëè x ∈ (a, b) . Â êîíöàõ îòðåçêà

[x0, x] ϕ(x) = 0 è ϕ(x0) = rn (x, x0) . Êðîìå òîãî, íà (x0, x) �óíê-

öèÿ ϕ(z) äè��åðåíöèðóåìà è

ϕ′(z) = −f ′(z)− f ′′(z)

1!
(x−z)+f ′(z)− f ′′′(z)

2!
(x−z)2+ f ′′(z)

1!
(x−z)+

+ ...− f (n+1)(z)

n!
(x− z)n +

f (n)(z)

(n− 1)!
(x− z)n−1 =

= −f
(n+1)(z)

n!
(x− z)n .
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�àññìîòðèì åùå îäíó �óíêöèþ ψ(z) ∈ C [x0, x] , ψ′(z) 6= 0 íà

(x0, x) . Ïðèìåíèì ê �óíêöèÿì ϕ, ψ íà îòðåçêå [x0, x] òåîðåìó

Êîøè. Ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

ϕ(x0)−ϕ(x)
ψ(x0)−ψ(x) =

ϕ′(c)
ψ′(c) äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè

x0 < c < x . Ïîäñòàâèì ñþäà çíà÷åíèÿ �óíêöèè ϕ è ïîëó÷èì

rn (x, x0)

ψ (x0)− ψ (x)
= − 1

ψ′(c)

f (n+1)(c)

n!
(x − c)n.

Îòñþäà

rn (x, x0) = −ψ(x0)− ψ(x)

ψ′(c)
· f

(n+1)(c)

n!
(x− c)n , (∗)

ãäå x0 < c < x . Âûáåðåì ψ(z) = (x − z)n+1
. Òîãäà ψ(x) = 0 ,

ψ(x0) = (x− x0)
n+1

, ψ′(z) = −(n+ 1)(x− z)n , è çíà÷èò

rn (x, x0) =
1

(n+ 1)!
f (n+1)(c)(x − x0)

n+1 , ãäå x0 < c < x .

Ýòî è åñòü îñòàòî÷íûé ÷ëåí â �îðìå Ëàãðàíæà. ◮

27.5. Ñðàâíåíèå �îðìóë Òåéëîðà

ñ îñòàòî÷íûìè ÷ëåíàìè

â �îðìå Ïåàíî è Ëàãðàíæà

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà äëÿ x ∈ (a, b) , òî÷êà
x0 ∈ (a, b) è ñóùåñòâóåò f (n+1)(x) äëÿ âñåõ x ∈ (a, b) . Òîãäà ïî

�îðìóëå ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â �îðìå Ëàãðàíæà

f(x) = Pn(x, x0) +
f (n+1)(c)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1 , x0 < c < x .

Ñëåäñòâèå. Îáîçíà÷èì Mn+1 = sup
(a,b)

∣

∣f (n+1)(x)
∣

∣

. Òîãäà äëÿ ëþáîãî

x ∈ (a, b)

|rn (x, x0)| ≤
Mn+1

(n+ 1)!
|(x− x0)|n+1

,

èëè

|f(x)− Pn(x, x0)| ≤
Mn+1

(n+ 1)!
|(x − x0)|n+1

.
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Ïî �îðìóëå ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â �îðìå Ïåàíî

f(x) = Pn+1(x, x0) + o
(

(x− x0)
n+1

)

=

= f(x0)+...+
f (n+1)(x0)

(n+ 1)!
(x−x0)n+1+o

(

(x− x0)
n+1

)

(x→ x0) .

Îòìåòèì, ÷òî áåç ïðåäïîëîæåíèÿ íåïðåðûâíîñòè f (n)(x0) èç

�îðìóëû ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â �îðìå Ëàãðàíæà íå ñëåäóåò �îð-

ìóëà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â �îðìå Ïåàíî.

27.6. Çàïèñü �îðìóëû Òåéëîðà

÷åðåç äè��åðåíöèàëû

Â �îðìóëå Òåéëîðà

f(x) = f(x0) +
1

1!
f ′(x0)∆x0 +

1

2!
f ′′(x0) (∆x0)

2

+ ...+
1

n!
f (n)(x0) (∆x0)

n
+ rn (x, x0)

ïîëîæèì dx = ∆x0 = x− x0 . Òîãäà

f(x) = f(x0) +
1

1!
df(x0) +

1

2!
d2f(x0) + ...+

1

n!
dnf(x0) + rn (x, x0) ,

ò. å.

f(x0 + dx) = f(x0) +

n
∑

k=1

1

k!
dkf(x0) + rn (x, x0) ,

èëè

∆f(x0) =

n
∑

k=1

1

k!
dkf(x0) + o ((dx)

n
) (x→ x0)

� �îðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â �îðìå Ïåàíî, è

∆f(x0) =

n
∑

k=1

1

k!
dkf(x0) +

1

(n+ 1)!
dn+1f(c), x0 < c < x ,

� �îðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â �îðìå Ëàãðàíæà.
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27.7. Ôîðìóëà Òåéëîðà

ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â �îðìå Êîøè

Òåîðåìà (�îðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â �îðìå

Êîøè). Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ x ∈ (a, b) , n
� öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, x0 ∈ (a, b) , f (n)(x) ∈ C (a, b) ,
f (n+1)(x) ñóùåñòâóåò äëÿ x ∈ (a, b) \x0 . Òîãäà

rn (x, x0) =
f (n+1)(x0 + θ(x − x0))

n!
(1− θ)n(x− x0)

n+1 ,

ãäå 0 < θ < 1 .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîëîæèì â �îðìóëå (∗) ψ(z) = x − z .
Òîãäà ψ(x0) = x − x0 , ψ(x) = 0 , ψ′(z) = −1 , è ìû ïîëó÷àåì

îñòàòî÷íûé ÷ëåí �îðìóëû Òåéëîðà â �îðìå Êîøè

rn (x, x0) =
f (n+1)(c)

n!
(x− x0)(x− c)n , ãäå x0 < c < x .

Ìîæíî çàïèñàòü c = x0 + θ(x − x0) , ãäå 0 < θ < 1 . Òîãäà
x − c = (1 − θ)(x − x0) è îñòàòî÷íûé ÷ëåí â �îðìå Êîøè ìîæ-

íî ïåðåïèñàòü â âèäå

rn (x, x0) =
f (n+1)(x0 + θ(x − x0))

n!
(1− θ)n(x− x0)

n+1 . ◮

27.8. ×àñòíûå ñëó÷àè �îðìóëû Òåéëîðà

Ïóñòü x0 = 0 .

1. Ïóñòü f(x) = ex . Òîãäà f (k)(x) = ex , f (k)(0) = 1 , è äëÿ

ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî öåëîãî n

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+ ...+

xn

n!
+ rn(x) =

n
∑

k=0

xk

k!
+ rn(x) ,

ãäå rn(x) = o (xn) (x→ 0) .

2. Ïóñòü α ∈ R , f(x) = (1 + x)α . Òîãäà

f (k)(x) = α(α − 1)...(α− k + 1)(1 + x)α−k ,
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è äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî öåëîãî n

(1 + x)α = 1 +
α

1!
x+

α(α − 1)

2!
x2+

+ ...+
α(α − 1)...(α− n+ 1)

n!
xn + rn(x) =

=

n
∑

k=0

α(α− 1)...(α − k + 1)

k!
xk + rn(x) ,

ãäå rn(x) = o (xn) (x → 0) . Äëÿ íàòóðàëüíîãî α = m ïîëó÷èì

�îðìóëó Áèíîìà Íüþòîíà.

119



�ëàâà 6

Èññëåäîâàíèå �óíêöèé

ïðè ïîìîùè

ïðîèçâîäíûõ

Ëåêöèÿ 25

(01.12.67)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èçâåñòíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà �óíêöèè:

ãëàäêîñòü è äè��åðåíöèðóåìîñòü. Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ñëåäó-

þùèå âîïðîñû.

1. Èññëåäîâàíèå �óíêöèè â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 îòíîñèòåëü-

íî ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé y = f(x0) (ïîñòîÿíñòâî, ìîíîòîííîñòü,

ýêñòðåìóìû).

2. Èññëåäîâàíèå �óíêöèè îòíîñèòåëüíî åå êàñàòåëüíîé (âûïóê-

ëîñòü, âîãíóòîñòü, òî÷êè ïåðåãèáà).

Âñå èññëåäîâàíèÿ áóäåì ïðîâîäèòü ëîêàëüíûå.

� 28. Óñëîâèå ïîñòîÿíñòâà �óíêöèè

Òåîðåìà (óñëîâèå ïîñòîÿíñòâà �óíêöèè). Ïóñòü �óíêöèÿ

f(x) îïðåäåëåíà è äè��åðåíöèðóåìà íà (a, b) . Äëÿ òîãî, ÷òîáû

f(x) áûëà ïîñòîÿííîé íà (a, b) , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
f ′(x) = 0 ∀x ∈ (a, b) .
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü î÷åâèäíà: åñëè

f(x) = c , òî f ′(x) = 0 .
Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü f ′(x) = 0 ∀x ∈ (a, b) . Äîêàæåì, ÷òî
∀x1, x2 ∈ (a, b) âûïîëíÿåòñÿ f(x1) = f(x2) . �àññìîòðèì îòðåçîê

[x1, x2] ⊂ (a, b) . Ïðèìåíèì ê �óíêöèè f íà îòðåçêå [x1, x2] �îðìóëó
Ëàãðàíæà, ïîëó÷èì

f(x2)− f(x1) = (x2 − x1)f
′(ξ) = 0 , ãäå x1 < ξ < x2 ,

îòêóäà f(x1) = f(x2) . ◮

Ñëåäñòâèå. Îïðåäåëåííûå è äè��åðåíöèðóåìûå íà èíòåðâàëå

�óíêöèè îòëè÷àþòñÿ íà êîíñòàíòó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

èõ ïðîèçâîäíûå ðàâíû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ê ðàçíîñòè �óíêöèé ïðèìåíèì ïðåäûäó-

ùóþ òåîðåìó. ◮

Òåîðåìà (î ñòèðàíèè îñîáåííîñòåé). Ïóñòü �óíêöèÿ f(x)
îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b] . Ïóñòü èìååòñÿ êîíå÷-
íîå ìíîæåñòâî E òî÷åê xi ∈ [a, b] , i = 1, 2, ..., n , òàêèõ, ÷òî
f ′(x) = 0 (x 6= xi) . Òîãäà f(x) = c ∀x ∈ [a, b] .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êîíöû îòðåçêà

[a, b] âêëþ÷àþòñÿ â ìíîæåñòâî E, ïðè÷åì x1 = a , xn = b . Îò-
ðåçîê [a, b] ðàçáèâàåòñÿ íà îòðåçêè [xi, xi+1] , i = 1, 2, ..., n − 1 .
Íà êàæäîì èç ýòèõ îòðåçêîâ �óíêöèÿ íåïðåðûâíà è äè��åðåí-

öèðóåìà âíóòðè ýòèõ îòðåçêîâ. Ïî �îðìóëå Ëàãðàíæà (ñì. ñëåä-

ñòâèå èç òåîðåìû Ëàãðàíæà ï. 25 ñ. 106) åñëè x, x′ ∈ [xi, xi+1] ,
òî f(x) = f(x′) . Çíà÷èò, íà êàæäîì îòðåçêå [xi, xi+1] ïîëó÷èì ðà-

âåíñòâî f(x) = f(xi) = f(xi+1) . Òàê êàê íà êîíöàõ ýòèõ îòðåçêîâ

òî÷êè ïðèíàäëåæàò ñîñåäíèì îòðåçêàì, òî f(x) = const íà âñåì

îòðåçêå [a, b] . ◮

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü �óíêöèè f1(x) , f2(x) ∈ C [a, b] è èìåþò ïðî-

èçâîäíûå âî âñåõ òî÷êàõ îòðåçêà, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò,

òî÷åê xi ∈ [a, b] , i = 1, 2, ..., n , ïðè÷åì f ′
1(x) = f ′

2(x) , x 6= xi .
Òîãäà f1(x) = f2(x) + c ∀x ∈ [a, b] .

� 29. Óñëîâèå ìîíîòîííîñòè �óíêöèè

Òåîðåìà (íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ìîíîòîííî-

ñòè �óíêöèè). Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è äè��åðåíöè-

ðóåìà íà (a, b) . Äëÿ òîãî, ÷òîáû �óíêöèÿ f(x) áûëà âîçðàñòàþ-
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ùåé (óáûâàþùåé) íà (a, b) , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû åå

ïðîèçâîäíàÿ áûëà íåîòðèöàòåëüíîé (íåïîëîæèòåëüíîé) äëÿ âñåõ

x ∈ [a, b] .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü. Ïóñòü �óíê-

öèÿ âîçðàñòàåò íà èíòåðâàëå (a, b) , x0 ∈ (a, b) . Âîçüìåì x > x0 .

Òîãäà f(x) − f(x0) ≥ 0 è

f(x)−f(x0)
x−x0

≥ 0 . Ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè

x→ x0 + 0 è ïîëó÷èì f ′(x0) ≥ 0 . Àíàëîãè÷íî äëÿ x < x0 .
Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü ∀x ∈ (a, b) f ′(x) ≥ 0 . Âîçüìåì
x > x0 . Òîãäà ïî �îðìóëå Ëàãðàíæà äëÿ íåêîòîðîãî ξ , x0 < ξ < x ,
f(x)− f(x0) = (x− x0)f

′(ξ) ≥ 0 . Çíà÷èò, �óíêöèÿ âîçðàñòàåò.
Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé f ′(x) ≤ 0 è óáûâàþùåé �óíê-

öèè. ◮

Òåîðåìà (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ìîíîòîííîñòè). Ïóñòü f(x)
íåïðåðûâíà íà (a, b) , x0 ∈ (a, b) è ∀x ∈ (a, b) \x0 f ′(x) ≥ 0 . Òîãäà
f(x) âîçðàñòàåò íà âñåì (a, b) .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó ïðåäûäóùåé òåîðåìû è íåïðåðûâ-

íîñòè �óíêöèè íà èíòåðâàëå (a, b) �óíêöèÿ âîçðàñòàåò íà ïîëóèí-
òåðâàëàõ (a, x0] è [x0, b) . Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáûõ òî÷åê x, x′

èç (a, b) òàêèõ, ÷òî x ≤ x0 ≤ x′ èìååì f(x) ≤ f(x0) ≤ f(x′) äëÿ

òî÷åê x, x′ èç (a, b) òàêèõ, ÷òî x ≤ x0 ≤ x′ . Òàêèì îáðàçîì, f
âîçðàñòàåò íà (a, b) . (Çàìåòèì, ÷òî â òî÷êå x0 ïðîèçâîäíàÿ ìîæåò

è íå ñóùåñòâîâàòü.) ◮

Òåîðåìà (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè �óí-

êöèè). Ïóñòü f(x) îïðåäåëåíà íà (a, b) è f ′(x) > 0 ∀x ∈ (a, b) .
Òîãäà f(x) ñòðîãî âîçðàñòàåò íà (a, b) .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü x < x′ . Ïî �îðìóëå Ëàãðàíæà
f(x′)− f(x) = (x′ − x)f ′(ξ) > 0 , x < ξ < x′ . Çíà÷èò f(x′) > f(x) .
◮

Òåîðåìà (íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñòðîãîé ìî-

íîòîííîñòè). Äëÿ òîãî, ÷òîáû �óíêöèÿ f(x) ñòðîãî âîçðàñòàëà

íà (a, b) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

1) f ′(x) ≥ 0 ∀x ∈ (a, b) ;
2) ∀ (α, β) ⊂ (a, b) ∃ x ∈ (α, β) f ′(x) > 0 .

Çàìå÷àíèå. Óñëîâèå 2) îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî

{x ∈ (a, b) : f ′(x) > 0}

ïëîòíî â (a, b) .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û. Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü óñëîâèÿ

1) ÿñíà. Åñëè ñóùåñòâóåò (α0, β0) è f ′(x) = 0 ∀ x ∈ (α0, β0) , òî íà
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âñåì ýòîì èíòåðâàëå �óíêöèÿ ïîñòîÿííà. Ñëåäîâàòåëüíî óñëîâèå

2) òîæå íåîáõîäèìî äëÿ ñòðîãîãî âîçðàñòàíèÿ �óíêöèè.

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 1) è 2). Òî-

ãäà ïî òåîðåìå î íåîáõîäèìîì è äîñòàòî÷íîì óñëîâèè ìîíîòîííî-

ñòè �óíêöèÿ âîçðàñòàåò. Íàäî äîêàçàòü, ÷òî îíà ñòðîãî âîçðàñòàåò.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü ñóùåñòâóþò òî÷êè α, β òàêèå, ÷òî

α < β è f(α) = f(β) . Òîãäà f(x) = c ∀ x ∈ (α, β) è f ′(x) = 0 íà

(α, β) , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ 2). ◮

Òåîðåìà (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè ñ èñê-

ëþ÷èòåëüíîé òî÷êîé). Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è íå-

ïðåðûâíà íà èíòåðâàëå (a, b) , x0 ∈ (a, b) , è ïóñòü ïðîèçâîäíàÿ

f ′(x) > 0 äëÿ âñåõ x ∈ (a, b) \x0 . Òîãäà f(x) ñòðîãî âîçðàñòàåò

íà (a, b) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ íåñòðîãîé ìîíîòîííîñòè.

� 30. Ýêñòðåìóìû è ñòðîãèå ýêñòðåìóìû

�óíêöèè

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f(x) , îïðåäåëåííàÿ â èíòåðâàëå (a, b) ,
èìååò ìàêñèìóì â òî÷êå x0 ∈ (a, b) , åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü

O (x0) òàêàÿ, ÷òî ∀x ∈ O (x0) f(x) ≤ f(x0) ; ñòðîãèé ìàêñèìóì,

åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü O (x0) òàêàÿ, ÷òî ∀x ∈ O (x0)\x0
f(x) < f(x0) .

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ìèíèìóì è ñòðîãèé ìèíèìóì.

Ïðèìåð. Ôóíêöèÿ y = 0 ïðè x = 0 , y = x2 sin 1
x
+2x2 ïðè x 6= 0

(ðèñ. 6.1) â òî÷êå x = 0 èìååò ñòðîãèé ìèíèìóì.

�èñ. 6.1. Â òî÷êå x = 0 �óíêöèÿ èìååò ñòðîãèé ìèíèìóì.
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Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà äàåò òåîðåìà Ôåðìà (ï. 25

ñ. 104).

Òåîðåìà (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà). Ïóñòü

1) òî÷êà x0 ∈ (a, b) ;
2) �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà èíòåðâàëå (a, b) ;
3) �óíêöèÿ f(x) âîçðàñòàåò íà (a, x0] è óáûâàåò íà [x0, b) .

Òîãäà â òî÷êå x0 �óíêöèÿ f(x) èìååò ìàêñèìóì.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè x < x0 < x′ , òî f(x) ≤ f(x0) è

f(x0) ≥ f(x′) . Çíà÷èò max
x∈(a,b)

f(x) = f(x0) . ◮

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà

(a, b) è èìååò f ′(x) ∀x ∈ O(x0)\x0 . Òîãäà, åñëè f ′(x) ≥ 0 íà

(a, x0) è f ′(x) ≤ 0 íà (x0, b) , òî â òî÷êå x0 �óíêöèÿ èìååò

ìàêñèìóì.

Àíàëîãè÷íóþ òåîðåìó è ñëåäñòâèå ìîæíî äîêàçàòü äëÿ ìèíèìóìà.

Çàìå÷àíèå. Òàêèì îáðàçîì, ïåðåìåíà çíàêà ïðîèçâîäíîé � äîñòà-

òî÷íîå óñëîâèå òî÷êè ýêñòðåìóìà íåïðåðûâíîé �óíêöèè.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü �óíêöèÿ ϕ(x) îïðåäåëåíà íà (a, b) è òî÷êà

x0 ∈ (a, b) . Åñëè ∃O(x0) ∀x ∈ O(x0) , x > x0 , ϕ(x) ≥ ϕ(x0)
è ∀x ∈ O(x0) , x < x0 , ϕ(x) ≤ ϕ(x0) , òî �óíêöèÿ íàçûâàåòñÿ

âîçðàñòàþùåé â òî÷êå x0 .
Àíàëîãè÷íûå îïðåäåëåíèÿ äàþòñÿ äëÿ óáûâàþùåé, ñòðîãî âîçðàñ-

òàþùåé è ñòðîãî óáûâàþùåé â òî÷êå �óíêöèè.

Çàìå÷àíèå. Ïîíÿòèå âîçðàñòàíèÿ �óíêöèè â òî÷êå áîëåå øèðîêîå,

÷åì âîçðàñòàíèå â èíòåðâàëå, ñîäåðæàùåì ýòó òî÷êó.

Ïðèìåðû. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íåñòðîãî âîçðàñòàþùåé â òî÷êå

x = 0 �óíêöèè, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé íè â êàêîì

èíòåðâàëå, ñîäåðæàùåì ýòó òî÷êó, ìîæíî ðàññìîòðåòü �óíêöèþ

y = |x| x
(

sin 1
x
+ 1

)

ïðè x 6= 0 è y = 0 ïðè x = 0 .

Ôóíêöèè y = x2
(

sin 1
x
+ 2

)

+ x
4 , èëè y = |x|x

(

sin 1
x
+ 2

)

èëè

y = |x| x
(

sin 1
x
+ 2

)

+ x
4 ïðè x 6= 0 , y = 0 ïðè x = 0 , äàþò ïðèìåðû

ñòðîãî âîçðàñòàþùèõ â òî÷êå x = 0 , íå ÿâëÿþùèõñÿ âîçðàñòàþùè-
ìè â ëþáîì èíòåðâàëå, ñîäåðæàùåì ýòó òî÷êó (ðèñ. 6.2).

Ëåììà. Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà èíòåðâàëå (a, b)
è f ′(x) > 0 â òî÷êå x0 . Òîãäà �óíêöèÿ f(x) ñòðîãî âîçðàñòàåò

â òî÷êå x0 .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü O(x0) òàêàÿ,

÷òî ∀x ∈ O(x0) , x 6= x0 ,
f(x)−f(x0)

x−x0
> 0 . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
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�èñ. 6.2. Ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ â òî÷êå x = 0 �óíêöèÿ, íå ÿâëÿþ-

ùàÿñÿ âîçðàñòàþùåé â ëþáîì èíòåðâàëå, ñîäåðæàùåì ýòó òî÷êó.

f(x) > f(x0) , åñëè x > x0 , è f(x) < f(x0) , åñëè x < x0 . Ò. å.
�óíêöèÿ ñòðîãî âîçðàñòàåò â òî÷êå. ◮

Ëåêöèÿ 26

(06.12.67)

Òåîðåìà (I äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê ýêñòðåìóìà �óíêöèè).

Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà èíòåðâàëå (a, b) , x0 ∈ (a, b) ,
f (k)(x0) ñóùåñòâóåò ( k = 1, 2, ..., n ), f ′(x0) = ... = f (n−1)(x0) = 0 ,
f (n)(x0) 6= 0 . Òîãäà, åñëè n � ÷åòíîå, òî f(x) èìååò â òî÷êå x0
ñòðîãèé ýêñòðåìóì, ïðè÷åì, åñëè f (n)(x0) > 0 , òî f(x) èìååò

ìèíèìóì, åñëè f (n)(x0) < 0 , òî f(x) èìååò ìàêñèìóì. Åñëè n �

íå÷åòíîå , òî �óíêöèÿ íå èìååò ýêñòðåìóìà â òî÷êå x0 .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé Òåéëîðà:

f(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) + ...+

f (n−1)(x0)

(n− 1)!
(x− x0)

n−1+

+
f (n)(x0)

n!
(x−x0)n+α(x)(x−x0)n, ãäå α(x) → 0 (x→ x0) .

Òîãäà ïðè íàøèõ óñëîâèÿõ

f(x)− f(x0) =

{

f (n)(x0)

n!
+ α(x)

}

· (x− x0)
n .
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Òàê êàê f (n)(x0) 6= 0 , òî ìîæíî âûÿñíèòü çíàê ýòîé ðàçíîñòè ïðè

x äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê x0 . Ôóíêöèÿ α(x) → 0 (x → x0) , ïî-

ýòîìó ∃ δ ∀x , |x− x0| < δ , |α(x)| ≤ 1
2

∣

∣

∣

f(n)(x0)
n!

∣

∣

∣
. Òîãäà, ïðè ∀x ,

|x− x0| < δ ,

sign

{

f (n)(x0)

n!
+ α(x)

}

= signf (n)(x0) ïðè |x− x0| < δ .

Åñëè n � ÷åòíîå, òî äëÿ x 6= x0 èìååì (x−x0)
n > 0 , è èç óñëîâèÿ

f (n)(x0) > 0 ñëåäóåò, ÷òî f(x) − f(x0) > 0 è x0 � òî÷êà ñòðîãîãî

ìèíèìóìà. Àíàëîãè÷íî, èç óñëîâèÿ f (n)(x0) < 0 ñëåäóåò, ÷òî x0 �

òî÷êà ñòðîãîãî ìàêñèìóìà.

Åñëè n � íå÷åòíîå, òî sign(x− x0)
n = sign(x− x0) . Çíà÷èò,

sign (f(x)− f(x0))= signf (n)(x0) · sign (x − x0) ,

ðàçíîñòü f(x)− f(x0) ìåíÿåò çíàê ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó x0 è

�óíêöèÿ â òî÷êå x0 íå èìååò ýêñòðåìóìà. ◮

Ñëåäñòâèå. Åñëè f ′(x0) = 0 , x0 ∈ (a, b) è

1) åñëè f ′′(x0) > 0 , òî â òî÷êå x0 �óíêöèÿ èìååò ìèíèìóì;

2) åñëè f ′′(x0) < 0 , òî �óíêöèÿ â òî÷êå x0 èìååò ìàêñèìóì.

Çàìå÷àíèå. Ïðè f ′′(x0) = 0 èìååì ñëó÷àé íåîïðåäåëåííîñòè.

Ïðèìåð. �àññìîòðèì �óíêöèþ y = e− 1/x2

ïðè x 6= 0 , y = 0
ïðè x = 0 . Â òî÷êå x0 = 0 �óíêöèÿ èìååò ñòðîãèé ìèíèìóì, íî

y(n)(0) = 0 äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n .

Òåîðåìà (II äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê ýêñòðåìóìà �óíêöèè).

Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà èíòåðâàëå (a, b) , x0 ∈ (a, b) ,
f (n)(x) ∈ C (a, b) , f (n+1)(x) ñóùåñòâóåò äëÿ âñåõ x 6= x0 è

f (k)(x0) = 0 ïðè k = 1, ..., n .

Ïóñòü n � íå÷åòíîå. Åñëè f (n+1)(x) > 0 ïðè x 6= x0 , òî �óíêöèÿ
èìååò â òî÷êå x0 ñòðîãèé ìèíèìóì. Åñëè f (n+1)(x) < 0 ïðè

x 6= x0 , òî �óíêöèÿ èìååò â òî÷êå x0 ñòðîãèé ìàêñèìóì.

Ïóñòü n � ÷åòíîå. Åñëè ïðè x > x0 f (n+1)(x) > 0 è ïðè x < x0
f (n+1)(x) < 0 , òî �óíêöèÿ èìååò â òî÷êå x0 ñòðîãèé ìàêñèìóì.

Åñëè ïðè x > x0 f (n+1)(x) < 0 è ïðè x < x0 f (n+1)(x) > 0 , òî
�óíêöèÿ èìååò â òî÷êå x0 ñòðîãèé ìèíèìóì.

Ïðè íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâàõ ïîëó÷èì äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê íå-

ñòðîãîãî ýêñòðåìóìà.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî �îðìóëå Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì

â �îðìå Ëàãðàíæà ïîëó÷èì

f(x) = f(x0) +
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1 ,

ãäå ëèáî x0 < ξ < x , ëèáî x < ξ < x0 . Òîãäà

f(x)− f(x0) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
· (x− x0)

n+1 .

Èçó÷èì çíàê ïðàâîé ÷àñòè. Äëÿ ýêñòðåìóìà ýòà ðàçíîñòü äîëæíà

ñîõðàíÿòü çíàê ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó x0 .
Ïóñòü n � íå÷åòíîå, òîãäà (n+1) � ÷åòíîå. Åñëè f (n+1)(x) > 0

ïðè x 6= x0 , òî �óíêöèÿ èìååò ñòðîãèé ìèíèìóì â òî÷êå x0 . Åñëè
ïðè x 6= x0 f (n+1)(x) < 0 , òî �óíêöèÿ èìååò ñòðîãèé ìàêñèìóì

â òî÷êå x0 .
Ïóñòü n � ÷åòíîå, òîãäà ( n+1 ) � íå÷åòíîå. Åñëè f (n+1)(x) > 0

ïðè x > x0 è f (n+1)(x) < 0 ïðè x < x0 , òî �óíêöèÿ èìååò ñòðîãèé
ìàêñèìóì. Ïðè ïðîòèâîïîëîæíûõ íåðàâåíñòâàõ äëÿ ïðîèçâîäíûõ

�óíêöèÿ èìååò ñòðîãèé ìèíèìóì. ◮

Çàìå÷àíèå. Â òî÷êå x0 íåò ýêñòðåìóìà, åñëè ðàçíîñòü f(x)−f(x0)
ìåíÿåò çíàê ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó x0 . Íàïðèìåð, ïóñòü n �

íå÷åòíîå ÷èñëî, òîãäà ( n + 1 ) � ÷åòíîå. Åñëè f (n+1)(x) > 0 ïðè

x < x0 è f (n+1)(x) < 0 ïðè x > x0 , òî

sign (f(x)− f(x0)) = sign (x− x0) ;

èëè åñëè f (n+1)(x) < 0 ïðè x < x0 è f (n+1)(x) > 0 ïðè x > x0 ,
òî

sign (f(x)− f(x0))=− sign (x− x0)

è, çíà÷èò, �óíêöèÿ f(x) íå èìååò ýêñòðåìóìà â òî÷êå x0 .

� 31. Âûïóêëîñòü è âîãíóòîñòü �óíêöèè.

Òî÷êè ïåðåãèáà

Âûïóêëàÿ �èãóðà íà ïëîñêîñòè õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì ñâîéñòâîì,

÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ åå òî÷åê ñîåäèíÿþùèé èõ îòðåçîê ñîäåðæèòñÿ

â ýòîé �èãóðå (ðèñ. 6.3).
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Ïóñòü �óíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå

(a, b) . �àññìîòðèì ìíîæåñòâî

M = {(x, y) : a < x < b, y ≥ f(x)} .

Áóäåì ñ÷èòàòü �óíêöèþ âûïóêëîé íà èíòåðâàëå (a, b) , åñëè ìíî-

æåñòâî M åñòü âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Òàêèì îáðàçîì, âñÿêàÿ õîð-

äà, ñòÿãèâàþùàÿ äâå òî÷êè ãðà�èêà âûïóêëîé �óíêöèè, ëåæèò íå

íèæå ñòÿãèâàåìîé åþ äóãè. Åñëè â òî÷êå x0 åñòü êàñàòåëüíàÿ ê

ãðà�èêó âûïóêëîé �óíêöèè, òî ãðà�èê ëåæèò íå íèæå ýòîé êàñà-

òåëüíîé (ðèñ. 6.3). Áóäåì ñ÷èòàòü �óíêöèþ âîãíóòîé íà èíòåðâàëå

(a, b) , åñëè �óíêöèÿ −f(x) âûïóêëà íà ýòîì èíòåðâàëå

1)
.

x

y

0 x1 x2 x

y

0 x1 x2

�èñ. 6.3. Âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Âûïóêëàÿ (ãðà�èê íàä êàñàòåëü-

íîé) è âîãíóòàÿ (ãðà�èê ïîä êàñàòåëüíîé) �óíêöèè.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ïîíÿòèå âûïóêëîñòè è âîãíóòîñòè �óíêöèè â

òî÷êå.

31.1. Âûïóêëîñòü è âîãíóòîñòü â òî÷êå

Ïóñòü �óíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà íà èíòåðâàëå (a, b) , òî÷êà
x0 ∈ (a, b) , f ′(x0) ñóùåñòâóåò. Îáîçíà÷èì

Y = L(x, x0) = f(x0) + f ′(x0)(x − x0)

óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ãðà�èêó �óíêöèè â òî÷êå (x0, f(x0)) . Òî-
ãäà

y − Y = f(x)− f(x0)− f ′(x0)(x− x0) ,

1)
Äëÿ âûïóêëîé è âîãíóòîé �óíêöèè èñïîëüçóþò è äðóãèå íàçâàíèÿ. Íàïðè-

ìåð, âûïóêëàÿ âíèç äëÿ âûïóêëîé �óíêöèè è âûïóêëàÿ ââåðõ äëÿ âîãíóòîé.

(�åä.)
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è y − Y |x=x0
= 0 .

Îïðåäåëåíèå âûïóêëîñòè �óíêöèè â òî÷êå. Åñëè ∃O(x0)
∀x ∈ O(x0) f(x) ≥ L(x, x0) , òî �óíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ âû-

ïóêëîé â òî÷êå x0 . Åñëè ∃O(x0) ∀x ∈ O(x0)\x0 f(x) > L(x, x0) ,
òî �óíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ñòðîãî âûïóêëîé â òî÷êå x0 .
Àíàëîãè÷íî, �óíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ âîãíóòîé â òî÷êå x0 , åñëè
∃O(x0) ∀x ∈ O(x0) f(x) ≤ L(x, x0) . Åñëè ∃O(x0) ∀x ∈ O(x0)\x0
f(x) < L(x, x0) , òî �óíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ñòðîãî âîãíóòîé â òî÷êå

x0 .
Çàìå÷àíèå. Äè��åðåíöèðóåìîñòü â òî÷êå x0 âëå÷åò íåïðåðûâ-

íîñòü â òî÷êå x0 , íî íå âëå÷åò íåïðåðûâíîñòè íè íà êàêîì èíòåð-

âàëå, ñîäåðæàùåì x0 .
2)

Îïðåäåëåíèå. Òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà �óíêöèè

f(x) , åñëè ∃O(x0) ∀x ∈ O(x0) , x < x0 , f(x) ≤ L(x, x0) (èëè

f(x) ≥ L(x, x0) ) è ∀x ∈ O(x0) , x > x0 , f(x) ≥ L(x, x0) (èëè

f(x) ≤ L(x, x0) ). Åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå íåðàâåíñòâà ìåæäó çíà÷å-
íèÿìè f(x) è L(x, x0) ñòðîãèå, òî x0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ñòðîãîãî

ïåðåãèáà �óíêöèè.

Òàêèì îáðàçîì, x0 � òî÷êà ïåðåãèáà, åñëè äëÿ òî÷åê, ëåæàùèõ

ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò x0 ãðà�èê �óíêöèè íàõîäèòñÿ ïî ðàçíûå

ñòîðîíû îò êàñàòåëüíîé ê ãðà�èêó �óíêöèè â òî÷êå (x0, f(x0)) .

�èñ. 6.4. Â òî÷êå x = 0 �óíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ íè âûïóêëîé, íè

âîãíóòîé, è íå èìååò ïåðåãèá.

Ïðèìåð. Ôóíêöèÿ y =

{

x2 sin 1
x

(x 6= 0)
0 (x = 0)

äè��åðåíöèðóåìà â

2)
Ñìîòðè ïðèìåð 3.3 â [13℄: y = x2

(

D(x)− 1
2

)

, ãäå D(x) � �óíêöèÿ Äèðè-

õëå. (�åä.)
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òî÷êå x = 0 , íî íå ÿâëÿåòñÿ â ýòîé òî÷êå íè âûïóêëîé, íè âîãíó-

òîé, è íå èìååò â íåé òî÷êè ïåðåãèáà (ðèñ. 6.4). Äëÿ ýòîé �óíêöèè

f ′(0) = 0 , L(x, 0) = 0 .

Ëåêöèÿ 27

(08.12.67)

Ââåäåì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå:

∆(x) = f(x)− L(x, x0) = f(x)− f(x0)− f ′(x0)(x − x0) .

Îòìåòèì, ÷òî

∆(x0) = 0 ;
åñëè ∆(x) ≥ 0 â O(x0) , òî �óíêöèÿ f(x) âûïóêëà â òî÷êå x0 ,

à ∆(x) èìååò â òî÷êå x0 ìèíèìóì;

åñëè ∆(x) ≤ 0 â O(x0) , òî �óíêöèÿ f(x) âîãíóòà â òî÷êå x0 ,
à ∆(x) èìååò â òî÷êå x0 ìàêñèìóì;

åñëè ∆(x) > 0 â O(x0)\x0 , òî �óíêöèÿ f(x) â òî÷êå x0 ñòðîãî

âûïóêëà, à ∆(x) èìååò â òî÷êå x0 ñòðîãèé ìèíèìóì;

åñëè ∆(x) < 0 â O(x0)\x0 , òî �óíêöèÿ f(x) â òî÷êå x0 ñòðîãî

âîãíóòà, à ∆(x) èìååò â òî÷êå x0 ñòðîãèé ìàêñèìóì;

åñëè ∆(x) âîçðàñòàåò èëè óáûâàåò â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè

O(x0) , òî x0 åñòü òî÷êà ïåðåãèáà äëÿ �óíêöèè f(x) .
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî

∆′(x) = f ′(x) − f ′(x0) è

∆′(x0) = 0.
Òåîðåìà (I äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê âûïóêëîñòè, âîãíóòîñòè

è òî÷åê ïåðåãèáà). Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è äè��å-

ðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå (a, b) , x0 ∈ (a, b) .
1. Ïóñòü f ′(x) âîçðàñòàåò (óáûâàåò) â òî÷êå x0 . Òîãäà f(x)

âûïóêëà (âîãíóòà) â òî÷êå x0 .
2. Åñëè f ′(x) èìååò â òî÷êå x0 ýêñòðåìóì, òî f(x) èìååò

â òî÷êå x0 ïåðåãèá.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî �îðìóëå Ëàãðàíæà

∆x = {f ′(ξ)− f ′(x0)} (x− x0) ≥ 0,

ãäå ëèáî x0 < ξ < x , ëèáî x < ξ < x0 .
Ïóñòü f ′(x) âîçðàñòàåò â òî÷êå x0 , òîãäà f ′(ξ) ≥ f ′(x0) ïðè

x > x0 , è f ′(ξ) ≤ f ′(x0) ïðè x < x0 . Çíà÷èò ∆x ≥ 0 è â òî÷-

êå x0 �óíêöèÿ áóäåò âûïóêëîé. Òî÷êà ýêñòðåìóìà ïðîèçâîäíîé
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áóäåò òî÷êîé ïåðåãèáà �óíêöèè. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàþòñÿ îñòàëü-

íûå óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû. ◮

Îòìåòèì, ÷òî

∆′(x) = f ′(x) − f ′(x0) ,
∆′′(x) = f ′′(x) ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

∆(k)(x) = f (k)(x) ( k ≥ 2 ),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..

∆(n)(x) = f (n)(x) .
Ïðèìåíèâ óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà è ìîíîòîííîñòè ê ∆x , ïîëó÷èì,
ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà (II äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê âûïóêëîñòè, âîãíóòîñòè

è òî÷åê ïåðåãèáà). Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà (a, b) è

èìååò â òî÷êå x0 ∈ (a, b) ïðîèçâîäíûå f (k)(x0) ( k = 1, 2, ..., n ).
Äîïóñòèì, ÷òî f ′′(x0) = ... = f (n−1)(x0) = 0 , f (n)(x0) 6= 0 . Ïóñòü
n � ÷åòíîå. Òîãäà, åñëè f (n)(x0) > 0 , òî �óíêöèÿ f(x) ñòðîãî âû-
ïóêëà â òî÷êå x0 ; åñëè f (n)(x0) < 0 , òî f(x) â òî÷êå x0 ñòðîãî

âîãíóòà. Åñëè n � íå÷åòíîå , òî òî÷êà x0 � òî÷êà ñòðîãîãî ïå-

ðåãèáà äëÿ f(x) .
�àññìîòðèì, íàïðèìåð, ïðîñòåéøèé ñëó÷àé òî÷êè ïåðåãèáà ïðè

n = 3 . Òîãäà ïî óñëîâèÿì òåîðåìû

{

f ′′(x0) = 0,
f ′′′(x0) 6= 0,

è ∆(x) , â

çàâèñèìîñòè îò çíàêà f ′′′(x0) , âîçðàñòàåò èëè óáûâàåò â òî÷êå x0 ,
è çíà÷èò, äëÿ �óíêöèè f(x) òî÷êà x0 � òî÷êà ïåðåãèáà.

31.2. Âûïóêëîñòü è âîãíóòîñòü íà èíòåðâàëå

Ïóñòü y = f(x) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà (a, b) .
Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèþ f(x) áóäåì íàçûâàòü âûïóêëîé íà

(a, b) , åñëè äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ (a, b) ñîîòâåòñòâóþùàÿ èì õîðäà

ëåæèò íå íèæå ãðà�èêà �óíêöèè íà îòðåçêå [x1, x2] .
Ôóíêöèþ f(x) áóäåì íàçûâàòü âîãíóòîé íà (a, b) , åñëè äëÿ ëþáûõ
x1, x2 ∈ (a, b) ñîîòâåòñòâóþùàÿ èì õîðäà ëåæèò íå âûøå ãðà�èêà

�óíêöèè íà îòðåçêå [x1, x2] .
Ïóñòü y = f(x) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà (a, b) . Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà(êðèòåðèé âûïóêëîñòè äè��åðåíöèðóåìûõ �óíê-

öèé).Äëÿ òîãî, ÷òîáû �óíêöèÿ, äè��åðåíöèðóåìàÿ íà èíòåðâàëå,

áûëà âûïóêëà íà ýòîì èíòåðâàëå, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òî-

áû åå ïðîèçâîäíàÿ áûëà âîçðàñòàþùåé �óíêöèåé.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü x1, x2 � ïðîèçâîëüíûå òî÷êè

èíòåðâàëà (a, b) , x1 < x2 , è M1M2 � ñîîòâåòñòâóþùàÿ èì õîðäà.

Ïóñòü M0 � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà íà ñòÿãèâàåìîé õîðäîé M1M2

äóãå êðèâîé ñ àáñöèññîé x0 , x1 < x0 < x2 . Çàìåòèì, ÷òî �óíêöèÿ
âûïóêëà íà (a, b) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óãëîâîé êîý��èöèåíò
õîðäû M1M0 íå áîëüøå óãëîâîãî êîý��èöèåíòà õîðäû M0M2 , ò. å.
y0−y1
x0−x1

≤ y2−y0
x2−x0

.

�èñ. 6.5. Êðèòåðèé âûïóêëîñòè äè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé: äî-

ñòàòî÷íîñòü.

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü f ′(x) âîçðàñòàåò íà èíòåðâàëå (a, b)
(ðèñ. 6.5) x1, x2 � ïðîèçâîëüíûå òî÷êè èíòåðâàëà (a, b) , x1 < x2 ,
è M1M2 � ñîîòâåòñòâóþùàÿ èì õîðäà. Ïóñòü M0 � ïðîèçâîëüíàÿ

òî÷êà íà ñòÿãèâàåìîé õîðäîé M1M2 äóãå êðèâîé, ñîîòâåòñòâóþ-

ùàÿ òî÷êå x0 , x1 < x0 < x2 . Ïîêàæåì, ÷òî M0 ëåæèò íå âûøå

õîðäû. �àññìîòðèì îòðåçîê [x1, x0] . Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà ñóùå-

ñòâóåò òî÷êà ξ1 ∈ (x1, x0) òàêàÿ, ÷òî f ′(ξ1) = y0−y1
x0−x1

. Îòìåòèì,

÷òî f ′(ξ1) ðàâíà óãëîâîìó êîý��èöèåíòó õîðäû M1M0 . Òåïåðü

ïðèìåíèì òåîðåìó Ëàãðàíæà ê îòðåçêó [x0, x2] . Òîãäà íàéäåòñÿ

òàêàÿ òî÷êà ξ2 ∈ (x0, x2) , ÷òî f ′(ξ2) = y2−y0
x2−x0

, ò. å. f ′(ξ2) � óã-

ëîâîé êîý��èöèåíò õîðäû M0M2 . Òàê êàê f ′(x) âîçðàñòàåò, òî

f ′(ξ1) ≤ f ′(ξ2) . Çíà÷èò, òî÷êà M2 ëåæèò íå íèæå ïðÿìîé, ïðîõî-

äÿùåé ÷åðåç òî÷êè M1 èM0 , à òî÷êà M0 � íå âûøå õîðäû M1M2 ,

è èç çàìå÷àíèé â íà÷àëå äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèÿ âû-

ïóêëà.

Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü. Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) äè��åðåíöèðóåìà è

âûïóêëà íà (a, b) (ðèñ. 6.6). Äîêàæåì, ÷òî f ′(x) âîçðàñòàåò. Âîçü-
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x

y

0 a x x1 x2 x′ b

M
M1

M2

M ′

�èñ. 6.6. Êðèòåðèé âûïóêëîñòè äè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé: íå-

îáõîäèìîñòü.

ìåì ïðîèçâîëüíûå òî÷êè x1, x2 ∈ (a, b) , x1 < x2 . Íàäî ïîêàçàòü,
÷òî f ′(x1) ≤ f ′(x2) . Òàê êàê �óíêöèÿ âûïóêëà, òî äëÿ ïðîèçâîëü-
íîé òî÷êè x ∈ (a, b) , x < x1 , èìååì

y−y1
x−x1

≤ y2−y1
x2−x1

. Ïðè x → x1

îòñþäà ïîëó÷èì, ÷òî f ′(x1) ≤ y2−y1
x2−x1

. Àíàëîãè÷íî äëÿ ïðîèçâîëü-

íîé òî÷êè x′ ∈ (a, b) , x2 < x′ , èìååì y1−y2
x1−x2

≤ y′−y2
x′−x2

è ïðè x′ → x2

ïîëó÷èì

y2−y1
x2−x1

≤ f ′(x2) . Çíà÷èò, f ′(x1) ≤ f ′(x2) . ◮

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåîðåìà äëÿ âîãíóòîé �óíêöèè äîêàçûâàåòñÿ

àíàëîãè÷íî.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ âûïóêëîé �óíêöèè f(x) òî÷åê, ãäå f ′(x) íå ñó-

ùåñòâóåò, êîíå÷íîå èëè ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî.

� 32. Àáñîëþòíûé ýêñòðåìóì

Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b] è
äè��åðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå (a, b) . �àññìîòðèì çàäà÷ó î íà-

õîæäåíèè àáñîëþòíîãî ýêñòðåìóìà, ò. å. çàäà÷ó î íàõîæäåíèè íàè-

áîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ �óíêöèè íà îòðåçêå. Íà îòðåçêå

ìåòîäû äè��åðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ íå ïðèìåíèìû ê ãðàíè÷-

íûì òî÷êàì. Ïîýòîìó ñíà÷àëà íà èíòåðâàëå ïðîâîäèòñÿ èññëåäî-

âàíèå �óíêöèè íà ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé.

Çàòåì ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ �óíêöèè âíóòðè èíòåðâàëà ïðîñòî

ñðàâíèâàþòñÿ ñî çíà÷åíèÿìè �óíêöèè â êîíöàõ îòðåçêà (ò. å. ñî çíà-

÷åíèÿìè �óíêöèè íà ãðàíèöå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ), è íàõîäÿòñÿ

íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ �óíêöèè íà îòðåçêå.
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�ëàâà 7

Äè��åðåíöèàëüíàÿ

ãåîìåòðèÿ

� 33. Âåêòîð-�óíêöèè

�åêîìåíäîâàííàÿ ëèòåðàòóðà: [8℄.

33.1. Ïðåäåë è íåïðåðûâíîñòü

Ïóñòü äàíà �óíêöèÿ y = f(x) , ãäå x � òî÷êà â n-ìåðíîì ïðîñòðàí-

ñòâå Rn , x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn . Áóäåì ðàññìàòðèâàòü n = 2 è

n = 3 . Ïóñòü a(x1, x2, x3) è a0(x
0
1, x

0
2, x

0
3) � òî÷êè èç R3

.

Îïðåäåëåíèÿ. Îêðåñòíîñòüþ O(a0) òî÷êè a0 íàçûâàåòñÿ ìíî-

æåñòâî òî÷åê a(x1, x2, x3) , äëÿ êîòîðûõ

(

x1 − x01
)2

+
(

x2 − x02
)2

+
(

x3 − x03
)2
< ε2.

Ïîíÿòèÿ ãðàíè÷íîé, âíóòðåííåé è ïðåäåëüíîé òî÷åê ìíîæåñòâà,

îòêðûòîãî è çàìêíóòîãî ìíîæåñòâ, à òàêæå ïîíÿòèÿ ïðåäåëà è

íåïðåðûâíîñòè �óíêöèé, îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè â ëþáîì ïðî-

ñòðàíñòâå, ãäå ââåäåíî ïîíÿòèå îêðåñòíîñòè.

Ïóñòü èìåþòñÿ äâå òî÷êè a0(x
0
1, x

0
2) è a1(x

1
1, x

1
2) â ïðîñòðàíñòâå

R2
.
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Îòðåçêîì [a0, a1] íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü òî÷åê a(x1, x2) , äëÿ
êîòîðûõ

x1 = (1− t)x01 + tx11

x2 = (1− t)x02 + tx12

ïðè 0 ≤ t ≤ 1 .
Àíàëîãè÷íî, ïóñòü a0(x

0
1, x

0
2, x

0
3) è a1(x

1
1, x

1
2, x

1
3) � òî÷êè â R3

.

Îòðåçêîì [a0, a1] íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü òî÷åê a(x1, x2, x3) ,
äëÿ êîòîðûõ

x1 = (1− t)x01 + tx11

x2 = (1− t)x02 + tx12

x3 = (1− t)x03 + tx13

ïðè 0 ≤ t ≤ 1 .
Åñëè 0 < t < 1 , òî ïîëó÷àåì èíòåðâàë.

Ìíîæåñòâî âûïóêëî, åñëè âìåñòå ñ ëþáûìè ñâîèìè äâóìÿ òî÷êàìè

îíî ñîäåðæèò è ñîåäèíÿþùèé èõ îòðåçîê.

Òåïåðü ìû ðàññìîòðèì áîëåå îáùåå ïîíÿòèå �óíêöèè, êîãäà

îáîáùàåòñÿ îáëàñòü çíà÷åíèé, à îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îñòàåòñÿ òà

æå � ìíîæåñòâî èç R .

Îïðåäåëåíèå. �îâîðÿò, ÷òî íà ìíîæåñòâå X ⊂ R îïðåäåëåíà âåê-

òîð-�óíêöèÿ r = r(t) , åñëè ëþáîìó t ∈ X ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå

âåêòîð r ∈ Rn .

Ëåêöèÿ 28

(13.12.67)

Ïóñòü âåêòîð-�óíêöèÿ r = r(t) îïðåäåëåíà äëÿ t ∈ X ⊂ R , r ∈ R3

(èëè r ∈ R2
). Ñâåäåì èçó÷åíèå âåêòîð-�óíêöèé ê èçó÷åíèþ �óíê-

öèé èç R â R . Ïóñòü a = (x, y, z) ∈ R3
è e1 , e2 , e3 � áàçèñ â R3

.

Òîãäà a = xe1 + ye2 + ze3 , ãäå x, y, z ∈ R . Çíà÷èò

r = r(t) = x(t)e1 + y(t)e2 + z(t)e3 ,

èëè r = r(t) = {x(t), y(t), z(t)} . Òàêèì îáðàçîì, çàäàòü âåêòîð-

�óíêöèþ � çíà÷èò çàäàòü òðè äåéñòâèòåëüíûå �óíêöèè äåéñòâè-

òåëüíîãî ïåðåìåííîãî

x = x(t)
y = y(t)
z = z(t)







.
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Ïóñòü a = xe1 + ye2 + ze3 è b = x′e1 + y′e2 + z′e3 � äâå òî÷êè èç

R3
. Òîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè

|a− b| =
√

(x− x′)2 + (y − y′)2 + (z − z′)2 .

�àññìîòðèì âåëè÷èíó max {|x− x′| , |y − y′| , |z − z′|} = d . Ìåæäó

âåëè÷èíàìè |a− b| è d èìåþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ d ≤ |a− b| ≤
√
3d .

Çíà÷èò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} , an = (xn, yn, zn) ∈ R3
ñõîäèòñÿ

ê b ïðè n → ∞ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà dn = |an − b| → 0
( n→ ∞ ), ò. å. êîãäà

xn → x′, yn → y′, zn → z′ (n→ ∞) .

Òàêèì îáðàçîì, ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} ê âåêòîðó b
ýêâèâàëåíòíà ïîêîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòè. Àíàëîãè÷íî, íåïðåðûâ-

íîñòü âåêòîð �óíêöèè â òî÷êå ýêâèâàëåíòíà íåïðåðûâíîñòè â ýòîé

òî÷êå âñåõ åå êîîðäèíàò.

33.2. Äè��åðåíöèðîâàíèå âåêòîð-�óíêöèé

Ïóñòü r = r(t) � âåêòîð-�óíêöèÿ, îïðåäåëåíàÿ äëÿ t ∈ (α, β) ⊂ R .

Îïðåäåëåíèå. Ïðåäåë lim
∆ t→0

r(t+∆ t)−r(t)
∆ t

íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé

r′(t) âåêòîð-�óíêöèè r(t) .
Ïðàâèëà äè��åðåíöèðîâàíèÿ äëÿ âåêòîð-�óíêöèè òàêèå æå,

êàê è äëÿ ñêàëÿðíîé �óíêöèè.

Ïóñòü a è b � äâà âåêòîðà. �àññìîòðèì íîâûå îïåðàöèè: λa
( λ ∈ R ), (a, b) = ab � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, è [a, b] = a × b �

âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ a è b . Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
îïðåäåëåíî â ïðîñòðàíñòâå, à âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå � â îðèåíòè-

ðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå R3
+ .

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ {a, b} äâóõ ïåðåìåííûõ, ëèíåéíàÿ ïî îò-

íîøåíèþ ê ñâîèì àðãóìåíòàì, íàçûâàåòñÿ áèëèíåéíîé �óíêöèåé.

Ôóíêöèè λa , ab , a× b ÿâëÿþòñÿ áèëèíåéíûìè. Íàïðèìåð, ab
� îäíà èç ïðîñòåéøèõ áèëèíåéíûõ �óíêöèé. Èç ëèíåéíîñòè ïî ïåð-

âîìó àðãóìåíòó ñëåäóåò (αa1 + βa2) b = αa1b + βa2b . Àíàëîãè÷íî
ïî âòîðîìó àðãóìåíòó. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî áèëèíåéíîñòè, ìîæíî

âûâåñòè ïðàâèëî äè��åðåíöèðîâàíèÿ ëþáîé áèëèíåéíîé �óíêöèè.

Óïðàæíåíèå. Âûâåñòè ïðàâèëî äè��åðåíöèðóåìîñòè äëÿ áèëè-

íåéíîé �óíêöèè. Ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè âûâîäå �îðìóëû äëÿ ïðîèç-

âîäíîé èñïîëüçîâàëàñü áèëèíåéíîñòü.
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Â ÷àñòíîñòè ïîëó÷èì

{a× b}
′

= a′ × b+ a× b′,

{ab}
′

= a′b+ ab′.

Ïóñòü r = r(t) = x(t)e1 + y(t)e2 + z(t)e3 � âåêòîð-�óíêöèÿ.

Òåîðåìà (êðèòåðèé äè��åðåíöèðóåìîñòè). Äëÿ òîãî, ÷òîáû

âåêòîð-�óíêöèÿ r = r(t) = x(t)e1 + y(t)e2 + z(t)e3 áûëà äè��åðåí-

öèðóåìà íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû áûëè äè��åðåíöèðóåìû

�óíêöèè x , y è z .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü î÷åâèäíà. Åñëè x, y

è z äè��åðåíöèðóåìûå �óíêöèè, òî è r = r(t) äè��åðåíöèðóåìà:

r′(t) = x′(t)e1 + y′(t)e2 + z′(t)e3 .

Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü. Åñëè âåêòîð-�óíêöèÿ äè��åðåíöèðóåìà,

òî äè��åðåíöèðóåìà {r(t) e1}
′

= x′(t) , ò. å. äè��åðåíöèðóåìà è

�óíêöèÿ x(t) . Àíàëîãè÷íî äëÿ �óíêöèé y (t) è z(t) . ◮

33.3. Ôîðìóëà Òåéëîðà äëÿ âåêòîð-�óíêöèè

Ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â �îðìå Ëàãðàíæà äëÿ

âåêòîð-�óíêöèè íåâåðíà.

1)

Äëÿ âåêòîð-�óíêöèè ñïðàâåäëèâ àíàëîã ëîêàëüíîé �îðìóëû

Òåéëîðà.

Òåîðåìà (ëîêàëüíàÿ �îðìóëà Òåéëîðà äëÿ âåêòîð-�óíê-

öèé). Ïóñòü âåêòîð-�óíêöèÿ r = r(t) îïðåäåëåíà äëÿ t ∈ (α, β) ,
òî÷êà t0 ∈ (α, β) è r(n)(t0) ñóùåñòâóåò. Òîãäà ñïðàâåäëèâà �îð-

ìóëà Òåéëîðà:

r(t0 +∆t) = r(t0) +
r′(t0)

1!
∆t+ ...+

r(n)(t0)

n!
(∆t)n + an(t)(∆t)

n ,

ãäå an(t) → 0 (∆t → 0) .

1)
Åñëè àíàëîã �îðìóëû Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â �îðìå Ëàãðàí-

æà äëÿ âåêòîð-�óíêöèè áûë áû âåðåí, òî, íàïðèìåð, äëÿ âåêòîð-�óíêöèè

r = r(t) = t2e1 + t3e2 ïðè n = 0 è t0 = 0 â òî÷êå t = 1 ìû èìåëè áû

(x(1), y(1)) = (x′(c), y′(c)) , ãäå 0 < c < 1 , íî (1, 1) = (x′( 1
2
), y′( 1√

3
)) , ò. å. ìû

íå ìîæåì óêàçàòü îäèí è òîò æå àðãóìåíò â ïðîèçâîäíûõ, êàê òðåáóåò àíàëîã

�îðìóëû. (�åä.)
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê âåêòîð-�óíêöèÿ

r = r(t) = x(t)e1 + y(t)e2 + z(t)e3

èìååò r(n)(t0) , òî ñóùåñòâóþò x(n)(t0) , y
(n)(t0) , z

(n)(t0) . Çíà÷èò,
ïî �îðìóëå Òåéëîðà äëÿ ñêàëÿðíîé �óíêöèè

x(t0 +∆t) = x(t0) +
x′(t0)

1!
∆t+ ...+

x(n)(t0)

n!
(∆t)n + αn(t)(∆t)

n ,

ãäå αn(t) → 0 (t→ t0),

y(t0 +∆t) = y(t0) +
y′(t0)

1!
∆t+ ...+

y(n)(t0)

n!
(∆t)n + βn(t)(∆t)

n ,

ãäå βn(t) → 0 (t → t0) ,

z(t0 +∆t) = z(t0) +
z′(t0)

1!
∆t+ ...+

z(n)(t0)

n!
(∆t)n + γn(t)(∆t)

n ,

ãäå γn(t) → 0 (t → t0) .

Ñëîæèâ ýòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì �îðìóëó

r(t0 +∆t) = r(t0) +
r′(t0)

1!
∆t+ ...+

r(n)(t0)

n!
(∆t)n+

+ (αn(t)e1 + βne2 + γne3)(∆t)
n .

Îáîçíà÷èì an(t) = αn(t)e1+βne2+γne3 . Òîãäà an(t) → 0 (t → t0) .
◮

Çàìå÷àíèå. Áèëèíåéíûå �óíêöèè λa , ab , a× b íåïðåðûâíû ïî

êàæäîìó èç ñâîèõ àðãóìåíòîâ. Ýòî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâ

|λa| ≤ |λ| |a| , |ab| ≤ |a| |b| , |a× b| ≤ |a| |b| .

� 34. Ïîíÿòèå êðèâîé

Â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå ðàññìàòðèâàþòñÿ �óíêöèè, îòîáðàæà-

þùèå

1) R → R ,
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2) R → Rn ,

3) Rn → R ,

4) Rn → Rm � îñíîâíàÿ çàäà÷à àíàëèçà.

Â äè��åðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè êðèâûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ �óíê-

öèè, îòîáðàæàþùèå èç R â R3
.

34.1. Ýëåìåíòàðíàÿ êðèâàÿ

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå n = 1 , êîãäà âåêòîð-�óíêöèÿ r = r(t) åñòü

ñêàëÿðíàÿ �óíêöèÿ y = f(x) , ãðà�èê �óíêöèè åñòü êðèâàÿ íà

ïëîñêîñòè. Â ñëó÷àå n = 2 âåêòîð-�óíêöèÿ r = r(t) îïðåäåëÿ-

åò ïàðàìåòðèçîâàííóþ êðèâóþ Γ ⊂ R2
, ïðè ýòîì t � ïàðàìåòð,

t ∈ X ⊂ R . Îäíó è òó æå êðèâóþ ìîæíî ïî-ðàçíîìó ïàðàìåòðèçî-

âàòü: åñëè t = ϕ(τ) , òî ïîëó÷èì ñëîæíóþ âåêòîð �óíêöèþ

r̃ = r(ϕ(τ)) = r̃(τ) .

Â äè��åðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè êðèâàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðè-

÷åñêè:

x = x(t)
y = y(t)
z = z(t)







(Γ) ,

t ∈ (α, β) ⊂ R , x(t), y(t), z(t) ∈ C (α, β) , (x, y, z) ∈ R3
.

Îïðåäåëåíèå. Ýëåìåíòàðíîé êðèâîé, çàäàííîé íà èíòåðâàëå

(α, β) , íàçûâàåòñÿ îáðàç èíòåðâàëà (α, β) ïðè âçàèìíî îäíîçíà-

÷íîì è â îáå ñòîðîíû íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè â ïðîñòðàíñòâî

(áóäåì íàçûâàòü òàêîå îòîáðàæåíèå òîïîëîãè÷åñêèì)

2)
.

Îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî òîïîëîãè÷åñêèì, åñëè äëÿ âñÿ-

êîé òî÷êè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü, â êîòîðîé îòîáðàæåíèå òîïîëî-

ãè÷åñêîå.

Êðèâîé áóäåì íàçûâàòü îáðàç èíòåðâàëà ïðè ëîêàëüíî òîïîëîãè-

÷åñêîì åãî îòîáðàæåíèè â ïðîñòðàíñòâî.

2)
Ó Ñ.Á.Ñ. â áîëåå ïîçäíèõ ëåêöèÿõ êðèâàÿ � êëàññ ýêâèâàëåíòíûõ îòîáðà-

æåíèé (â íåêîòîðûõ êíèãàõ èõ íàçûâàþò ïóòÿìè èëè ïàðàìåòðèçàöèÿìè ýòîé

êðèâîé). (�åä.)
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Òåîðåìà. Ïóñòü x′(t), y′(t), z′(t) ∈ C [α, β] è âñå ïðîèçâîäíûå íå

îáðàùàþòñÿ â íóëü îäíîâðåìåííî, ò.å. x′2(t) + y′2(t) + z′2(t) > 0
∀t ∈ (α, β) . Òîãäà îòîáðàæåíèå (Γ) áóäåò ëîêàëüíî òîïîëîãè÷å-

ñêèì.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. 1. Äîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå (Γ) :
x = x(t) , y = y(t) , z = z(t) áóäåò ëîêàëüíî âçàèìíî îäíîçíà÷-

íûì. Íàì íàäî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî t0 ∈ (α, β) íàéäåò-

ñÿ îêðåñòíîñòü O(t0) òàêàÿ, â êîòîðîé îòîáðàæåíèå (Γ) ÿâëÿåò-

ñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò. å. ∃ t0 ∀O(t0)
∃ t1, t2 ∈ O(t0) òàêèå, ÷òî x(t1) = x(t2) , y(t1) = y(t2) , z(t1) = z(t2) .
Ïî òåîðåìå �îëëÿ íàéäóòñÿ t′, t′′, t′′′ , t1 < t′ < t2 , t1 < t′′ < t2 ,
t1 < t′′′ < t2 , òàêèå, ÷òî x′(t′) = 0 , y′(t′′) = 0 , z′(t′′′) = 0 . Óñòðå-
ìèâ t1, t2 → t0 ïîëó÷èì, ÷òî t′ → t0 , t

′′ → t0 , t
′′′ → t0 . Òàê

êàê ïðîèçâîäíûå íåïðåðûâíû, òî îòñþäà ïîëó÷èì, ÷òî x′(t0) = 0 ,
y′(t0) = 0 , z′(t0) = 0 . Çíà÷èò, x′2(t0) + y′2(t0) + z′2(t0) = 0 , ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

2. Â ñèëó äîêàçàííîãî, äëÿ ëþáîãî t0 ∈ (α, β) ñóùåñòâóåò O(t0)
òàêàÿ, â êîòîðîé îòîáðàæåíèå âçàèìíî îäíîçíà÷íî è, ñëåäîâàòåëü-

íî, èìååò îáðàòíîå. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàåòñÿ ïîêà-

çàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî t0 ∈ (α, β) íàéäåòñÿ O1(t0) ⊂ O(t0) , â êî-

òîðîé îáðàòíîå îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííî-

ñòè x′(t0) 6= 0 . Òîãäà ∃O1(t0) ⊂ O(t0) ∀ t ∈ O1(t0) x′(t) ñîõðà-

íÿåò çíàê x′(t0) . Ñëåäîâàòåëüíî, x(t) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ìîíîòîííîé
�óíêöèåé, äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ îáðàòíàÿ �óíêöèÿ

t = t(x) . Òîãäà îòîáðàæåíèå (x(t), y(t), z(t)) → t (îíî ìîæåò áûòü

çàïèñàíî êàê (x, y(t(x)), z(t(x))) → t òîæå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì

â O1(t0) , à îòîáðàæåíèå (Γ) ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî òîïîëîãè÷åñêèì è

çàäàåò êðèâóþ. ◮

Ëåêöèÿ 29

(15.12.67)

34.2. Êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé

Ïóñòü äàíà êðèâàÿ (Γ) , t0 ∈ (α, β) è ñîîòâåòñòâóþùàÿ òî÷êà

M0 (x0, y0, z0) ïðèíàäëåæèò êðèâîé. �àññìîòðèì ïðÿìûå L , ïðî-
õîäÿùèå ÷åðåç ýòó òî÷êó. Îáîçíà÷èì d = |M −M0| � ðàññòîÿíèå

îò ïðîèçâîëüíîé òî÷êè M íà êðèâîé (Γ) äî çàäàííîé òî÷êè M0

è îáîçíà÷èì h ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M äî ïðÿìîé L (ðèñ. 7.1).
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�èñ. 7.1. Êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé.

Îïðåäåëåíèå. Ïðÿìàÿ L íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíîé ê êðèâîé (Γ) â

òî÷êå M0 (x0, y0, z0) , åñëè
h
d
→ 0 ( t→ t0 ).

Åñëè r = r(t) � âåêòîðíîå óðàâíåíèå ïàðàìåòðèçîâàííîé êðè-

âîé, òî âåëè÷èíà |r′(t)| íå ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé õàðàêòåðèñòè-
êîé êðèâîé, à ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâîì çàäàíèÿ êðèâîé, çàâèñÿùèì îò

ïàðàìåòðèçàöèè. �åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë èìååò íàïðàâëåíèå âåêòî-

ðà ïðîèçâîäíîé.

Áóäåì îáîçíà÷àòü τ åäèíè÷íûé âåêòîð êàñàòåëüíîé.

Òåîðåìà. Ïóñòü äàíà êðèâàÿ (Γ) : r = r(t) , t ∈ (α, β) , òàêàÿ,
÷òî x′, y′, z′ ∈ C (α, β) , x′2 + y′2 + z′2 > 0 . Òîãäà (Γ) èìååò åäèí-

ñòâåííóþ êàñàòåëüíóþ â êàæäîé ñâîåé òî÷êå t0 ∈ (α, β) , ïðè÷åì
τ ‖r′(t0) .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü t = t0 +∆t . Òîãäà

d = |r(t0 +∆t)− r(t0)| .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â òî÷êå M0 , ñîîòâåòñòâóþùåé ïàðàìåòðó t0 ,
åñòü êàñàòåëüíàÿ. Òîãäà

h = |{r(t0 +∆t)− r(t0)} × τ | .

Ïî �îðìóëå Òåéëîðà

d = |r′(t0)∆t+ α(t)∆t| , h = |r′(t0)× τ ·∆t+ α(t)× τ ·∆t| ,

ãäå α(t) → 0 ( t→ t0 ). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

h

d
=

|r′(t0)× τ + α(t)× τ |
|r′(t0) + α(t)| → |r′ × τ |

|r′| = 0 ⇔ r′ × τ = 0 ,

ò. å. τ ‖r′(t0) , òàê êàê |r′| 6= 0 ïî óñëîâèþ. Ìû äîêàçàëè, ÷òî åñëè

êàñàòåëüíàÿ ñóùåñòâóåò, òî îíà èìååò íàïðàâëåíèå âåêòîðà r′ è,
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ñëåäîâàòåëüíî, åäèíñòâåííà. Âçÿâ òåïåðü ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷å-

ðåç òî÷êó M0 â íàïðàâëåíèè âåêòîðà r′(t0) , ó÷èòûâàÿ ïðåäûäóùèå
âûêëàäêè, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ýòîé ïðÿìîé

h
d
→ 0 . Ñëåäîâàòåëüíî,

ýòà ïðÿìàÿ � êàñàòåëüíàÿ. ◮

Íàïèøåì óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé. Îáîçíà÷èì ρ (ξ, η, ζ) ðàäèóñ-

âåêòîð òî÷êè íà êàñàòåëüíîé ρ = r+αr′ , ãäå α � ïàðàìåòð. Òîãäà

ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé

ξ = x(t0) + αx′(t0) ,

η = y(t0) + αy′(t0) ,

ζ = z(t0) + αz′(t0) ,

è êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé â òî÷êå t0 ìîæíî çàïèñàòü

êàê

ξ − x(t0)

x′(t0)
=
η − y(t0)

y′(t0)
=
ζ − z(t0)

z′(t0)
,

ãäå ρ (ξ, η, ζ) � òî÷êà íà êàñàòåëüíîé.

34.3. Ñîïðèêàñàþùàÿñÿ ïëîñêîñòü

Ïóñòü M0 (x0, y0, z0) ∈ (Γ) è M (x, y, z) ∈ (Γ) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà
êðèâîé. �àññìîòðèì ïëîñêîñòü P, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç êàñàòåëüíóþ

L ê êðèâîé â òî÷êå M0 . Îáîçíà÷èì d = |M −M0| � ðàññòîÿíèå

îò ïðîèçâîëüíîé òî÷êè M íà êðèâîé (Γ) äî çàäàííîé òî÷êè M0 ,

îáîçíà÷èì h ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M äî ïëîñêîñòè P.

Îïðåäåëåíèå. Ïëîñêîñòü P íàçûâàåòñÿ ñîïðèêàñàþùåéñÿ ê êðè-

âîé (Γ) â òî÷êå M0 (x0, y0, z0) , åñëè h
/

d2 → 0 (M →M0 ).

Ïðèìåð. Äëÿ êðèâîé y = x3 , z = 0 ëþáàÿ ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ

÷åðåç òî÷êó (0, 0, 0) , ÿâëÿåòñÿ ñîïðèêàñàþùåéñÿ.
Òåîðåìà. Ïóñòü äàíà êðèâàÿ (Γ) : r = r(t) , x′′, y′′, z′′ ∈ C (α, β) ,
x′2 + y′2 + z′2 > 0 (ò. å. r′(t) 6= 0 ), t0 ∈ (α, β) . Òîãäà â òî÷êå

M0 (x0, y0, z0) ñóùåñòâóåò ñîïðèêàñàþùàÿñÿ ïëîñêîñòü. Åñëè r′

è r′′ íåêîëëèíåàðíû, ò.å. r′ ∦ r′′ , òî ñîïðèêàñàþùàÿñÿ ïëîñêîñòü
åäèíñòâåííà; åñëè r′ ‖r′′ , òî ñîïðèêàñàþùàÿñÿ ïëîñêîñòü � ëþáàÿ
ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó M0 (x0, y0, z0) è ñîäåðæàùàÿ

âåêòîð r′ .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î òåîðåìû. Ïóñòü t = t0 + ∆t . Òîãäà
d = |r(t0 +∆t)− r(t0)| . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñîïðèêàñàþùàÿñÿ ïëîñ-
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P

L

M0

l

M

h

d

�èñ. 7.2. Ñîïðèêàñàþùàÿñÿ ïëîñêîñòü.

êîñòü P â òî÷êå M0 (x0, y0, z0) ñóùåñòâóåò. Òîãäà, ïðèìåíÿÿ �îð-

ìóëó Òåéëîðà, ïîëó÷èì, ÷òî

h = |l(r(t0 +∆t)− r(t0)| =
∣

∣

∣l
(

r′∆t+ 1
2r

′′ (∆t)2 + α(t) (∆t)2
)∣

∣

∣ ,

ãäå α(t) → 0 ( t → t0 ). Çäåñü l � íîðìàëüíûé åäèíè÷íûé âåêòîð ê

ñîïðèêàñàþùåéñÿ ïëîñêîñòè P. Òîãäà äëÿ ñîïðèêàñàþùåéñÿ ïëîñ-

êîñòè

h

d2
=

∣

∣(lr′/∆t) + 1
2 lr

′′ + α(t)
∣

∣

|r′ + β(t)|2
→ 0 ⇔

{

lr′ = 0
lr′′ = 0

.

Òàê êàê |r′| 6= 0 , òî ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî r′ ⊥ l , r′′ ⊥ l ,
÷òî îçíà÷àåò, ÷òî r′, r′′ ∈ P . Åñëè r′ è r′′ íåêîëëèíåàðíû, òî

ñîïðèêàñàþùàÿñÿ ïëîñêîñòü åäèíñòâåííà. Òåïåðü, åñëè P � ïëîñ-

êîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó M0 (x0, y0, z0)  íîðìàëüíûì åäè-

íè÷íûì âåêòîðîì l òàêèì, ÷òî r′ ⊥ l , r′′ ⊥ l , òî ó÷èòûâàÿ ïðåäû-
äóùèå âûêëàäêè, ïîëó÷èì, ÷òî P � îïðèêàñàþùàÿñÿ ïëîñêîñòü.

◮

Çàìå÷àíèå. Âåêòîð r′′ ëåæèò â ñîïðèêàñàþùåéñÿ ïëîñêîñòè, è

ýòî ìîæíî ñ÷èòàòü åãî ãåîìåòðè÷åñêèì ñâîéñòâîì. Äåéñòâèòåëüíî,

åñëè íà êðèâîé r = r(t) âûáðàíà äðóãàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ t = ϕ(u) ,
òî

r = r(ϕ(u)) ,

r′u = r′(t) ϕ′(u) ,

r′′uu = r′′(t) (ϕ′(u))
2
+ r′(t) ϕ′′(u) .

Íàïðàâëåíèå âåêòîðà r′′uu äðóãîå, íî ñîïðèêàñàþùàÿñÿ ïëîñêîñòü,

â êîòîðîé ëåæèò âåêòîð, èíâàðèàíòíà.
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Íàïèøåì óðàâíåíèå ñîïðèêàñàþùåéñÿ ïëîñêîñòè. Ïóñòü r′ ∦ r′′ ,
ρ (ξ, η, ζ) ∈ P . Òîãäà âåêòîðû ρ− r, r′, r′′ áóäóò êîìïëàíàðíûìè, è
(ρ− r, r′, r′′) = 0 (óñëîâèå êîìïëàíàðíîñòè òðåõ âåêòîðîâ: ñìåøàí-

íîå ïðîèçâåäåíèå ýòèõ âåêòîðîâ ðàâíî íóëþ). Çíà÷èò, óðàâíåíèå

ñîïðèêàñàþùåéñÿ ïëîñêîñòè â òî÷êå M0 (x0, y0, z0) ìîæåò áûòü çà-

ïèñàíî êàê

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ξ − x (t0) η − y (t0) ζ − z (t0)
x′ (t0) y′ (t0) z′ (t0)
x′′ (t0) y′′ (t0) z′′ (t0)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0 .

34.4. Íîðìàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ

Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïàðàìåòð t êàê âðåìÿ, à âåêòîð-�óíêöèþ

r = r(t) � êàê óðàâíåíèå äâèæåíèÿ. Òîãäà r′(t) � ñêîðîñòü äâè-

æåíèÿ òî÷êè ïî êðèâîé. Ñàìîå ïðîñòîå äâèæåíèå � òàêîå, ÷òî

|r′(t)| = 1 . Ïàðàìåòðèçàöèÿ êðèâîé t = t(s) , êîãäà |r′(s)| = 1 ,
íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèåé êðèâîé. Ïàðàìåòð s çà-

âèñèò îò âûáîðà íà÷àëüíîé òî÷êè. �åîìåòðè÷åñêè s � äëèíà äóãè

êðèâîé.

Ïóñòü êðèâàÿ r = r(s) ñ íîðìàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèåé. Îáî-

çíà÷èì r′(s) = τ . Òàê êàê (r′, r′) = 1 , òî (r′, r′′) = 0 . Çíà÷èò,
r′′(s)⊥τ .

Ëåêöèÿ 30

(20.12.67)

34.5. Êðèâèçíà

Ïóñòü äàíà êðèâàÿ (Γ) : r = r(s) ñ íîðìàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèåé,

x′′ , y′′ , z′′ ∈ C (α, β) , |r′(s)| = 1 . �àññìîòðèì òî÷êè íà êðè-

âîé, ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðàìåòðàì s0 è s, è êàñàòåëüíûå L0 è L ê

êðèâîé â ýòèõ òî÷êàõ (ðèñ. 7.3). Îáîçíà÷èì ϑ óãîë ìåæäó ýòèìè

êàñàòåëüíûìè.

Îïðåäåëåíèå. Êðèâèçíîé k1 êðèâîé (Γ) â òî÷êå s0 íàçûâàåòñÿ

k1 = lim
s→s0

∣

∣

∣

ϑ(s)
∆s

∣

∣

∣ � ñêîðîñòü âðàùåíèÿ êàñàòåëüíîé ïðè íîðìàëüíîé

ïàðàìåòðèçàöèè.

Îòìåòèì, ÷òî êðèâèçíà k1 ≥ 0 ïî îïðåäåëåíèþ.
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�èñ. 7.3. Êðèâèçíà êðèâîé.

Òåîðåìà. Ïóñòü äàíà êðèâàÿ (Γ) : r = r(s) , x′′, y′′, z′′ ∈ C (α, β) .
Òîãäà êðèâèçíà k1 = |r′′(s)| .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì τ = r′ . Òîãäà (ðèñ. 7.4)

|τ(s+∆s)− τ(s)| = 2 sin
ϑ

2
.

Çíà÷èò,

�èñ. 7.4. Óãîë ìåæäó êàñàòåëüíûìè.

|τ(s+∆s) − τ(s)|
|∆s| =

2 sin ϑ
2

ϑ
· ϑ

|∆s| ,

îòêóäà ïðè ∆s → 0 ïîëó÷àåì k1 = |r′′(s)| . ◮
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Êðèâèçíà k1 ≥ 0 ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé õàðàêòåðèñòèêîé

êðèâîé. Òàê êàê r′′ = τ ′ è (τ, τ ′) = 0 , òî τ ′⊥τ . Âåêòîðû r′ , r′′

îïðåäåëÿþò ñîïðèêàñàþùóþñÿ ïëîñêîñòü, çíà÷èò, âåêòîð τ ′ ëåæèò
â ñîïðèêàñàþùåéñÿ ïëîñêîñòè è ïåðïåíäèêóëÿðåí ê êàñàòåëüíîé.

Îïðåäåëåíèå. Íîðìàëü ê êðèâîé, ëåæàùàÿ â ñîïðèêàñàþùåéñÿ

ïëîñêîñòè, íàçûâàåòñÿ ãëàâíîé íîðìàëüþ êðèâîé.

�èñ. 7.5. �ëàâíàÿ íîðìàëü ê êðèâîé.

Âûáåðåì íàïðàâëåíèå âåêòîðà ν ãëàâíîé íîðìàëè (ðèñ. 7.5) òàê,

÷òîáû

τ ′ = r′′ = k1ν

� ïåðâàÿ �îðìóëà Ôðåíå.

Âåêòîð β = τ × ν íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì áèíîðìàëè. Âåêòîð

áèíîðìàëè èìååò ïðîñòîé êèíåìàòè÷åñêèé ñìûñë: åäèíè÷íûé âåê-

òîð êàñàòåëüíîé âðàùàåòñÿ âîêðóã áèíîðìàëè è ñêîðîñòü åãî âðà-

ùåíèÿ åñòü âåëè÷èíà êðèâèçíû êðèâîé.

34.6. Êðóã êðèâèçíû

Îïðåäåëåíèå. Êðóãîì êðèâèçíû êðèâîé (Γ) â òî÷êå M íàçûâà-

åòñÿ òàêîé êðóã (ðèñ. 7.6), êîòîðûé èìååò ñ êðèâîé ñîïðèêîñíîâåíèå

ïîðÿäêà âûøå âòîðîãî.

Äëÿ ñîïðèêîñíîâåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà êðèâîé ñ îêðóæíîñòüþ

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) (r(s)− a)
2
= R2

, îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà ëåæèò íà îêðóæíîñòè;

2) 2 (r(s) − a) r′(s) = 0 , îçíà÷àåò, ÷òî (r − a) τ = 0 , ò. å. öåíòð
îêðóæíîñòè ëåæèò íà íîðìàëè ê êðèâîé;

3) 2r′2(s)+2 (r(s) − a) r′′(s) = 0 , ò. å. (r(s) − a) r′′(s)+1 = 0 èëè

(r − a) r′′ + 1 = 0 .
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Ïóñòü (Γ) ïëîñêàÿ êðèâàÿ. Òîãäà ïîñëåäíåå óñëîâèå ïîçâîëÿåò

îïðåäåëèòü ðàäèóñ êðóãà êðèâèçíû: òàê êàê (r − a) ‖ r′′ , òî ðàäèóñ
R = |r − a| = 1

k1
. Òàêèì îáðàçîì ñóùåñòâóåò è òîëüêî îäèí öåíòð

êðèâèçíû äëÿ êðèâîé â äàííîé òî÷êå.

�èñ. 7.6. Êðóã êðèâèçíû.

Îïðåäåëåíèå. Ýâîëþòîé êðèâîé íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîå ìå-

ñòî öåíòðîâ êðèâèçíû êðèâîé.

Îïðåäåëåíèå. Ýâîëüâåíòà êðèâîé γ � ýòî òà êðèâàÿ, ïî îòíîøå-

íèþ ê êîòîðîé êðèâàÿ γ ÿâëÿåòñÿ ýâîëþòîé.

34.7. Êðó÷åíèå êðèâîé

Îïðåäåëåíèå. Àáñîëþòíûì êðó÷åíèåì |k2| êðèâîé íàçûâàåòñÿ

ñêîðîñòü âðàùåíèÿ åå ñîïðèêàñàþùåéñÿ ïëîñêîñòè ïðè íîðìàëüíîé

ïàðàìåòðèçàöèè.

Àáñîëþòíîå êðó÷åíèå åñòü ñêîðîñòü âðàùåíèÿ áèíîðìàëè.

Òåîðåìà. Ïóñòü äàíà êðèâàÿ

(Γ) : r = r(t), x′′′, y′′′, z′′′ ∈ C (α, β) .

Òîãäà àáñîëþòíîå êðó÷åíèå

|k2| =
|(r′, r′′, r′′′)|

k21
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü β(s) è β(s + ∆s) � åäèíè÷íûå

âåêòîðû áèíîðìàëè â ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàõ êðèâîé. Îáîçíà÷èì

∆ϑ óãîë ìåæäó ýòèìè âåêòîðàìè. Ñëåäîâàòåëüíî

|β(s+∆s)− β(s)|
|∆s| =

2 sin ∆ϑ
2

|∆s| =
sin ∆ϑ

2
∆ϑ
2

· ∆ϑ

|∆s| .
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî |k2| = |β′| . Îòìåòèì, ÷òî β′⊥β , β = τ × ν ,
τ ′ = k1ν , òîãäà β′ = τ ′ × ν + τ × ν′ = τ × ν′ . Èòàê, β′⊥τ , β′⊥β ,
çíà÷èò β′ ‖ ν è ñëåäîâàòåëüíî |k2| = |β′ν| . Çàìåòèì, ÷òî îñü âðà-
ùåíèÿ β � âåêòîð, ïåðïåíäèêóëÿðíûé è β è ν , ò. å. ïàðàëëåëüíûé
τ è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîïðèêàñàþùàÿñÿ ïëîñêîñòü êðèâîé âðàùàåòñÿ

âîêðóã êàñàòåëüíîé.

Ïîäñòàâëÿÿ â ðàâåíñòâî |k2| = |β′ν| ν = r′′

k1
è β′ = r′×r′′

k1
, ïîëó÷èì

|k2| = |β′ν| = |(r′,r′′,r′′′)|
k21

. ◮

Èòàê, β′ ‖ ν .
Îïðåäåëèì êðó÷åíèå êðèâîé ðàâåíñòâîì k2 = ± |k2| . Çíàê k2
âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû ðàâåíñòâî β′ = k2ν âûïîëíÿëîñü. Òîãäà

k2 = − (r′,r′′,r′′′)
k21

.

β′ = k2ν

� ýòî âòîðàÿ �îðìóëà Ôðåíå.

Êðó÷åíèå îïðåäåëåíî òàì, ãäå êðèâèçíà îòëè÷íà îò íóëÿ (ãäå ñî-

ïðèêàñàþùàÿñÿ ïëîñêîñòü îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî).

ν′ = −k1τ − k2β.

Ýòî òðåòüÿ �îðìóëà Ôðåíå. Äîêàæåì åå.

ν′ = β × τ + β × τ ′ = k2ν × τ + β × ν = −k2β − k1τ . ◮

Òðè ïðÿìûå, èñõîäÿùèå èç òî÷êè êðèâîé è èìåþùèå íàïðàâëåíèå

âåêòîðîâ τ, ν, β ÿâëÿþòñÿ ðåáðàìè òðåõãðàííîãî óãëà, êîòîðûé íà-

çûâàåòñÿ åñòåñòâåííûì òðåõãðàííèêîì � îñíîâíûì òðèýäðîì.

Ìîæåì òàê ïðåäñòàâèòü óðàâíåíèÿ êðèâîé, ÷òîáû áûëè âèäíû êîì-

ïîíåíòû ïî îñÿì îñíîâíîãî òðèýäðà τ, ν, β . 3)

3)
"Ïîíèìàòü, �îðìóëèðîâàòü, äîêàçûâàòü."(Ñ. Á.Ñ., íàïóòñòâèå ê ýêçàìåíó.)
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×àñòü III

ÈÍÒÅ��ÀËÜÍÎÅ

ÈÑ×ÈÑËÅÍÈÅ
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�ëàâà 8

Íåîïðåäåëåííûé

èíòåãðàë

2 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 1

(07.02.68)

�åêîìåíäîâàííàÿ ëèòåðàòóðà: [10℄, [11℄, [9℄.

� 35. Ïåðâîîáðàçíàÿ

35.1. Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ �óíêöèè

ïî åå ïðîèçâîäíîé

Â äè��åðåíöèàëüíîì èñ÷èñëåíèè ìû çàíèìàëèñü òåì, ÷òî ïî

�óíêöèè f(x) íàõîäèëè èëè åå ïðîèçâîäíóþ, èëè åå äè��åðåíöè-

àë. Â èíòåãðàëüíîì èñ÷èñëåíèè ðàññìàòðèâàåòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à:

ïî ïðîèçâîäíîé �óíêöèè èëè åå äè��åðåíöèàëó íàäî íàéòè ñàìó

�óíêöèþ:

f ′(x) → f(x) ,

df → f .

Çàäà÷à åñòåñòâîçíàíèÿ � îòêðûâàòü çàêîíû ïðèðîäû, âûðàçèòü êî-

ëè÷åñòâåííûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó äè��åðåíöèàëàìè ðàçëè÷íûõ

�óíêöèé. Çàäà÷à èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ � çíàÿ ñîîòíîøåíèÿ
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ìåæäó äè��åðåíöèàëàìè, íàéòè ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñàìèìè

�óíêöèÿìè.

Ïðèìåð. Ïóñòü ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà M äâèæåòñÿ ïî ïðÿìîé. Ââå-

äåì íà ïðÿìîé ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì â òî÷êå O . Ïóñòü íà

ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó M , íàõîäÿùóþñÿ â ìîìåíò âðåìåíè t íà îñè
â òî÷êå ñ êîîðäèíàòîé x(t) , äåéñòâóåò ñèëà f(t) . Íàéòè çàêîí äâè-
æåíèÿ òî÷êè. Ýòî çàäà÷à èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ. Îíà ïðèâîäèò

ê ðåøåíèþ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

d2x

dt2
= kf(t) ,

ãäå k � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.

Ïðèìåð. �åîìåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à î êâàäðàòóðàõ. Ïóñòü íà îò-

ðåçêå [a, b] çàäàíà íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ y = f(x) ≥ 0 . Íàäî íàéòè
ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè, îáðàçîâàííîé ãðà�èêîì �óíê-

öèè y = f(x) , îñüþ Ox è ïðÿìûìè x = a è x = b (ðèñ. 8.1).

�èñ. 8.1. �åîìåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à î êâàäðàòóðàõ. Ñâîéñòâà ïëîùàäè.

Çäåñü ìû âñòðå÷àåìñÿ ñ ïîíÿòèåì "ïëîùàäü êîòîðîå íàìè åùå

íå îïðåäåëåíî. Äàäèì êîíñòðóêòèâíîå äåñêðèïòèâíîå (îïèñàòåëü-

íîå) îïðåäåëåíèå ïëîùàäè: ïëîùàäüþ ïë.S ïëîñêîé �èãóðû S íà-

çûâàåòñÿ âåëè÷èíà, îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. íîðìèðîâàííîñòü: êâàäðàò ñî ñòîðîíîé 1 èìååò ïëîùàäü, ðàâ-

íóþ 1;

2. àääèòèâíîñòü: åñëè S = S1 ∪ S2 è �èãóðû S1 è S2 íå

ïåðåñåêàþòñÿ, òî ïë.S = ïë.S1 + ïë.S2 ;

3. ìîíîòîííîñòü: åñëè S ⊃ S1 , òî ïë.S ≥ ïë.S1 (ðèñ. 8.1).
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Òàêîå îïðåäåëåíèå íå äàåò îòâåòà íà âîïðîñ, êàêàÿ �èãóðà èìååò

ïëîùàäü, íî åñëè ïëîùàäü �èãóðû ñóùåñòâóåò, òî ïëîùàäü �èãóðû

îáëàäàåò ýòèìè ñâîéñòâàìè.

Òåïåðü ìû ðàññìîòðèì, êàê ïîíÿòèå ïëîùàäè ñâÿçàíî ñ çàäà÷åé

èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ.

�èñ. 8.2. Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ �óíêöèè ïî åå ïðîèçâîäíîé.

Ïóñòü y = f(x) � íåïðåðûâíàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ �óíêöèÿ. �àñ-

ñìîòðèì êðèâîëèíåéíóþ òðàïåöèþ, îãðàíè÷åííóþ ãðà�èêîì �óíê-

öèè y = f(x) , îñüþ Ox , è ïðÿìûìè x = a è x = b . Ïóñòü
x ∈ [a, b] . Ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ ãðà-
�èêîì �óíêöèè íà îòðåçêå [a, x] , îáîçíà÷èì S(x) (ðèñ. 8.2). Ïðè-

äàäèì ïåðåìåííîé x ïðèðàùåíèå ∆x . Òîãäà ïî ñâîéñòâó àääèòèâ-
íîñòè ∆S(x) = S(x+∆x) − S(x) . Îáîçíà÷èì

M = max
[x,x+∆x]

f(x), m = min
[x,x+∆x]

f(x) .

Èç ìîíîòîííîñòè ïëîùàäè ñëåäóåò, ÷òî

∆x ·m ≤ ∆S(x) ≤ ∆x ·M ,

îòêóäà

m ≤ ∆S(x)

∆x
≤M .

Åñëè ∆x → 0 , òî M → f(x) è m → f(x) â ñèëó íåïðåðûâíîñòè

�óíêöèè f(x) . Îòñþäà, ïðîèçâîäíàÿ ïëîùàäè S(x) ïî x ðàâíà

f(x) :
dS(x)

dx
= f(x) .
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Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèøëè ê çàäà÷å î íàõîæäåíèè �óíêöèè ïî åå

ïðîèçâîäíîé.

35.2. Ïîíÿòèå ïåðâîîáðàçíîé

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü íà îòðåçêå [a, b] çàäàíû �óíêöèÿ f(x) è

íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ F (x) . Ôóíêöèÿ F (x) íàçûâàåòñÿ ïåðâîî-

áðàçíîé (ïðèìèòèâíîé) �óíêöèåé �óíêöèè f(x) íà îòðåçêå [a, b] ,
åñëè äëÿ âñåõ x èç ýòîãî îòðåçêà, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò,

êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê Kn , âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

F ′(x) = f(x) .

Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèÿ F (x) , íå ÿâëÿþùàÿñÿ íåïðåðûâíîé íà
îòðåçêå [a, b] , íå ìîæåò áûòü ïåðâîîáðàçíîé íè äëÿ êàêîé �óíêöèè
f(x) (ïðèìåð íà ðèñ. 8.3).

�èñ. 8.3. �àçðûâíàÿ �óíêöèÿ íå ìîæåò áûòü ïåðâîîáðàçíîé íè äëÿ

êàêîé �óíêöèè.

Ïðèìåð. Ôóíêöèÿ F (x) = |x| ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé �óíêöèåé

äëÿ �óíêöèè f(x) = signx . Çäåñü K1 = {0} .
Òåïåðü âñòàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè è åäèí-

ñòâåííîñòè ïåðâîîáðàçíîé �óíêöèè. Ïîëíûé îòâåò íà âîïðîñ î ñó-

ùåñòâîâàíèè ïåðâîîáðàçíîé âûõîäèò çà ðàìêè ýòîãî êóðñà è âïî-

ñëåäñòâèè áóäóò äàíû ëèøü íåêîòîðûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùå-

ñòâîâàíèÿ ïåðâîîáðàçíîé. Ñåé÷àñ æå çàéìåìñÿ âîïðîñîì åäèíñò-

âåííîñòè.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè �óíêöèÿ f(x) , çàäàííàÿ íà îòðåçêå

[a, b] , èìååò ïåðâîîáðàçíóþ, òî îíà èìååò èõ áåñêîíå÷íî ìíîãî. Â

ñàìîì äåëå, åñëè F0(x) � ïåðâîîáðàçíàÿ �óíêöèÿ äëÿ �óíêöèè
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f(x) , òî è F (x) = F0(x) + C , ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà,

òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé, òàê êàê F (x) íåïðåðûâíà è

F ′(x) = F ′
0(x) + C′ = F ′

0(x) = f(x) .

Òåïåðü ìû âèäèì, ÷òî ïëîùàäü íåîäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ óñëî-

âèåì

dS(x)
dx

= f(x) , òàê êàê åñëè S0(x) óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óñëî-

âèþ, òî åìó óäîâëåòâîðÿåò è S(x) = S0(x) +C . Òðåáóþòñÿ íåêîòî-

ðûå äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ, äëÿ òîãî ÷òîáû îäíîçíà÷íûì îáðà-

çîì âûáðàòü ñðåäè âñåõ ïåðâîîáðàçíûõ îäíó. Òàêèå óñëîâèÿ íàçû-

âàþòñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Â äàííîì ñëó÷àå íà÷àëüíûì óñëî-

âèåì áóäåò S(a) = 0 . Òåïåðü, åñëè ìû èìååì êàêóþ-òî ïåðâîîáðàç-

íóþ S0(x) , òî S(x) = S0(x) + C òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

dS(x)
dx

= f(x) , íî èç íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ S(a) = S0(a) + C = 0 ñëå-

äóåò C = −S0(a) , à çíà÷èò, �óíêöèÿ S(x) = S0(x)−S0(a) ÿâëÿåòñÿ
ïåðâîîáðàçíîé è óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíîìó óñëîâèþ.

Òåîðåìà îá îáùåì âèäå ïåðâîîáðàçíîé. Ïóñòü F0(x) åñòü

ïåðâîîáðàçíàÿ �óíêöèè f(x) íà îòðåçêå [a, b] . Òîãäà âñÿêàÿ ïåð-

âîîáðàçíàÿ �óíêöèè f(x) íà îòðåçêå [a, b] èìååò âèä

F (x) = F0(x) + C .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü F (x) � íåêîòîðàÿ ïåðâîîáðàç-

íàÿ �óíêöèè f(x) . �àññìîòðèì �óíêöèþ ϕ(x) = F (x) − F0(x) .
Ýòà �óíêöèÿ íåïðåðûâíà íà [a, b] , êàê ðàçíîñòü äâóõ íåïðåðûâ-

íûõ �óíêöèé, è äè��åðåíöèðóåìà âñþäó, ãäå äè��åðåíöèðóåìû

îäíîâðåìåííî F (x) è F0(x) , ò. å. ϕ(x) äè��åðåíöèðóåìà âñþäó

íà [a, b] çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà K. Òà-
êèì îáðàçîì, ϕ′(x) = f(x) − f(x) = 0 äëÿ ∀x ∈ [a, b] \K . Ïî �îð-

ìóëå Ëàãðàíæà (ñìîòðè ñëåäñòâèå èç òåîðåìû Ëàãðàíæà, ï. 5.7)

ïîëó÷àåì ϕ(x) = C äëÿ âñåõ x ∈ [a, b] , ò. å. F (x) = F0(x) + C . ◮

Ìû âèäèì, ÷òî äëÿ f(x) ñóùåñòâóåò öåëîå ìíîæåñòâî ïåðâîî-

áðàçíûõ. �åîìåòðè÷åñêè ýòî ìîæíî ïîêàçàòü ñëåäóþùåé èëëþñòðà-

öèåé (ñì. ðèñ. 8.4). Êðèâûå, èçîáðàæàþùèå ïåðâîîáðàçíûå, çàïîë-

íÿþò âñþ ïîëîñó ìåæäó ïðÿìûìè x = a è x = b .

Çàäà÷à îòûñêàíèÿ âñåõ ïåðâîîáðàçíûõ äëÿ çàäàííîé �óíêöèè

íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïåðâîîáðàçíûõ {F (x)} äëÿ �ó-

íêöèè f(x) , çàäàííîé íà îòðåçêå [a, b] , íàçûâàåòñÿ íåîïðåäåëåí-
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�èñ. 8.4. Ñåìåéñòâî ïåðâîîáðàçíûõ.

íûì èíòåãðàëîì �óíêöèè f(x) è îáîçíà÷àåòñÿ

∫

f(x)dx = {F (x)} ;

f(x) íàçûâàþò ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèåé; f(x)dx íàçûâàåòñÿ

ïîäûíòåãðàëüíûì âûðàæåíèåì.

2 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 2

(09.02.68)

Çàìå÷àíèÿ. 1. Ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî êàæäûé èíòåãðàë � ýòî íå

�óíêöèÿ, à ìíîæåñòâî âñåõ ïåðâîîáðàçíûõ. Ïîýòîìó òàêîå, íàïðè-

ìåð, ðàâåíñòâî

∫

f(x)dx +

∫

g(x)dx =

∫

h(x)dx = H(x) + C

íåëüçÿ ðàññìàòðèâàòü â ñìûñëå ðàâåíñòâà �óíêöèé. Òàêîå ðàâåí-

ñòâî îçíà÷àåò, ÷òî

{Ff (x)} + {Fg(x)} = {Fh(x)} ,

ò. å. ìíîæåñòâî âñåõ ïåðâîîáðàçíûõ, ïîëó÷àþùèõñÿ â ëåâîé ÷àñòè

ðàâåíñòâà, ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ïåðâîîáðàçíûõ, ïîëó÷àþùèõñÿ
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â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà. Ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî áûëî áû çàïèñàòü

è òàê:

∫

f(x)dx +

∫

g(x)dx =

∫

h(x)dx + C .

Äðóãèìè ñëîâàìè, â ðàâåíñòâàõ, ãäå â îáåèõ ÷àñòÿõ ñîäåðæèòñÿ çíàê

èíòåãðàëà, ìîæíî îïóñêàòü êîíñòàíòû. Ïðè ïåðåõîäå îò òàêèõ ðà-

âåíñòâ ê ðàâåíñòâàì, íå ñîäåðæàùèì çíàêà èíòåãðàëà, îáÿçàòåëüíî

ñëåäóåò ïèñàòü êîíñòàíòû.

2. Íàäî ïðîâåðÿòü, íà êàêèõ îòðåçêàõ F (x) áóäåò ïåðâîîáðàç-

íîé; ïåðâîîáðàçíàÿ äîëæíà áûòü íåïðåðûâíîé.

Ïðèìåð. �àññìîòðèì ðàâåíñòâî

∫

dx

x
= ln |x|+ C .

Îíî îçíà÷àåò, ÷òî ln |x| � îäíà èç ïåðâîîáðàçíûõ äëÿ �óíêöèè

1
x
. Íî ïåðâîîáðàçíàÿ íåïðåðûâíà íà òîì îòðåçêå, íà êîòîðîì îíà

çàäàíà. Ôóíêöèÿ ln |x| îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ x 6= 0 . Êàê áû ìû â

íóëå ýòó �óíêöèþ íè äîîïðåäåëèëè, îíà âñå ðàâíî áóäåò ðàçðûâíîé

â íóëå. Çíà÷èò, åñëè îòðåçîê [a, b] , íà êîòîðîì îïðåäåëåíà �óíêöèÿ,
ñîäåðæèò òî÷êó 0, òî íà ýòîì îòðåçêå ýòà �óíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ

ïåðâîîáðàçíîé. Òàêèì îáðàçîì, �îðìóëà

∫

dx
x

= ln |x| + C îïðåäå-

ëÿåò ïåðâîîáðàçíóþ �óíêöèè

1
x
íà ëþáîì îòðåçêå, íå ñîäåðæàùåì

òî÷êó 0, è åå íàäî ïîíèìàòü, êàê óñëîâíóþ çàïèñü òàêèõ äâóõ �îð-

ìóë:

∫

dx

x
= lnx+ C , åñëè x > 0 ,

∫

dx

x
= ln(−x) + C , åñëè x < 0 .

3. Îòâåò íà âîïðîñ, ÷åìó ðàâåí òîò èëè èíîé èíòåãðàë, ìîæåò

èìåòü ðàçíûå �îðìû. Îòâåòû

∫

f(x)dx = F1(x) + C1 è

∫

f(x)dx = F2(x) + C2

ýêâèâàëåíòíû, åñëè F1(x)− F2(x) = C .

Ïðèìåð. Îòâåòû

∫ −dx
(x−1)2 = 1

x−1 + C è

∫ −dx
(x−1)2 = x

x−1 + C ýêâè-

âàëåíòíû, òàê êàê

x
x−1 − 1

x−1 = 1 .
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� 36. Îñíîâíûå ñâîéñòâà

íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà

Ñâîéñòâî 1. Ñâÿçü èíòåãðèðîâàíèÿ è äè��åðåíöèðîâàíèÿ.

Ïóñòü

∫

f(x)dx ñóùåñòâóåò. Èç îïðåäåëåíèÿ íåîïðåäåëåííîãî èíòå-

ãðàëà íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò, ÷òî

d

∫

f(x)dx = f(x)dx .

Òàê êàê f(x) åñòü ïåðâîîáðàçíàÿ �óíêöèÿ äëÿ f ′(x) , òî

∫

f ′(x)dx = f(x) + C ,

÷òî ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê

∫

df(x) = f(x) + C .

Ñâîéñòâî 2. Ïðîñòåéøèå ïðàâèëà èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïóñòü

íà îòðåçêå [a, b] äëÿ �óíêöèé f è g ñóùåñòâóþò ïåðâîîáðàçíûå

∫

f(x)dx è

∫

g(x)dx . Òîãäà äëÿ �óíêöèé af(x) è f(x)+ g(x) òàê-

æå ñóùåñòâóþò ïåðâîîáðàçíûå íà îòðåçêå [a, b] è èìåþò ìåñòî

ðàâåíñòâà

1)

∫

af(x)dx = a
∫

f(x)dx ( a 6= 0 ),
2)

∫

[f(x) + g(x)] dx =
∫

f(x)dx +
∫

g(x)dx .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñàìîì äåëå, ïðîäè��åðåíöèðîâàâ

ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà 1), ïîëó÷èì

d

[

a

∫

f(x)dx

]

= a

[

d

∫

f(x)dx

]

= af(x)dx ,

çíà÷èò �îðìóëà 1) âåðíà.

Àíàëîãè÷íî, ïðîäè��åðåíöèðîâàâ ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà 2), ïî-

ëó÷èì

d

[∫

f(x)dx +

∫

g(x)dx

]

= d

∫

f(x)dx + d

∫

g(x)dx =

= f(x)dx + g(x)dx = [f(x) + g(x)] dx .
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Èç 1) è 2) ñëåäóåò, ÷òî ïðè α è β , íå ðàâíûõ íóëþ îäíîâðåìåííî,

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

∫

[αf(x) + βg(x)] dx = α

∫

f(x)dx + β

∫

g(x)dx .

Ýòî ðàâåíñòâî ñëåäóåò ÷èòàòü ñïðàâà íàëåâî, à ïîëüçóþòñÿ

èì îáû÷íî ñëåâà íàïðàâî. Ïðè ýòîì íàäî ïðîâåðÿòü, ÷òî äëÿ f(x)
è g(x) ñóùåñòâóþò ïåðâîîáðàçíûå.

Ñâîéñòâî 3. Çàìåíà ïåðåìåííîé (èíòåãðèðîâàíèå ïóòåì

ïîäñòàíîâêè). Ïóñòü èìååì �óíêöèþ F (t) , îïðåäåëåííóþ íà îò-

ðåçêå [α, β] è èìåþùóþ ïðîèçâîäíóþ F ′(t) = f(t) , íåïðåðûâíóþ
íà ýòîì îòðåçêå, ò.å. ïóñòü

∫

f(t)dt = F (t) + C . Ïóñòü èìååò-

ñÿ �óíêöèÿ t = ω (x) , îïðåäåëåííàÿ íà îòðåçêå [a, b] , èìåþùàÿ
íà ýòîì îòðåçêå íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ ω′(x) è òàêàÿ, ÷òî t

ïðèíàäëåæèò îòðåçêó [α, β] äëÿ âñåõ x èç îòðåçêà [a, b] . Òîãäà

∫

f(ω(x))ω′(x)dx = F (ω(x)) + C .

Â ñàìîì äåëå, �óíêöèÿ F (ω(x)) îïðåäåëåíà íà âñåì îòðåçêå

[a, b] , ïî òåîðåìå î íåïðåðûâíîñòè ñëîæíîé �óíêöèè îíà íåïðåðûâ-
íà íà ýòîì îòðåçêå; F (ω(x)) äè��åðåíöèðóåìà íà [a, b] ïî òåîðåìå
î äè��åðåíöèðóåìîñòè ñëîæíîé �óíêöèè. Ïðîäè��åðåíöèðîâàâ

ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì

(F (ω(x)))
′

= F ′(ω(x)) · ω′(x) = f(ω(x)) · ω′(x) .

Çàìå÷àíèå. Çäåñü F (t) � òî÷íàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ, F ′(t) = f(t) äëÿ

ëþáîãî t ∈ [α, β] áåç èñêëþ÷èòåëüíîãî ìíîæåñòâà. Ñâîéñòâî îñíî-
âàíî íà èíâàðèàíòíîñòè äè��åðåíöèàëà ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Ñâîéñòâî 4. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì. Ïóñòü äàíû �óíêöèè

u(x) è v(x) , îïðåäåëåííûå íà îòðåçêå [a, b] è èìåþùèå íà íåì

íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå u′(x) è v′(x) . Òîãäà

∫

udv = uv −
∫

vdu .

Äåéñòâèòåëüíî, èç ñîîòíîøåíèÿ d(uv) = du · v − u · dv ñëåäóåò

u · dv = d(uv)− v · du .
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Ïðîèíòåãðèðîâàâ ýòî ðàâåíñòâî, ïîëó÷èì òðåáóåìóþ �îðìóëó. Ýòó

�îðìóëó ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

∫

uv′dx = uv −
∫

vu′dx .

Çàìå÷àíèå. Èíòåãðèðîâàíèå âûâîäèò èç êëàññà ýëåìåíòàðíûõ

�óíêöèé. Íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë � àïïàðàò äëÿ èçó÷åíèÿ íîâîãî

êëàññà �óíêöèé, óæå íåýëåìåíòàðíûõ. Íàïðèìåð, ýëëèïòè÷åñêèé

èíòåãðàë

∫

dx
√

P4(x)
,

ãäå P4(x) � ìíîãî÷ëåí ÷åòâåðòîé ñòåïåíè, â îáùåì ñëó÷àå íå âû-

ðàæàåòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå �óíêöèè

1)
.

Òåîðåìà. Åñëè R(x) � ðàöèîíàëüíàÿ �óíêöèÿ, òî

∫

R(x)dx åñòü

ýëåìåíòàðíàÿ �óíêöèÿ.

Ñ õ å ì à ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â à. Ïóñòü R = P
Q

� ðàöèîíàëü-

íàÿ äðîáü, ãäå P è Q � ìíîãî÷ëåíû. Òîãäà R ïðåäñòàâèìà ñóììîé

R = S + P1

Q1
+ P2

Q2
+ ... + Pk

Qk
ìíîãî÷ëåíà S è ïðîñòåéøèõ ðàöèî-

íàëüíûõ äðîáåé (îáû÷íî äëÿ ýòîãî íàäî çíàòü êîðíè çíàìåíàòåëÿ).

Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðèðîâàíèå ðàöèîíàëüíîé �óíêöèè ñâîäèòñÿ ê

èíòåãðèðîâàíèþ ÷åòûðåõ òèïîâ ïðîñòåéøèõ ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé

âèäà

2)

A

x− a
;

D

(x− a)k
, k ≥ 2 ;

Bx+ C

x2 + px+ q
;

Bx+ C

(x2 + px+ q)m
, m ≥ 2 ,

÷òî ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ èíòåãðàëà ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå �óíê-

öèè.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ýëåìåíòàðíîé �óíêöèè (ñì. ï. 3.9, ñ. 28)

ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå.

∫

f(x)dx � ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé, åñëè

ïóòåì çàìåíû ïåðåìåííûõ x = ω (u) , ãäå x = ω (u) � ïðîñòåéøàÿ
ýëåìåíòàðíàÿ �óíêöèÿ, åãî ìîæíî ñâåñòè ê èíòåãðàëó îò ðàöèî-

íàëüíîé �óíêöèè.

1)
Îá èíòåãðàëàõ, íå âûðàæàþùèõñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå �óíêöèè, ñìîòðè,

íàïðèìåð, [5℄ ò.1 ðàçäåë 36.6. (�åä.)

2)
Ñì., íàïðèìåð, [2℄. (�åä.)
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�ëàâà 9

Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë

� 37. Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë �èìàíà

Â ïðåäûäóùåé ãëàâå âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ïåðâîîáðàçíîé îñòàë-

ñÿ îòêðûòûì. Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë ïîçâîëèò îòâåòèòü íà ýòîò

âîïðîñ.

Âñïîìíèì îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ìíîãîçíà÷íîé �óíêöèè (ñì. � 9,

ñ. 42).

�èñ. 9.1. Ïðåäåë ìíîãîçíà÷íîé �óíêöèè.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü èìååòñÿ ìíîãîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ F (t) , çà-
äàííàÿ íà ïîëóèíòåðâàëå (0, 1] : êàæäîìó ÷èñëó t èç ýòîãî ïîëó-

èíòåðâàëà ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå íåïóñòîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé

{y} = F (t) . �îâîðÿò, ÷òî ÷èñëî A � ïðåäåë ìíîãîçíà÷íîé �óíêöèè
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F (t) ïðè t → 0 , åñëè ∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀ t , 0 < t < δ , ∀ y ∈ F (t)
|A− y| < ε .

�åîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ, ïîÿñíÿþùóþ îïðåäåëåíèå, ñìî-

òðè íà ðèñ. 9.1.

Îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà �èìàíà. Ïóñòü íà îòðåçêå [a, b] çàäàíà
�óíêöèÿ y = f(x) . �àññìîòðèì ñèñòåìó òî÷åê (ðèñ. 9.2)

a = x0 < x1 < ... < xk < ... < xn = b .

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òàêàÿ ñèñòåìà îïðåäåëÿåò ðàçáèåíèå T îòðåçêà

[a, b] . Îïðåäåëèì äèàìåòð ðàçáèåíèÿ � ýòî ÷èñëî

t = d(T ) = max
k=1,...,n

∆xk > 0 ,

ãäå ∆xk = xk−xk−1 . Â êàæäîì èç îòðåçêîâ [xk−1, xk] , ãäå k ïðè-

íèìàåò çíà÷åíèÿ 1, 2, ..., n , çà�èêñèðóåì òî÷êó ξk . Ìû ïîëó÷èì n
òî÷åê ξ1, ξ2, ..., ξn . Âåêòîð (ξ1, ξ2, ..., ξn) îáîçíà÷èì ÷åðåç ξ . Ïðè
çàäàííîì T è âåêòîðå ξ ñòðîèì èíòåãðàëüíóþ ñóììó �èìàíà

S(T, ξ) =

n
∑

k=1

f(ξk)(xk − xk−1) =

n
∑

k=1

f(ξk)∆xk .

�èñ. 9.2. Èíòåãðàëüíàÿ ñóììà �èìàíà.

Êàæäîå ðàçáèåíèå T èìååò ñâîé äèàìåòð d(T ) = t > 0 . Ïîñòà-
âèì êàæäîìó t â ñîîòâåòñòâèå ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ èíòåãðàëüíûõ
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ñóìì S(t) = S(T, ξ) ïðè ðàçëè÷íûõ ðàçáèåíèÿõ T, ÷òî d(T ) = t ,
ïðè ðàçëè÷íûõ âåêòîðàõ ξ . Èíòåãðàëîì �èìàíà íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

I , ÿâëÿþùååñÿ ïðåäåëîì èíòåãðàëüíûõ ñóìì

I = lim
t→0

S(t) ,

åñëè ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò. Îáîçíà÷àåòñÿ èíòåãðàë �èìàíà

I =

b
∫

a

f(x)dx = (R)

b
∫

a

f(x)dx .

2 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 3

(21.02.68)

Åñëè äëÿ �óíêöèè f(x) ñóùåñòâóåò èíòåãðàë �èìàíà íà îòðåçêå

[a, b] , òî ãîâîðÿò, ÷òî f(x) èíòåãðèðóåìà ïî �èìàíó íà îòðåçêå

[a, b] . Åñëè �óíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà ïî �èìàíó, òî ìû áóäåì

ãîâîðèòü, ÷òî f ∈ R [a, b] , ãäå R [a, b] � ìíîæåñòâî �óíêöèé, èíòå-
ãðèðóåìûõ ïî �èìàíó.

Èíòåãðàë � îäèí èç ïðîñòåéøèõ �óíêöèîíàëîâ, îïðåäåëåííûõ

íà êëàññå R [a, b] .
�àññìîòðèì, êàê ïîíÿòèå èíòåãðàëà ñâÿçàíî ñ õàðàêòåðèñòèêîé

òî÷å÷íîãî ìíîæåñòâà íà îòðåçêå.

Ïóñòü íà îòðåçêå [a, b] çàäàíî òî÷å÷íîå ìíîæåñòâî E ⊂ R è χ �

õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ìíîæåñòâà E , ò. å. �óíêöèÿ

χ(x) = χE(x) =

{

1, åñëè x ∈ E,
0, åñëè x ∈ [a, b] \E.

Åñëè χ(x) ∈ R [a, b] , òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî E èìååò

äëèíó, ðàâíóþ

b
∫

a

χ(x)dx = I(χ) = F (E) . Åñëè χ(x) /∈ R [a, b] , òî

áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî E íå èìååò äëèíû.

Çàìå÷àíèå. �åîìåòðè÷åñêè èíòåãðàë �èìàíà îò íåîòðèöàòåëüíîé

�óíêöèè íà îòðåçêå [a, b] � ýòî ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè,
îáðàçîâàííîé ãðà�èêîì �óíêöèè, îòðåçêîì [a, b] è ïðÿìûìè x = a
è x = b .

Îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà ìîæíî äàòü è íà "ÿçûêå ε � δ ".
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Îïðåäåëåíèå. ×èñëî I íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì I =
b
∫

a

f(x)dx îò

�óíêöèè f(x) íà îòðåçêå [a, b] , åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò

òàêîå δ > 0 , ÷òî äëÿ âñåõ ðàçáèåíèé T îòðåçêà [a, b] ñ äèàìåòðîì
d(T ) , ìåíüøèì, ÷åì δ , è äëÿ âñåõ ïðîìåæóòî÷íûõ òî÷åê ξ âûïîë-

íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |S(T, ξ)− I| < ε .

×èñëà a è b íàçûâàþòñÿ íèæíèì è âåðõíèì ïðåäåëàìè èíòåãðè-

ðîâàíèÿ ñîîòâåòñòâåííî.

Îòìåòèì, ÷òî I =
b
∫

a

f(x)dx = F (f, a, b) íå çàâèñèò îò x , x

� ñâÿçàííàÿ ïåðåìåííàÿ, â îòëè÷èå îò íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà

∫

f(x)dx = F (x) + C , çàâèñÿùåãî îò x .

Âûÿñíèì, êàêèå �óíêöèè èíòåãðèðóåìû ïî �èìàíó, ò. å. èç êà-

êèõ �óíêöèé ñîñòîèò êëàññ R [a, b] .

� 38. Ôóíêöèè,

èíòåãðèðóåìûå ïî �èìàíó

Òåîðåìà (íåîáõîäèìîå óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè �óíêöèè).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû �óíêöèÿ áûëà èíòåãðèðóåìà ïî �èìàíó íà îò-

ðåçêå [a, b] íåîáõîäèìî, ÷òîáû îíà áûëà îãðàíè÷åíà íà ýòîì îò-

ðåçêå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü �óíêöèÿ f(x)
èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [a, b] è íå ÿâëÿåòñÿ íà íåì îãðàíè÷åííîé.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ T íàéäåòñÿ òàêîé ÷àñòè÷íûé

îòðåçîê ðàçáèåíèÿ [xk−1, xk] , ÷òî �óíêöèÿ îñòàíåòñÿ íåîãðàíè÷åí-
íîé íà ýòîì îòðåçêå, ò. å. sup

[xk−1,xk]

|f(x)| = ∞ .

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå T îòðåçêà [a, b] . Íàéäåì òàêîé îò-

ðåçîê [xk−1, xk] ýòîãî ðàçáèåíèÿ, íà êîòîðîì �óíêöèÿ íåîãðàíè÷å-

íà. Ïîñòðîèì âåêòîð ξ = (ξ1, ξ2, ..., ξn) . Òî÷êè

ξ1, ξ2, ..., ξk−1, ξk+1, ..., ξn

çàäàäèì ïðîèçâîëüíî ( ξi ∈ [xi−1, xi] ). Òîãäà, åñëè çà�èêñèðîâàòü

T è òî÷êè ξi ( i 6= k ), èíòåãðàëüíàÿ ñóììà S(T, ξ) äëÿ �óíêöèè

f(x) îñòàíåòñÿ çàâèñèìîé òîëüêî îò ξk . Çàïèøåì èíòåãðàëüíóþ
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ñóììó â âèäå

S(ξk) =
n
∑

i=1, i6=k,
f(ξi)∆xi + f(ξk)∆xk .

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ïðàâîé ÷àñòè çà�èêñèðîâàíî; ∆xk òàêæå çà�èê-

ñèðîâàíî âìåñòå ñ ðàçáèåíèåì T . Òî÷êà ξk ïðèíàäëåæèò îòðåçêó

[xk−1, xk] , íà êîòîðîì �óíêöèÿ íåîãðàíè÷åíà, çíà÷èò, f(ξk) òîæå

íåîãðàíè÷åííàÿ �óíêöèÿ. Òîãäà è S(ξk) åñòü íåîãðàíè÷åííàÿ

�óíêöèÿ, ò. å.

sup
ξk∈[xk−1,xk]

|S(ξk)| = ∞ .

Íî òîãäà è sup
ξ

|S(T, ξ)| = ∞ äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ T . Îòñþäà ñëå-

äóåò, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ïðåäåëà èíòåãðàëüíûõ ñóìì S(T, ξ) , ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî �óíêöèÿ èíòåãðèðóåìà ïî óñëîâèþ òåîðå-

ìû. ◮

�àññìîòðèì êðèòåðèè è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè

�óíêöèè, ò. å. ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà I = lim
t→0

S(T, ξ) . Ñîãëàñíî

êðèòåðèþ Êîøè ñóùåñòâîâàíèå ýòîãî ïðåäåëà îçíà÷àåò, ÷òî èíòå-

ãðàëüíûå ñóììû S(T, ξ) è S(T ′, ξ′) äîëæíû áûòü áëèçêè äðóã äðó-

ãó, åñëè äèàìåòðû ðàçáèåíèé d(T ) è d(T ′) äîñòàòî÷íî ìàëû.

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîíàäîáèòñÿ èññëåäîâàòü ïðè �èêñèðî-

âàííîì ðàçáèåíèè T âåëè÷èíó

sup
ξ,ξ′

|S(T, ξ)− S(T, ξ′)| = sup
ξ

S(T, ξ)− inf
ξ′
S(T, ξ′) .

Âåëè÷èíà sup
ξ

S(T, ξ) íàçûâàåòñÿ âåðõíåé ñóììîé Äàðáó è îáî-

çíà÷àåòñÿ S(T ) . Âåëè÷èíà inf
ξ
S(T, ξ) íàçûâàåòñÿ íèæíåé ñóììîé

Äàðáó è îáîçíà÷àåòñÿ S(T ) .

Íàéäåì áîëåå ïðîñòûå âûðàæåíèÿ äëÿ âåðõíåé è íèæíåé ñóìì

Äàðáó. Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) îãðàíè÷åíà íà îòðåçêå [a, b] . Òîãäà
íàéäåòñÿ M òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ [a, b] ñïðàâåäëèâî |f(x)| ≤M .

Çà�èêñèðóåì ðàçáèåíèå T è îòðåçîê [xk−1, xk] . Ïóñòü

Mk = sup
x∈[xk−1,xk]

f(x) , mk = inf
x∈[xk−1,xk]

f(x) .
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Òåîðåìà (�îðìóëû Äàðáó). Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) îãðàíè÷åíà

íà îòðåçêå [a, b] , T � ðàçáèåíèå îòðåçêà [a, b] ,

Mk = sup
x∈[xk−1,xk]

f(x); mk = inf
x∈[xk−1,xk]

f(x) .

Òîãäà

S(T ) =

n
∑

k=1

Mk∆xk, S(T ) =

n
∑

k=1

mk∆xk .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èìååì

S(T, ξ) =

n
∑

k=1

f(ξk)∆xk ≤
n
∑

k=1

Mk∆xk .

Ýòà îöåíêà âåðíà äëÿ ëþáîãî âûáîðà òî÷åê ξk . Çíà÷èò

sup
ξ

S(T, ξ) ≤
n
∑

k=1

Mk∆xk ,

îòêóäà

S(T ) ≤
n
∑

k=1

Mk∆xk .

Çàäàäèì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 . Ïîäáåðåì òî÷êè ξk ∈ [xk−1, xk]
( k = 1, 2, ..., n ) òàê, ÷òî f(ξk) > Mk − ε . Òîãäà äëÿ ýòîãî íàáî-

ðà ξ

S(T, ξ) =

n
∑

k=1

f(ξk)∆xk >

n
∑

k=1

Mk∆xk − ε(b− a),

òàê êàê ñóììà

n
∑

k=1

∆xk = b− a ðàâíà äëèíå îòðåçêà [a, b] . Ñëåäî-

âàòåëüíî,

S(T )= sup
ξ

S(T, ξ) ≥
n
∑

k=1

Mk∆xk

è çíà÷èò, S(T ) =
n
∑

k=1

Mk∆xk .

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ �îðìóëà S(T ) =
n
∑

k=1

mk∆xk . ◮
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Çàìå÷àíèå. Îáîçíà÷èì Mk −mk = ωk = ωk(f, xk−1, xk) � êîëåáà-

íèå �óíêöèè f(x) íà îòðåçêå [xk−1, xk] . Òîãäà

sup
ξ,ξ′

|S(T, ξ)− S(T, ξ′)| = sup
ξ

S(T, ξ)− inf
ξ′
S(T, ξ′) =

= S(T )− S(T ) =

n
∑

k=1

(Mk −mk)∆xk =

n
∑

k=1

ωk∆xk .

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü åñòü äâà ðàçáèåíèÿ T è T1 îòðåçêà [a, b] .
�îâîðÿò, ÷òî T1 � ïðîäîëæåíèå ðàçáèåíèÿ T (áóäåì çàïèñûâàòü

T1 ≺ T ), åñëè âñÿêàÿ òî÷êà äåëåíèÿ, âõîäÿùàÿ â T, âõîäèò è â T1 .
Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) îãðàíè÷åíà íà îòðåçêå [a, b] . �àññìîòðèì

ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ñóìì Äàðáó.

Ñâîéñòâî 1. Åñëè T1 ≺ T , òî S(T1) ≤ S(T ) è S(T1) ≥ S(T ) .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ïðèñîåäèíåíèåì

ê óæå èìåþùèìñÿ òî÷êàì ðàçáèåíèÿ åùå îäíîé òî÷êè x′ . Ïóñòü ýòà
òî÷êà ïîïàäåò ìåæäó òî÷êàìè xk−1 è xk , òàê ÷òî xk−1 < x′ < xk .
Â ñóììå S(T ) ýòîìó îòðåçêó îòâå÷àëî ñëàãàåìîå Mk∆xk , à â ñóì-
ìå S(T1) � ñóììà äâóõ ñëàãàåìûõ M ′

k(x
′− xk−1)+M

′′
k (xk−x′) , ãäå

M ′
k è M ′′

k � âåðõíèå ãðàíè �óíêöèè f(x) íà îòðåçêàõ [xk−1, x
′] è

[x′, xk] ñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàê ýòè îòðåçêè ÿâëÿþòñÿ ÷àñòÿìè îò-
ðåçêà [xk−1, xk] , òî M ′

k ≤ Mk , M
′′
k ≤ Mk è çíà÷èò, èìåþò ìåñòî

M ′
k(x

′−xk−1) ≤Mk(x
′−xk−1) è M ′′

k (xk−x′) ≤Mk(xk−x′) . Ñêëà-
äûâàÿ ýòè íåðàâåíñòâà ïî÷ëåííî, ïîëó÷èì

M ′
k(x

′ − xk−1) +M ′′
k (xk − x′) ≤Mk∆xk .

Îòñþäà è ñëåäóåò, ÷òî S(T1) ≤ S(T ) .
Àíàëîãè÷íî äëÿ íèæíåé ñóììû S(T1) ≥ S(T ) . ◮

Ñâîéñòâî 2. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçáèåíèé T è T ′
íèæíÿÿ èí-

òåãðàëüíàÿ ñóììà íå ïðåâîñõîäèò âåðõíåé èíòåãðàëüíîé ñóììû:

S(T ) ≤ S(T ′) .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîñòðîèì ðàçáèåíèå

T1 = {T, T ′} , êîòîðîå ñîäåðæèò âñå òî÷êè ðàçáèåíèé T è T ′
. Òîãäà

T1 ≺ T , T1 ≺ T ′
, îòêóäà S(T1) ≤ S(T ′) è S(T ) ≤ S(T1) . Íî ïî

îïðåäåëåíèþ S(T1) ≤ S(T1) , à îòñþäà S(T ) ≤ S(T ′) . ◮

Èç ýòîãî ñâîéñòâà âûòåêàåò, ÷òî ïî âñåì ðàçáèåíèÿì T

sup
T

S(T ) ≤ inf
T
S(T ) .
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Îáîçíà÷èì Ω(T ) =
n
∑

k=1

ωk∆xk .

Òåîðåìà (ïðåäåëüíûé êðèòåðèé èíòåãðèðóåìîñòè �óíê-

öèé). Äëÿ òîãî, ÷òîáû íà îòðåçêå [a, b] �óíêöèÿ f(x) áûëà èí-

òåãðèðóåìà ïî �èìàíó, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîë-

íÿëîñü óñëîâèå lim
d(T )→0

Ω(T ) = 0 .

2 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 4

(23.02.68)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î òåîðåìû. Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü. Ïóñòü

�óíêöèÿ f ∈ R [a, b] , ò. å. ñóùåñòâóåò ïðåäåë èíòåãðàëüíûõ ñóìì

lim
t→0

S(T, ξ) = I . Çàäàäèì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 . Â ñèëó òîãî, ÷òî

lim
t→0

S(T, ξ) = I , ∃ δ > 0 ∀T , d(T ) < δ , ∀ ξ |S(T, ξ)− I| < ε . Îò-

ñþäà, ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ, S(T, ξ) < I+ε . Çíà÷èò, ∀T , d(T ) < δ ,
S(T ) ≤ I + ε .
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî S(T ) ≥ I − ε .

Òàêèì îáðàçîì, ∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀T , d(T ) < δ , S(T )−S(T ) ≤ 2ε
è 0 ≤ Ω(t) ≤ 2ε . Ýòî çíà÷èò, ÷òî lim

t→0
Ω(T ) = 0 .

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü

lim
t→0

Ω(T ) = 0, ò. å. lim
t→0

{

S(T )− S(T )
}

= 0 .

Íàäî äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë èíòåãðàëüíûõ ñóìì �èìàíà.

Ïî ñâîéñòâàì ñóìì Äàðáó S(T ) ≤ S(T ′) äëÿ ëþáûõ ðàçáèåíèé T

è T ′
. Ïî òåîðåìå îòäåëèìîñòè ∃ I ∀T è ∀T ′ S(T ) ≤ I ≤ S(T ′) .

Äîêàæåì, ÷òî I = lim
t→0

S(T, ξ) . Çàäàäèì ε > 0 . Â ñèëó òîãî, ÷òî

lim
t→0

Ω(T ) = 0 äëÿ ýòîãî ε ∃ δ > 0 ∀T , d(T ) < δ , S(T )−S(T ) < ε .

Èìååì S(T ) ≤ I ≤ S(T ) è ïî îïðåäåëåíèþ èíòåãðàëüíîé ñóììû

S(T ) ≤ S(T, ξ) ≤ S(T ) .

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî S(T, ξ) ≤ S(T ) ≤ S(T ) + ε ≤ I + ε .
Àíàëîãè÷íî S(T, ξ) ≥ I − ε .
Ýòî çíà÷èò, ÷òî |S(T, ξ)− I| ≤ ε äëÿ ëþáîãî âûáîðà ξ , åñëè òîëüêî
d(T ) < δ . Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò lim

t→0
S(T, ξ) = I . ◮
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Òåîðåìà (êðèòåðèé Äàðáó). Äëÿ òîãî, ÷òîáû �óíêöèÿ áûëà

èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [a, b] , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
inf
T

Ω (T ) = 0 .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü î÷åâèäíà,

òàê êàê äàííûé êðèòåðèé ñîäåðæèò áîëåå ñëàáîå òðåáîâàíèå, ÷åì

ïðåäåëüíûé êðèòåðèé èíòåãðèðóåìîñòè.

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü äàíî, ÷òî inf
T

Ω (T ) = 0 , òîãäà ∀ ε > 0

∃T Ω (T ) < ε . Äîêàæåì, ÷òî lim
t→0

Ω (T ) = 0 .

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 . Ïóñòü T0 � òàêîå �èêñèðîâàííîå

ðàçáèåíèå îòðåçêà [a, b] , ÷òî Ω (T0) < ε . Äîêàæåì, ÷òî ∃ δ > 0
∀T , d(T ) < δ , Ω (T ) < 2ε .

Ïî îïðåäåëåíèþ Ω (T0) =
n0
∑

k=1

ω0
k∆x

0
k . Òàêèì îáðàçîì, ó íàñ çà-

�èêñèðîâàíû ÷èñëî ε è ðàçáèåíèå T0 , à âìåñòå ñ T0 ÷èñëî n0 è

òî÷êè x0k . Îòìåòèì, ÷òî åñëè T ′ ≺ T , òî Ω (T ′) ≤ Ω (T ) . Ïóñòü
δ0 = min

k
∆x0k > 0 � äëèíà íàèìåíüøåãî èç îòðåçêîâ ðàçáèåíèÿ T0 .

Ïóñòü äàëåå δ < δ0 . �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå T , äëÿ

êîòîðîãî d(T ) < δ . Â êàæäîì îòðåçêå ýòîãî ðàçáèåíèÿ T îêàæåòñÿ

íå áîëåå îäíîé òî÷êè ðàçáèåíèÿ T0 .

Ïîñòðîèì ðàçáèåíèå T ′
, ñîñòîÿùåå èç âñåõ òî÷åê ðàçáèåíèé T0

è T . Òîãäà T ′ ≺ T0 , T
′ ≺ T è Ω (T ′) ≤ Ω (T0) < ε .

�àññìîòðèì òå îòðåçêè ðàçáèåíèÿ T , êîòîðûå ñîäåðæàò òî÷êè T0 .
Èõ âñåãî n0+1 . Äëèíà êàæäîãî òàêîãî îòðåçêà íå áîëåå d(T ) = t .
Çíà÷èò, ñóììà äëèí âñåõ ýòèõ îòðåçêîâ σ ≤ t(n0 + 1) .

�àçîáüåì Ω(T ) íà äâà ñëàãàåìûõ:

Ω (T ) =
n
∑

k=1

ωk∆xk = Σ1 +Σ2,

ãäå ñóììà Σ2 ðàñïðîñòðàíåíà íà âûäåëåííûå îòðåçêè, à ñóììà Σ1

� íà îñòàâøèåñÿ îòðåçêè.

Σ1 � ÷àñòü ñóììû Ω(T ′) , ò. å. âñå ÷ëåíû ñóììû

n
∑

k=1

ωk∆xk ,

âõîäÿùèå â Σ1 , âõîäÿò è â Ω(T ′) , îòêóäà Σ1 ≤ Ω(T ′) < ε .

Σ2 ñîäåðæèò îòðåçêè îáùåé äëèíû σ .

Åñëè ωk � âåðõíÿÿ ãðàíü êîëåáàíèÿ �óíêöèè íà ìàëåíüêîì îòðåçêå

äëèíû ∆xk , òî ωk ≤ ωf , ãäå ωf � âåðõíÿÿ ãðàíü êîëåáàíèÿ �óíê-
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öèè íà âñåì îòðåçêå [a, b] . Çíà÷èò,

∑

2
ωk∆xk ≤ ωf

∑

2
∆xk ≤ tωf (n0 + 1) .

Òàêèì îáðàçîì, Ω (T ) ≤ ε+ tωf (n0+1) . Çäåñü ε , ωf , n0+1 � êîí-

ñòàíòû äëÿ �óíêöèè f(x) . Çíà÷èò, åñëè δ1 = min
{

δ0,
ε

ωf (n0+1)

}

,

òî Ω (T ) < 2ε äëÿ âñåõ t < δ1 . Ñëåäîâàòåëüíî, lim
t→0

Ω (T ) = 0 . ◮

Òåîðåìà (êðèòåðèé �èìàíà). Äëÿ òîãî, ÷òîáû îãðàíè÷åííàÿ

�óíêöèÿ f(x) áûëà èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [a, b] , íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî ε > 0 è äëÿ ëþáîãî η > 0 ñóùå-

ñòâîâàëî òàêîå ðàçáèåíèå T îòðåçêà [a, b] , ÷òî

∑

k,ωk≥ε
∆xk < η ,

ãäå

∑

k,ωk≥ε
∆xk � ñóììà ∆xk ïî âñåì òàêèì k , äëÿ êîòîðûõ

ωk ≥ ε .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü. Ïðåäïîëîæèì

ïðîòèâíîå, ò. å. ïóñòü ∃ ε0 > 0 ∃ η0 > 0 ∀T ∑

k,ωk≥ε
∆xk ≥ η0 .

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ T

Ω (T ) =
∑

k,ωk<ε0

ωk∆xk +
∑

k, ωk≥ε0
ωk∆xk ≥

≥
∑

k, ωk≥ε0
ωk∆xk ≥ ε0

∑

k, ωk≥ε0
∆xk ≥ ε0η0 > 0 .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî inf
T

Ω (T ) > 0 , è ïî êðèòåðèþ Äàðáó �óíêöèÿ

f(x) íå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Íåîá-
õîäèìîñòü äîêàçàíà.

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü äëÿ �óíêöèè ω = ω [a, b] 6= 0 (èíà-

÷å �óíêöèÿ ïîñòîÿííàÿ è çíà÷èò, èíòåãðèðóåìàÿ). Çàäàäèì ïðîèç-

âîëüíî

ε
b−a > 0 . Òîãäà äëÿ η = ε

ω
ïî óñëîâèþ òåîðåìû íàéäåòñÿ
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òàêîå ðàçáèåíèå T , ÷òî

∑

k, ωk≥ ε
b−a

∆xk <
ε
ω
è çíà÷èò,

Ω(T ) =
∑

k, ωk<
ε

b−a

ωk∆xk +
∑

k, ωk≥ ε
b−a

ωk∆xk ≤

≤ ε

b− a

∑

k, ωk<
ε

b−a

∆xk + ω
∑

k, ωk≥ ε
b−a

∆xk ≤

≤ ε

b− a
(b− a) + ω

ε

ω
= 2ε .

Èòàê, Ω (T ) ≤ 2ε , ò. å. íåîòðèöàòåëüíóþ âåëè÷èíó Ω (T ) ìîæíî

ñäåëàòü ìåíüøå ëþáîãî íàïåðåä çàäàííîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà

2ε . Òîãäà inf
T

Ω (T ) = 0 è ïî êðèòåðèþ Äàðáó �óíêöèÿ èíòåãðèðó-

åìà íà îòðåçêå [a, b] . ◮

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü îãðàíè÷åííàÿ �óíêöèÿ f(x) çàäàíà íà îò-

ðåçêå [a, b] è ïóñòü x0 ∈ (a, b) . �àññìîòðèì îòðåçîê [α, β] , ñîäåð-
æàùèé òî÷êó x0 ñòðîãî âíóòðè ñåáÿ. Ïóñòü ω [α, β] � êîëåáàíèå

�óíêöèè f(x) íà îòðåçêå [α, β]

ω [α, β] = sup
x∈[α,β]

f(x)− inf
x∈[α,β]

f(x) ≥ 0 .

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè [α′, β′] ⊂ [α, β] , òî ω [α′, β′] ≤ ω [α, β] . Ïðè
ñòÿãèâàíèè òî÷åê αn è βn ê òî÷êå x0 ïîëó÷èì ìîíîòîííî óáû-

âàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîëåáàíèé {ω [αn, βn]} , êîòîðàÿ èìå-
åò ïðåäåë ïðè αn → x0 , βn → x0 ( n → ∞ ). Ýòîò ïðåäåë íà-

çûâàåòñÿ êîëåáàíèåì �óíêöèè f(x) â òî÷êå x0 è îáîçíà÷àåòñÿ

ωf (x0) = lim
n→∞

ω [αn, βn] . Êîëåáàíèÿ �óíêöèè â òî÷êàõ a è b îïðå-

äåëÿþòñÿ êàê ωf (a) = lim
n→∞

ω [a, βn] , ãäå βn → x0 ( n → ∞ ), è

ωf (b) = lim
n→∞

ω [αn, b] , ãäå αn → x0 ( n→ ∞ ).

Çàìåòèì, ÷òî

1) ωf (x0) íå çàâèñèò îò âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {[αn, βn]} ;
2) ωf (x0) = 0 ⇔ �óíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 ;

3) ωf (x0) > 0 â òî÷êå ðàçðûâà.
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2 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 5

(28.02.68)

Òåîðåìà Êàíòîðà (îáîáùåííûé âàðèàíò). Ïóñòü �óíêöèÿ

f(x) îïðåäåëåíà è îãðàíè÷åíà íà îòðåçêå [a, b] è ïóñòü ñóùåñòâó-
åò ÷èñëî ω ≥ 0 òàêîå, ÷òî ωf (x) ≤ ω äëÿ âñåõ x ∈ [a, b] . Òîãäà
äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå ðàçáèåíèå T îòðåçêà [a, b] íà ÷à-
ñòè÷íûå îòðåçêè σk = [xk−1, xk] ( k = 1, 2, ...n ), ÷òî ω [σk] < ω+ε
äëÿ ëþáîãî k.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ íåïðåðûâíîé �óíêöèè ωf (x) = 0 äëÿ âñåõ

x ∈ [a, b] , è èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò òåîðåìà Êàíòîðà î ðàâíî-

ìåðíîé íåïðåðûâíîñòè íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå �óíêöèè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î òåîðåìû. Îáîçíà÷èì ωk = ω [xk−1, xk] .
Ïóñòü çàêëþ÷åíèå òåîðåìû íå âûïîëíÿåòñÿ, ò. å. ïóñòü ∃ ε0 > 0 ∀T
∃ k0 ωk0 ≥ ω + ε0 . Çà�èêñèðóåì ýòî ε0 .

Çàäàäèì ñòðåìÿùóþñÿ ê íóëþ ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë {δm} . Òîãäà äëÿ Tm , d(Tm) < δm ,

∃ km ωkm ≥ ω + ε0 , ò. å. êîëåáàíèå �óíêöèè f(x) íà îòðåçêå

[xkm−1, xkm ] íå ìåíüøå ω+ε0 . Çíà÷èò, ñóùåñòâóþò äâå òàêèå òî÷êè
am è bm èç ýòîãî îòðåçêà, ÷òî |f(am)− f(bm)| ≥ ω + ε0

2 . �àññòîÿ-

íèå ìåæäó òî÷êàìè am è bm

|am − bm| ≤ |xkm − xkm−1| ≤ d(Tm) < δm .

Âûáåðåì èç {am} è {bm} ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {a′m} è {b′m} ,
ñõîäÿùèåñÿ ê ÷èñëó c ∈ [a, b] : a′m → c , b′m → c ïðè m → ∞ .

Åñëè c � âíóòðåííÿÿ òî÷êà îòðåçêà [a, b] , òî äëÿ ëþáîãî îòðåçêà

[α, β] , ñîäåðæàùåãî òî÷êó  ñòðîãî âíóòðè ñåáÿ, ìû ïîëó÷èì, ÷òî

a′m, b
′
m ∈ [α, β] äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ m. Çíà÷èò,

ω [α, β] ≥ |f(a′m)− f(b′m)| ≥ ω +
ε0
2
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ω(c) ≥ ω + ε0
2 , ò. å. ìû íàøëè òàêóþ òî÷êó

, ÷òî ω(c) > ω , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû. Àíàëîãè÷íî

ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé êîíöåâûõ òî÷åê îòðåçêà [a, b] . ◮

Îïðåäåëåíèå. �îâîðÿò, ÷òî òî÷å÷íîå ìíîæåñòâî E ⊂ [a, b] èìå-
åò äëèíó 0 ( l(E) = 0 ), åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå

êîíå÷íîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà E îòðåçêàìè {σk} ( k = 1, 2, ...n ),

÷òî ñóììà äëèí âñåõ ýòèõ îòðåçêîâ

n
∑

k=1

l(σk) < ε .
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Çàìåòèì, ÷òî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî èìååò äëèíó 0, ñ÷åòíîå ìíî-

æåñòâî ìîæåò èìåòü äëèíó l 6= 0 è ìíîæåñòâî ìîùíîñòè êîíòèíóóì

ìîæåò èìåòü äëèíó l = 0 .

Ïðèìåð. Êàíòîðîâî ìíîæåñòâî. Âîçüìåì îòðåçîê [0, 1] , ðàçäå-
ëèì åãî íà òðè ðàâíûå ÷àñòè è âûáðîñèì ñðåäíþþ òðåòü � èíòåðâàë

(

1
3 ,

2
3

)

äëèíû

1
3 . Îñòàíåòñÿ ìíîæåñòâî A1 äëèíû

2
3 , ñîñòîÿùåå èç

äâóõ îòðåçêîâ. Íà ñëåäóþùåì øàãå êàæäûé èç ýòèõ äâóõ îòðåçêîâ

ðàçäåëèì íà òðè ðàâíûå ÷àñòè è âûáðîñèì öåíòðàëüíûå èíòåðâàëû

äëèíû

1
9 êàæäûé. Â ðåçóëüòàòå ìû âûáðîñèì ìíîæåñòâî ñóììàð-

íîé äëèíû

2
9 è ïîëó÷èì ìíîæåñòâî A2 äëèíû

4
9 , ñîñòîÿùåå èç

÷åòûðåõ îòðåçêîâ äëèíû

1
9 , è òàê äàëåå. Íà n-îì øàãå ïîëó÷èì

ìíîæåñòâî An , ñîñòîÿùåå èç 2n îòðåçêîâ äëèíû

(

1
3

)n
. Ìíîæåñòâî

K =
∞
⋂

n=1
An èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà è äëèíó íóëü, òàê êàê äëÿ

âñÿêîãî n ñîäåðæèòñÿ âî ìíîæåñòâå An äëèíû

(

2
3

)n
. ◮

Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà îòðåçêå [a, b] . Äëÿ ëþáîãî
ε > 0 îáîçíà÷èì ÷åðåç E(ε) ìíîæåñòâî òåõ òî÷åê x èç îòðåçêà

[a, b] , äëÿ êîòîðûõ ω (x) ≥ ε .

Òåîðåìà (êðèòåðèé Äþáóà � �åéìîíà)

1)
. Äëÿ òîãî, ÷òîáû

�óíêöèÿ f(x) áûëà èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [a, b] , íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:

1) �óíêöèÿ f(x) îãðàíè÷åíà íà îòðåçêå [a, b] ;

2) äëÿ ëþáîãî ε > 0 äëèíà l(E(ε)) = 0 .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü. Âîñïîëüçóåìñÿ

êðèòåðèåì èíòåãðèðóåìîñòè �èìàíà. Åñëè �óíêöèÿ èíòåãðèðóåìà

íà [a, b] , òî îíà îãðàíè÷åíà íà [a, b] è ∀ ε > 0 ∀ η > 0 ∃T �

ðàçáèåíèå îòðåçêà [a, b] òàêîå, ÷òî
∑

k, ωk≥ε
∆xk < η . Çàìåòèì, ÷òî

åñëè îòðåçîê [xk−1, xk] = σk èç ðàçáèåíèÿ T ñîäåðæèò âíóòðè ñåáÿ

òî÷êó x , äëÿ êîòîðîé ω(x) ≥ ε , òî è ωk ≥ ω(x) ≥ ε .

Çàäàäèì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 . Òîãäà, ñîãëàñíî êðèòåðèþ �èìà-

íà, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

∑

k, ωk≥ε
∆xk < η . Âñå òî÷êè x , â êîòîðûõ

êîëåáàíèå íå ìåíüøå ε , çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò êîíå÷íîãî

÷èñëà òî÷åê, ïðèíàäëåæàò òåì îòðåçêàì, íà êîòîðûõ êîëåáàíèå íå

1)
Èçâåñòåí êðèòåðèé Ëåáåãà (ñì. [9℄) èíòåãðèðóåìîñòè ïî �èìàíó: äëÿ òîãî,

÷òîáû �óíêöèÿ áûëà èíòåãðèðóåìà ïî �èìàíó íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,

÷òîáû �óíêöèÿ áûëà îãðàíè÷åíà è ìíîæåñòâî åå òî÷åê ðàçðûâà èìåëî ìåðó

Ëåáåãà íóëü. (�åä.)
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ìåíüøå ε . Çíà÷èò E(ε) ⊂ ⋃

k,ωk≥ε
[xk−1, xk] . Îòðåçêè [xk−1, xk] = σk

ìû ìîæåì ïðèíÿòü çà îòðåçêè ïîêðûòèÿ, à

∑

k,ωk≥ε
∆xk < η . Çíà÷èò

l(E(ε)) < η äëÿ ëþáîãî η è l(E(ε)) = 0 .

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) îãðàíè÷åíà íà îòðåçêå
[a, b] è l(E( ε2 )) = 0 äëÿ ëþáîãî ε > 0 . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî
η > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà E èíòåðâàëàìè {σm} ,
÷òî E( ε2 ) ⊂

n
⋃

k=1

σk è

n
∑

k=1

l(σk) < η .

�àññìîòðèì îñòàâøèåñÿ íåïîêðûòûìè îòðåçêè. Âî âñåõ òî÷êàõ

ýòèõ îòðåçêîâ êîëåáàíèå ω(x) < ε
2 , è çíà÷èò, ê êàæäîìó èç íèõ

ïðèìåíèìà òåîðåìà Êàíòîðà. Ïðèìåíèì åå è ïîëó÷èì, ÷òî êàæäûé

èç ýòèõ îòðåçêîâ ìîæíî ðàçäåëèòü íà òàêèå îòðåçêè, ÷òî êîëåáàíèå

â êàæäîì èç íèõ ìåíüøå

ε
2 + ε

2 = ε . Âñå îòðåçêè äàþò íåêîòîðîå

ðàçáèåíèå T , äëÿ êîòîðîãî îòðåçêè, íà êîòîðûõ ωk ≥ ε , ïðèíàäëå-

æàò ïîêðûòèþ {σm} . Íî
n
∑

k=1

l(σk) < η . Çíà÷èò è
∑

k, ωk≥ε
∆xk < η .

Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíÿåòñÿ êðèòåðèé èíòåãðèðóåìîñòè �èìàíà è,

ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ èíòåãðèðóåìà. ◮

Çàìå÷àíèå î âû÷èñëåíèè îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà. Åñëè èç-

âåñòíî, ÷òî f(x) ∈ R [a, b] , òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà

b
∫

a

f(x)dx

ìîæíî èñêàòü lim
d(T )→0

S(T, ξ) ïî êàêîé-íèáóäü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñ-

òè ðàçáèåíèé îòðåçêà. Íàïðèìåð, ìîæíî âçÿòü ðàâíîìåðíîå ðàçáè-

åíèå îòðåçêà [a, b] íà îòðåçêè äëèíû h = b−a
n

è â êà÷åñòâå ξk
âçÿòü ñåðåäèíû ýòèõ îòðåçêîâ ξk = xk−1+xk

2 , ãäå xk = a + kh
( k = 0, 1, 2, ..., n ). Òîãäà

I =

b
∫

a

f(x)dx = lim
n→∞

n
∑

k=1

f

(

xk−1 + xk
2

)

· b− a

n
.

� 39. Êëàññû èíòåãðèðóåìûõ �óíêöèé

Ñëåäñòâèå èç êðèòåðèÿ Äþáóà � �åéìîíà. Âñÿêàÿ îãðàíè÷åí-

íàÿ íà îòðåçêå �óíêöèÿ, èìåþùàÿ êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ðàçðûâà,

èíòåãðèðóåìà íà ýòîì îòðåçêå.
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Â ñàìîì äåëå, äëÿ òàêîé �óíêöèè E(ε) êîíå÷íî è, çíà÷èò

l(E(ε)) = 0 . Òîãäà ïî êðèòåðèþ Äþáóà � �åéìîíà �óíêöèÿ èí-

òåãðèðóåìà.

2 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 6

(01.03.68)

Â ÷àñòíîñòè, ìû ïîëó÷àåì èç ýòîãî ñëåäñòâèÿ, ÷òî íåïðåðûâíûå

íà îòðåçêå �óíêöèè èíòåãðèðóåìû íà íåì. Òàêèì îáðàçîì, åñëè

B [a, b] � ìíîæåñòâî �óíêöèé, îãðàíè÷åííûõ íà îòðåçêå [a, b] , òî
èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ

C [a, b] ⊂ R [a, b] ⊂ B [a, b] .

Çàìå÷àíèå. Ñóùåñòâóþò îãðàíè÷åííûå �óíêöèè, íå èíòåãðèðóå-

ìûå ïî �èìàíó.

Ïðèìåð. Íà îòðåçêå [0, 1] �óíêöèÿ Äèðèõëå

D(x) =

{

1, åñëè x ðàöèîíàëüíî,

0, åñëè x èððàöèîíàëüíî,

ðàçðûâíà â êàæäîé òî÷êå îòðåçêà, l(E(ε)) = 1 > 0 äëÿ âñåõ

0 < ε ≤ 1 . Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ Äèðèõëå íå èíòåãðèðóåìà ïî

�èìàíó.

Äàäèì äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî âñÿêàÿ íåïðåðûâíàÿ

�óíêöèÿ èíòåãðèðóåìà, íå îïèðàÿñü íà êðèòåðèé Äþáóà � �åéìîíà.

Òåîðåìà îá èíòåãðèðóåìîñòè íåïðåðûâíîé �óíêöèè. Âñÿêàÿ

íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå �óíêöèÿ èíòåãðèðóåìà íà íåì.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îò-

ðåçêå [a, b] . Òîãäà ïî òåîðåìå Êàíòîðà îíà ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà
íà ýòîì îòðåçêå è äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ðàçáèåíèå

T îòðåçêà [a, b] , ÷òî ωk < ε äëÿ âñåõ k = 1, 2, ...n . Äëÿ ýòîãî

ðàçáèåíèÿ

n
∑

k=1

ωk∆xk ≤ ε
n
∑

k=1

∆xk = ε(b− a) .

Çíà÷èò, inf
T

n
∑

k=1

ωk∆xk = 0 è �óíêöèÿ èíòåãðèðóåìà â ñèëó êðèòå-

ðèÿ Äàðáó. ◮
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Òåîðåìà îá èíòåãðèðóåìîñòè ìîíîòîííîé �óíêöèè. Âñÿêàÿ

îãðàíè÷åííàÿ ìîíîòîííàÿ íà îòðåçêå [a, b] �óíêöèÿ èíòåãðèðóå-

ìà íà ýòîì îòðåçêå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè �óíê-

öèÿ f(x) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íà îòðåçêå [a, b] . Òàê êàê �óíê-

öèÿ îãðàíè÷åíà, òî ñóùåñòâóåò M òàêîå, ÷òî |f(x)| ≤ M äëÿ âñåõ

x ∈ [a, b] . Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó âîçðàñòàíèÿ �óíêöèè ÷àñòè÷íîìó

îòðåçêó [xk−1, xk] ïðîèçâîëüíîãî ðàçáèåíèÿ T ñîîòâåòñòâóåò êîëå-

áàíèå ωk , ðàâíîå f(xk)− f(xk−1) .
Çàäàäèì ε > 0 . Ïîñòðîèì ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå T îòðåçêà

[a, b] äèàìåòðà d(T ) < ε , ò. å. òàêîå, ÷òî ∆xk < ε ( k = 1, 2, ...n ).
Òîãäà

∑n
k=1 ωk∆xk < ε

∑n
k=1 ωk = ε

∑n
k=1 {f(xk)− f(xk−1)} =

= ε {f(b)− f(a)} ≤ 2εM .

Îòñþäà inf
T

n
∑

k=1

ωk∆xk = 0 è ïî êðèòåðèþ Äàðáó �óíêöèÿ èíòåãðè-

ðóåìà. ◮

Òåîðåìà îá èíòåãðèðóåìîñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíê-

öèè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ χE(x) ìíî-

æåñòâà E áûëà èíòåãðèðóåìîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

ãðàíèöà ∂E ìíîæåñòâà E èìåëà äëèíó l(∂E) , ðàâíóþ íóëþ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âñå òî÷êè îòðåçêà [a, b] äåëÿòñÿ íà

âíóòðåííèå, ãðàíè÷íûå è âíåøíèå äëÿ ìíîæåñòâà E .

Åñëè x0 ∈ Ei � âíóòðåííÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà E , òî ñóùåñòâóåò

îêðåñòíîñòü O(x0) òî÷êè x0 , ïðèíàäëåæàùàÿ E , è òîãäà äëÿ âñåõ

òî÷åê ýòîé îêðåñòíîñòè χE(x) = 1 . Çíà÷èò, χE(x) íåïðåðûâíà â

òî÷êå x0 , è êîëåáàíèå â ýòîé òî÷êå ðàâíî íóëþ.
Åñëè x0 � âíåøíÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà E è íå ÿâëÿåòñÿ êîíöîì

îòðåçêà [a, b] , òî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü O(x0) òî÷êè x0 , íå ïðè-
íàäëåæàùàÿ E , è òîãäà χE(x) = 0 äëÿ âñåõ òî÷åê x ∈ O(x0) .
Çíà÷èò, χE(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 , è êîëåáàíèå â ýòîé òî÷êå

ðàâíî íóëþ.

Åñëè x0 � ãðàíè÷íàÿ òî÷êà, ò. å. x0 ∈ ∂E , òî â ëþáîé åå îêðåñò-

íîñòè ñóùåñòâóþò êàê òî÷êè, â êîòîðûõ �óíêöèÿ ïðèíèìàåò çíà-

÷åíèå 0, òàê è òî÷êè, ãäå �óíêöèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1. Çíà÷èò,

ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ òî÷åê x0 ñîâïàäàåò ñ ãðàíèöåé ìíîæåñòâà

E , ïðè÷åì ωχ(x0) = 1 . Òîãäà E(ε) îòëè÷àåòñÿ îò ∂E íå áîëåå,
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÷åì äâóìÿ òî÷êàìè (êîíöàìè îòðåçêà [a, b] ) äëÿ ëþáîãî ε òàêîãî,

÷òî 0 < ε ≤ 1 . Åñëè æå ε > 1 , òî ìíîæåñòâî E(ε) ïóñòî.

Ñîãëàñíî êðèòåðèþ Äþáóà � �åéìîíà äëÿ èíòåãðèðóåìîñòè

�óíêöèè χE(x) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû l(E(ε)) = 0 , à
ýòî áóäåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà l(∂E) = 0 . ◮

Çàìå÷àíèå.

b
∫

a

χE(x)dx = l(E) ≥ 0 � äëèíà ìíîæåñòâà E . Â ñëó-

÷àå l(E) = 0 ýòî ýêâèâàëåíòíî îïðåäåëåíèþ äëèíû 0 .
Òåîðåìà. Ìíîæåñòâî R [a, b] åñòü êîëüöî �óíêöèé (ñ îáû÷íûì

ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì �óíêöèé).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ìû äîëæíû ëèøü

ïðîâåðèòü, ÷òî ñóììà äâóõ èíòåãðèðóåìûõ �óíêöèé f è g è ïðîèç-

âåäåíèå èõ � ñíîâà èíòåãðèðóåìûå �óíêöèè, òàê êàê âñå àêñèîìû

êîëüöà äëÿ èíòåãðèðóåìûõ �óíêöèé âûïîëíÿþòñÿ, ïîòîìó ÷òî îíè

âûïîëíÿþòñÿ äëÿ �óíêöèé âîîáùå.

1) Ïóñòü h = f +g . Òàê êàê f è g � èíòåãðèðóåìûå �óíêöèè, òî
äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå T1 , äëÿ êîòîðîãî èìååò

ìåñòî íåðàâåíñòâî

n1
∑

k=1

ωk(f)∆xk < ε è ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå T2 ,

äëÿ êîòîðîãî

n2
∑

k=1

ωk(g)∆xk < ε . �àññìîòðèì ðàçáèåíèå T , ñîñòîÿ-

ùåå èç âñåõ òî÷åê ðàçáèåíèé T1 è T2 . Òîãäà èìååì T ≺ T1 , T ≺ T2
è

n
∑

k=1

ωk(f)∆xk ≤
n1
∑

k=1

ωk(f)∆xk < ε ,

n
∑

k=1

ωk(g)∆xk ≤
n2
∑

k=1

ωk(g)∆xk < ε .

Çàìåòèì, ÷òî ωk(h) ≤ ωk(f)+ωk(g) . Ñëîæèâ ïî÷ëåííî íàïèñàííûå

âûøå íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì

n
∑

k=1

ωk(h)∆xk ≤ 2ε , çíà÷èò, �óíêöèÿ

h èíòåãðèðóåìà ïî êðèòåðèþ Äàðáó.

Ïîïóòíî, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ñîîòâåòñòâóþùåì ðàâåíñòâå äëÿ

èíòåãðàëüíûõ ñóìì, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

b
∫

a

{f + g} dx =

b
∫

a

fdx+

b
∫

a

gdx .
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2) Ïóñòü h = fg . Òàê êàê f è g èíòåãðèðóåìû íà îòðåçêå [a, b] ,
òî îíè îãðàíè÷åíû íà ýòîì îòðåçêå, ò. å. ñóùåñòâóåò M òàêîå, ÷òî

|f(x)| ≤M è |g(x)| ≤M äëÿ âñåõ x ∈ [a, b] . �àññìîòðèì ðàçíîñòü

h(x)− h(x′) = f(x)g(x) − f(x′)g(x′)− f(x)g(x′) + f(x)g′(x) =

= f(x) {g(x)− g(x′)} + g(x′) {f(x)− f(x′)} .

Çíà÷èò

|h(x)− h(x′)| ≤M |g(x)− g(x′)|+M |f(x)− f(x′)| ,

îòêóäà

ωk(h) ≤M {ωk(f) + ωk(g)} .

Äàëåå, àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó â ïóíêòå 1) ïîëó÷èì, ÷òî �óíê-

öèÿ h èíòåãðèðóåìà. ◮

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî èíòåãðèðó-

åìîé, åñëè |f(x)| èíòåãðèðóåìà.
Òåîðåìà îá àáñîëþòíîé èíòåãðèðóåìîñòè. Âñÿêàÿ èíòåãðèðó-

åìàÿ �óíêöèÿ àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íàäî äîêàçàòü, ÷òî åñëè f ∈ R [a, b] , òî
|f | ∈ R [a, b] . Èç î÷åâèäíîãî íåðàâåíñòâà

||f(x)| − |f(x′)|| ≤ |f(x)− f(x′)|

ñëåäóåò, ÷òî ωk (|f |) ≤ ωk (f) . �àññóæäàÿ àíàëîãè÷íî ïóíêòó 1)

ïðåäûäóùåé òåîðåìû, ïîëó÷èì, ÷òî �óíêöèÿ |f | èíòåãðèðóåìà.

◮

Îòìåòèì, ÷òî îáðàòíàÿ òåîðåìà íå âåðíà.

Ïðèìåð. �àññìîòðèì �óíêöèþ

f(x) =

{

1, åñëè x ðàöèîíàëüíî,

−1, åñëè x èððàöèîíàëüíî,

Ôóíêöèÿ |f(x)| òîæäåñòâåííî ðàâíà åäèíèöå è, çíà÷èò, èíòåãðè-

ðóåìà. Îäíàêî �óíêöèÿ f(x) íå èíòåãðèðóåìà õîòÿ áû â ñèëó

êðèòåðèÿ Äþáóà � �åéìîíà, òàê êàê äëÿ f(x) E(2) = [a, b] , à
l ([a, b]) = b− a 6= 0 .
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� 40. Ñâîéñòâà èíòåãðàëà �èìàíà

40.1. Èíòåãðàë êàê �óíêöèÿ îòðåçêà

èíòåãðèðîâàíèÿ

1). Åñëè b < a , òî îïðåäåëèì

b
∫

a

f(x)dx = −
a

∫

b

f(x)dx .

2). Åñëè a = b , òî îïðåäåëèì
a
∫

a

f(x)dx = 0 .

3). Åñëè f èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêàõ [a, c] è [c, b] , òî îíà

èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [a, b] , ïðè÷åì

b
∫

a

f(x)dx =

c
∫

a

f(x)dx +

b
∫

c

f(x)dx .

Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàë åñòü àääèòèâíàÿ �óíêöèÿ îò îòðåçêîâ, ïî

êîòîðûì îí áåðåòñÿ.

Â ñàìîì äåëå, èç èíòåãðèðóåìîñòè �óíêöèè íà îòðåçêàõ [a, c] è

[c, b] ïîëó÷èì
∑

[a,c]

ωk∆xk < ε,
∑

[c,b]

ωk∆xk < ε .

Îòñþäà

∑

[a,b]

ωk∆xk < 2ε , ãäå ðàçáèåíèå T[a,b] åñòü ñóììà ðàçáèåíèé

T[a,] è T[,b] . Çíà÷èò, ïî êðèòåðèþ Äàðáó �óíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà

íà îòðåçêå [a, b] . Äëÿ èíòåãðàëüíûõ ñóìì, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàç-

áèåíèÿì T[a,b] , T[a,c] è T[c,b] ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

S(T[a,b]) = S(T[a,c]) + S(T[c,b]) .

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè d(T[a,b]) → 0 (ïðè ýòîì d(T[a,c]) → 0 è

d(T[c,b]) → 0 ), ïîëó÷èì �îðìóëó

b
∫

a

f(x)dx =

c
∫

a

f(x)dx +

b
∫

c

f(x)dx .

178



40.2. Èíòåãðàë êàê �óíêöèîíàë

Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèå, äëÿ êîòîðîãî îáëàñòü çíà÷åíèé ñî-

ñòàâëÿþò ÷èñëà, íàçûâàåòñÿ �óíêöèîíàëîì.

Çà�èêñèðóåì îòðåçîê [a, b] . Òîãäà I(f) =
∫ b

a
f(x)dx � �óíêöè-

îíàë, îòîáðàæàþùèé �óíêöèè â ÷èñëà.

1). Èíòåãðàë åñòü ëèíåéíûé �óíêöèîíàë: äëÿ ëþáûõ ÷èñåë α β

I(αf + βg) = αI(f) + βI(g) .

Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê R [a, b] � êîëüöî, òî I(f + g) = I(f)+ I(g) .
Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî

b
∫

a

αf(x)dx = α

b
∫

a

f(x)dx .

Ýòî ðàâåíñòâî âûòåêàåò èç ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàâåíñòâà äëÿ èíòå-

ãðàëüíûõ ñóìì.

2). Ôóíêöèîíàë I(f) îãðàíè÷åí: ñóùåñòâóåò òàêîå K , ÷òî äëÿ

âñåõ �óíêöèé f èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

|I(f)| ≤ K · ‖f‖ , ãäå ‖f‖ = sup
x∈[a,b]

|f(x)| .

Â ñàìîì äåëå,

I(f) = lim
d(T )→0

n
∑

k=1

f(ξk)∆xk .

Íî

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

k=1

f(ξk)∆xk

∣

∣

∣

∣

∣

≤ ‖f‖ · |b− a| ,

îòêóäà |I(f)| ≤ ‖f‖·|b− a| . Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèîíàë I(f) îãðà-
íè÷åí ñ êîíñòàíòîé K = b−a . Ïðè f(x) ≡ 1 ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî

îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî.

Ïðèìåð íåîãðàíè÷åííîãî �óíêöèîíàëà. f → f ′(x0) = F (f) �

íåîãðàíè÷åííûé �óíêöèîíàë.

3). Èíòåãðàë � ïîëîæèòåëüíûé �óíêöèîíàë: åñëè �óíêöèÿ f èí-

òåãðèðóåìà íà îòðåçêå [a, b] è f(x) ≥ 0 äëÿ âñåõ x ∈ [a, b] , òî
I(f) ≥ 0 .
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Â ñàìîì äåëå, â ýòîì ñëó÷àå âñå èíòåãðàëüíûå ñóììû íåîòðèöà-

òåëüíû, ñëåäîâàòåëüíî I(f) ≥ 0 .
Ñëåäñòâèå (ìîíîòîííîñòü èíòåãðàëà). Åñëè �óíêöèè f(x) è

g(x) èíòåãðèðóåìû íà îòðåçêå [a, b] è f(x) ≤ g(x) äëÿ âñåõ

x ∈ [a, b] , òî I(f) ≤ I(g) .
Â ñàìîì äåëå I(g) − I(f) = I(g − f) ≥ 0 , òàê êàê g(x) − f(x) ≥ 0
∀x ∈ [a, b] è èíòåãðàë � ïîëîæèòåëüíûé �óíêöèîíàë. Îòñþäà ïî-

ëó÷àåì, ÷òî I(g) ≥ I(f) . ◮

Òåîðåìà î ñðåäíåì.Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå
[a, b] ( b > a ). Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà c ∈ [a, b] òàêàÿ, ÷òî

∫ b

a

f(x)dx = (b− a) · f(c) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê �óíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà

îòðåçêå [a, b] , òî îíà ïðèíèìàåò íà íåì ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå m è

ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå M . Åñëè ÷åðåç S îáîçíà÷èì èíòåãðàëüíóþ

ñóììó, òî m(b− a) ≤ S ≤M(b− a) , îòêóäà

m(b− a) ≤ I(f) ≤M(b− a) .

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷èì

m ≤ I(f)

b− a
≤M .

Ïî òåîðåìå î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè íåïðåðûâíîé �óíêöèè ñó-

ùåñòâóåò òàêîå c ∈ [a, b] , ÷òî f(c) = I(f)
b−a , à ýòî è çíà÷èò, ÷òî

∫ b

a

f(x)dx = (b − a) · f(c) . ◮

2 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 7

(06.03.68)

Ïðèìåð. Ôóíêöèÿ �èìàíà (ðèñ. 9.3)

R(x) =

{

1
n
, åñëè x ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî m

n
,

0, åñëè x èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî,
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�èñ. 9.3. Ôóíêöèÿ �èìàíà.

ãäå

m
n

� íåñîêðàòèìàÿ äðîáü , m � öåëîå ÷èñëî, n � íàòóðàëüíîå

÷èñëî, íåïðåðûâíà â èððàöèîíàëüíûõ è ðàçðûâíà â ðàöèîíàëüíûõ

òî÷êàõ îòðåçêà [0, 1] . Äåéñòâèòåëüíî, åñëè òî÷êà r0 ðàöèîíàëüíàÿ,

òî R(r0) 6= 0 . Â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè r0 íàéäóòñÿ èððàöèî-

íàëüíûå òî÷êè x , â êîòîðûõ R(x) = 0 , ñëåäîâàòåëüíî, â òî÷êå

r0 �óíêöèÿ �èìàíà ðàçðûâíà. Ïóñòü òåïåðü x0 � èððàöèîíàëüíàÿ

òî÷êà. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 âîçüìåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî N > 1
ε
.

Â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 íàõîäèòñÿ ëèøü êîíå÷íîå èëè ïó-

ñòîå ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê âèäà

m
n
, ãäå n ≤ N , ïîýòîìó

ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0 , ÷òî 0 ≤ R(x) < 1
N
< ε äëÿ âñåõ x òà-

êèõ, ÷òî |x− x0| < δ . Ñëåäîâàòåëüíî, R(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå

x0 . Äàëåå, ìíîæåñòâî E(ε) êîíå÷íî äëÿ ëþáîãî ε > 0 , ñëåäîâà-
òåëüíî, l(E(ε)) = 0 è �óíêöèÿ �èìàíà èíòåãðèðóåìà ïî �èìàíó

íà îòðåçêå [0, 1] .
Çàìå÷àíèå. Èíòåãðèðóåìîñòü ñëîæíîé �óíêöèè. Ïóñòü

�óíêöèÿ f(x) ∈ R [a, b] , ϕ(x) ∈ R [α, β] , ϕ ([α, β]) ⊂ [a, b] . Áóäåò
ëè èíòåãðèðóåìà ñëîæíàÿ �óíêöèÿ f(ϕ(t)) ? Íåò, íå îáÿçàòåëüíî.

Ïðèìåð. Ôóíêöèÿ f(x) =

{

0, x = 0,
1, 0 < x ≤ 1,

èìååò îäíó òî÷êó

ðàçðûâà íà îòðåçêå [0, 1] . Ïóñòü ϕ(t) = R(t) � �óíêöèÿ �èìàíà

íà îòðåçêå [0, 1] . Òîãäà ñëîæíàÿ �óíêöèÿ f(ϕ(t)) áóäåò ñîâïàäàòü

ñ �óíêöèåé Äèðèõëå è áóäåò íåèíòåãðèðóåìîé íà îòðåçêå [0, 1] .
Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà îá èíòåãðèðóåìîñòè ñëîæíîé �óíêöèè. Åñëè �óí-

êöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [α, β] , ϕ(t) ∈ [α, β] äëÿ âñåõ

t ∈ [a, b] è èíòåãðèðóåìà íà [a, b] , òî f(ϕ(t)) èíòåãðèðóåìà ïî

�èìàíó íà [a, b] .
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Äåéñòâèòåëüíî, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î íåïðåðûâíîñòè ñëîæíîé �óí-

êöèè ïîëó÷èì, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà �óíêöèè f(ϕ(t)) ñî-

äåðæèòñÿ âî ìíîæåñòâå òî÷åê ðàçðûâà �óíêöèè ϕ(t) . Ñëåäîâà-
òåëüíî, f(ϕ(t)) òîæå áóäåò èíòåãðèðóåìà íà [a, b] . ◮

Çàìå÷àíèå. Åñëè f(x) ∈ R [c, d] , ϕ(t) ∈ C [a, b] , òî ñëîæíàÿ �óíê-
öèÿ ìîæåò íå áûòü èíòåãðèðóåìîé

2)
. Èíòåãðèðóåìîñòü ñëîæíîé

�óíêöèè íàðóøàåòñÿ.

Òåîðåìà î ñðåäíåì (îáîáùåííûé âàðèàíò). Ïóñòü �óíêöèÿ

ϕ(x) îïðåäåëåíà íà îòðåçêå [a, b] , íåîòðèöàòåëüíà íà íåì è èí-

òåãðèðóåìà; �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è îãðàíè÷åíà íà îòðåçêå

[a, b] (m ≤ f(x) ≤ M ) è ïðîèçâåäåíèå f(x) · ϕ(x) èíòåãðèðóåìî

íà [a, b] . Òîãäà (ïðè a < b )

m

b
∫

a

ϕ(x)dx ≤
b

∫

a

f(x) · ϕ(x)dx ≤M

b
∫

a

ϕ(x)dx .

Åñëè, êðîìå òîãî, �óíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b] , òî
ñóùåñòâóåò òî÷êà c ∈ [a, b] òàêàÿ, ÷òî

b
∫

a

f(x)ϕ(x)dx = f(c)

b
∫

a

ϕ(x)dx .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê ϕ(x) ≥ 0 ∀x ∈ [a, b] è èíòåãðàë
� ìîíîòîííûé �óíêöèîíàë (ñì. ï. 40.2, ñ. 180), òî

mϕ(x) ≤ f(x)ϕ(x) ≤Mϕ(x),

m

b
∫

a

ϕ(x)dx ≤
b

∫

a

f(x) · ϕ(x)dx ≤M

b
∫

a

ϕ(x)dx .

Ïåðâàÿ �îðìóëà äîêàçàíà. Èç íåîòðèöàòåëüíîñòè �óíêöèè ϕ(x)

íà îòðåçêå [a, b] ñëåäóåò, ÷òî
b
∫

a

ϕ(x)dx ≥ 0 . Åñëè
b
∫

a

ϕ(x)dx = 0 , òî

2)
Ñìîòðè [3℄ ãë. 8, ïðèìåð 34. Êíèãà áûëà ðåêîìåíäîâàíà Ñ.Á.Ñ. (�åä.)
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b
∫

a

f(x)ϕ(x)dx = 0 è �îðìóëà

b
∫

a

f(x)ϕ(x)dx = f(c)

b
∫

a

ϕ(x)dx

âåðíà äëÿ ëþáîãî c ∈ [a, b] . Åñëè èíòåãðàë
b
∫

a

ϕ(x)dx > 0 , òî íà íåãî

ìîæíî ðàçäåëèòü. Ïîëó÷èì

m ≤

b
∫

a

f(x) · ϕ(x)dx
b
∫

a

ϕ(x)dx

≤M ,

ãäå ìîæíî âçÿòü m = inf
x∈[a,b]

f(x) , M = sup
x∈[a,b]

f(x) â ñëó÷àå íåïðå-

ðûâíîé �óíêöèè f(x) . Äàëåå, åñëè �óíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà

îòðåçêå [a, b] , òî ïî òåîðåìå î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè ñóùåñòâóåò

òàêàÿ òî÷êà c ∈ [a, b] , ÷òî

f(c) =

b
∫

a

f(x) ϕ(x)dx

b
∫

a

ϕ(x)dx

,

îòêóäà

b
∫

a

f(x)ϕ(x)dx = f(c)

b
∫

a

ϕ(x)dx . ◮

Çàìå÷àíèå. Ïîñëåäíÿÿ �îðìóëà äàåò ìåòîä îöåíêè èíòåãðàëà.

40.3. Èíòåãðàë, êàê �óíêöèÿ âåðõíåãî ïðåäåëà

èíòåãðèðîâàíèÿ

Ïóñòü �óíêöèÿ f(t) ∈ R [a, b] . Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ [a, b] �óíêöèÿ
f(t) ∈ R [a, x] . Îáîçíà÷èì

Φ(x) =

x
∫

a

f(t)dt
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äëÿ ëþáîãî x ∈ [a, b] . Ïîëó÷èëè �óíêöèþ îò âåðõíåãî ïðåäåëà

èíòåãðèðîâàíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî Φ(a) =
a
∫

a

f(t)dt = 0 .

Òåîðåìà (íåïðåðûâíîñòü èíòåãðàëà, êàê �óíêöèè âåðõíåãî

ïðåäåëà). Èíòåãðàë åñòü íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ îò âåðõíåãî ïðå-

äåëà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç ñâîéñòâà àääèòèâíîñòè è îãðàíè÷åííîñòè

èíòåãðàëà

x+h
∫

a

f(t)dt =

x
∫

a

f(t)dt+

x+h
∫

x

f(t)dt ,

îòêóäà

Φ(x+ h)− Φ(x) =

x+h
∫

x

f(t)dt .

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î ñðåäíåì è ñâîéñòâî îãðàíè÷åííîñòè èíòåãðàëà,

êàê �óíêöèîíàëà (ñì. ï. 40.2, ñ. 179) ïîëó÷èì

|Φ(x+ h)− Φ(x)| ≤ |h|M , (∗)

îòêóäà è ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü �óíêöèè Φ(x) , òàê êàê ëåâàÿ

÷àñòü íåðàâåíñòâà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè h→ 0 .
Òàêèì îáðàçîì, èç ïîëó÷åííîãî ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû î

íåïðåðûâíîñòè èíòåãðàëà, êàê �óíêöèè âåðõíåãî ïðåäåëà íåðàâåí-

ñòâà (∗) ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå. Èíòåãðàë, êàê �óíêöèÿ âåðõíåãî ïðåäåëà óäîâëåòâî-

ðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïîðÿäêà 1.

Òåîðåìà (äè��åðåíöèðîâàíèå èíòåãðàëà ïî âåðõíåìó ïðå-

äåëó). Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [a, b] . Òî-
ãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè x0 ∈ [a, b] , â êîòîðîé �óíêöèÿ f(x) íåïðå-

ðûâíà, îïðåäåëåííûé èíòåãðàë Φ(x) =
x
∫

a

f(t)dt , êàê �óíêöèÿ âåðõ-

íåãî ïðåäåëà, èìååò ïðîèçâîäíóþ Φ′(x0) = f(x0) .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè x0 � âíóòðåííÿÿ òî÷êà èëè ëåâûé

êîíåö îòðåçêà [a, b] , òî èç ðàâåíñòâà

Φ(x0 + h)− Φ(x0)

h
=

1

h

x0+h
∫

x0

f(x)dx
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ñëåäóåò, ÷òî

h · inf
x∈[x0,x0+h]

f(x) ≤
x0+h
∫

x0

f(x)dx ≤ h · sup
x∈[x0,x0+h]

f(x) .

Òàê êàê �óíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 , òî ∀ ε > 0 ∃ δ > 0
∀h , 0 < h < δ ,

sup
[x0,x0+h]

f(x) ≤ f(x0) + ε , inf
[x0,x0+h]

f(x) ≥ f(x0)− ε .

Çíà÷èò äëÿ h , 0 < h < δ ,
∣

∣

∣

∣

Φ(x0 + h)− Φ(x0)

h
− f(x0)

∣

∣

∣

∣

≤ ε .

Ïðîâåäÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ h < 0 â ñëó÷àå, êîãäà x0
� âíóòðåííÿÿ òî÷êà èëè ïðàâûé êîíåö îòðåçêà [a, b] , ïîëó÷èì

lim
h→0

Φ(x0 + h)− Φ(x0)

h
= f(x0) ,

ò. å. èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî Φ′(x0) = f(x0) (â ÷àñòíîñòè äëÿ ñî-

îòâåòñòâóþùèõ îäíîñòîðîííèõ ïðîèçâîäíûõ â êîíöàõ îòðåçêà (ñì.

� 25, ñ. 108)). ◮

Ñëåäñòâèå. Âñÿêàÿ îãðàíè÷åííàÿ íà îòðåçêå [a, b] �óíêöèÿ f(x) ,
èìåþùàÿ íå áîëåå ÷åì êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ðàçðûâà, èìååò ïåð-

âîîáðàçíóþ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü x0, x1, ..., xk ∈ [a, b] è f(x) íåïðå-

ðûâíà äëÿ âñåõ x 6= xi ( i = 0, 1, ..., k ). Òîãäà �óíêöèÿ f(x) èíòå-

ãðèðóåìà íà îòðåçêå [a, b] , �óíêöèÿ Φ(x) =
x
∫

a

f(t)dt íåïðåðûâíà íà

îòðåçêå [a, b] è Φ′(x) = f(x) äëÿ âñåõ x 6= xi ( i = 0, 1, ..., k ). Îò-
ñþäà ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèÿ Φ(x) åñòü ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ �óíêöèè

f(x) . ◮

Â ÷àñòíîñòè ïîëó÷àåì, ÷òî âñÿêàÿ íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ èìååò

ïåðâîîáðàçíóþ.

Óïðàæíåíèå. Ïðèâåñòè ïðèìåð èíòåãðèðóåìîé �óíêöèè f(x) ,

äëÿ êîòîðîé Φ(x) =
x
∫

a

f(t)dt íå ÿâëÿåòñÿ äè��åðåíöèðóåìîé â

íåêîòîðûõ òî÷êàõ.

Èíòåãðàë �èìàíà � àïïàðàò, ïðè ïîìîùè êîòîðîãî ìîæíî ñòðî-

èòü ïåðâîîáðàçíûå �óíêöèè.
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2 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 8

(13.03.68)

� 41. Âû÷èñëåíèå îïðåäåëåííûõ

èíòåãðàëîâ

41.1. Äîáàâëåíèå ê òåîðèè

íåîïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ

�àññìîòðèì ñïîñîá, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî èíîãäà ìîæíî ðàçëîæèòü

ðàöèîíàëüíóþ �óíêöèþ

P (x)
Q(x) íà ïðîñòåéøèå äðîáè, íå èñïîëüçóÿ

ïðè ýòîì ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ êîý��èöèåíòîâ.

Ïóñòü äàíà n+1 òî÷êà x0, x1, ..., xn ( xi 6= xj ïðè i 6= j ) è íàäî
ïîñòðîèòü òàêîé ìíîãî÷ëåí P (x) , ÷òî P (xk) = yk ( k = 0, 1, ..., n ).
Ìû çíàåì, ÷òî îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äàåò èíòåðïîëÿöèîííàÿ �îð-

ìóëà Ëàãðàíæà

P (x) =

n
∑

k=0

P (xk) lk(x) =

=
n
∑

k=0

P (xk)
(x− x0)...(x − xk−1)(x − xk+1)...(x − xn)

(xk − x0)...(xk − xk−1)(xk − xk+1)...(xk − xn)
.

�àññìîòðèì ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n+ 1

Q(x) = (x− x0)(x − x1)...(x− xn) =

n
∏

m=0

(x− xm) .

Çàìåòèì, ÷òî â ÷èñëèòåëå k -ãî ÷ëåíà �îðìóëû Ëàãðàíæà ñòîèò

âûðàæåíèå

Q(x)
x−xk

. Ïðîäè��åðåíöèðóåì ìíîãî÷ëåí Q(x) :

Q′(x) =
n
∑

k=0

n
∏

m=0,
m 6=k

(x − xm) .

Ïîäñòàâèâ â ýòî ðàâåíñòâî x = xk , ïîëó÷èì

Q′(xk) =
n
∏

m=0,
m 6=k

(xk − xm)
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� âûðàæåíèå, êîòîðîå ñòîèò â çíàìåíàòåëå k -ãî ÷ëåíà �îðìóëû

Ëàãðàíæà. Ñëåäîâàòåëüíî,

P (x) =

n
∑

k=0

P (xk)
Q(x)

(x − xk)Q′(xk)
.

�àçäåëèâ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà Q(x) , ïîëó÷èì, ÷òî åñëè

Q(x) èìååò n+ 1 ðàçëè÷íûõ êîðíåé, òî

P (x)

Q(x)
=

n
∑

k=0

P (xk)
Q′(xk)

x− xk
.

Êîðíè xk ìíîãî÷ëåíà Q(x) ìîãóò áûòü êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè. Â
ýòîì ñëó÷àå, åñëè Q(x) � ìíîãî÷ëåí ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîý��è-

öèåíòàìè, êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîå ÷èñëî x̄k òîæå áóäåò êîðíåì

ìíîãî÷ëåíà Q(x) . Ïóñòü, íàïðèìåð, xk = a è xl = ā � êîðíè

ìíîãî÷ëåíà Q(x) . Òîãäà

P (a)
Q′(a)

x− a
+

P (ā)
Q′(ā)

x− ā
=

Mx+N

x2 − x(a+ ā) + a2
,

ãäå M è N � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.

41.2. Îñíîâíàÿ �îðìóëà

èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ

Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà îòðåçêå [a, b] , îãðàíè÷åíà è

èìååò íà íåì íå áîëåå, ÷åì êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ðàçðûâà. Òîãäà

�óíêöèÿ Φ(x) =
x
∫

a

f(t)dt åñòü îäíà èç ïåðâîîáðàçíûõ äëÿ �óíêöèè

f(x) (ñì. ï. 40.3, ñ. 185, ñëåäñòâèå èç òåîðåìû î äè��åðåíöèðîâà-

íèè èíòåãðàëà ïî âåðõíåìó ïðåäåëó). Åñëè F (x) � åùå îäíà ïåðâî-

îáðàçíàÿ, òî

Φ(x) =

x
∫

a

f(t)dt = F (x) + C .

Ïîëîæèâ x = a , ïîëó÷èì 0 = F (a) + C , îòêóäà

x
∫

a

f(t)dt = F (x)− F (a) .
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Â ÷àñòíîñòè,

b
∫

a

f(t)dt = F (b)− F (a) .

Ýòà �îðìóëà íàçûâàåòñÿ îñíîâíîé �îðìóëîé èíòåãðàëüíîãî èñ÷è-

ñëåíèÿ. Îáîçíà÷àþò F (x)|ba = F (b)− F (a) . Òàêèì îáðàçîì,

b
∫

a

f(x)dx = F (x)|ba .

Çàìå÷àíèÿ. 1. Ôóíêöèÿ f(x) , èìåþùàÿ ïåðâîîáðàçíóþ, ìîæåò

áûòü íåèíòåãðèðóåìîé ïî �èìàíó. Íàïðèìåð, F (x) = x2 sin 1
x2 ,

F (0) = 0 , ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé äëÿ ñâîåé ïðîèçâîäíîé, êîòîðàÿ
íåîãðàíè÷åíà â ëþáîé îêðåñòíîñòè íóëÿ, è çíà÷èò, íåèíòåãðèðóåìà

ïî �èìàíó íà [−1, 1] .

2. Äëÿ f(x) , èíòåãðèðóåìîé ïî �èìàíó, Φ(x) =
x
∫

a

f(t)dt ìî-

æåò íå áûòü ïåðâîîáðàçíîé. Íàïðèìåð, äëÿ �óíêöèè �èìàíà R(x)

(ï. 40.2, ñ. 180) èìååì Φ(x) =
x
∫

a

R(t)dt = 0 , ñëåäîâàòåëüíî, Φ′(x)

îòëè÷àåòñÿ îò �óíêöèè �èìàíà â ñ÷åòíîì ìíîæåñòâå òî÷åê.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû �óíêöèÿ f(x) èìåëà ïåðâîîáðàçíóþ è áûëà

èíòåãðèðóåìà ïî �èìàíó, íàäî íàëîæèòü íà �óíêöèþ äîïîëíèòåëü-

íûå óñëîâèÿ, íàïðèìåð, ïðåäïîëîæèòü, ÷òî f(x) íåïðåðûâíà èëè

èìååò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ðàçðûâà.

Êðîìå îñíîâíîé �îðìóëû èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ, êîãäà èçâåñò-

íà êàêàÿ-íèáóäü ïåðâîîáðàçíàÿ, ñóùåñòâóþò è äðóãèå ïðèåìû âû-

÷èñëåíèÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà:

1) âû÷èñëåíèå ïðåäåëà èíòåãðàëüíûõ ñóìì;

2) ìåòîä ïîäñòàíîâêè;

3) èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì.

41.3. Îñíîâíûå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ

Òåîðåìà (ìåòîä ïîäñòàíîâêè). Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëå-

íà è íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b] , à �óíêöèÿ x = ϕ(t) îïðåäåëåíà

íà îòðåçêå [α, β] è óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1). ϕ(α) = a , ϕ(β) = b ;
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2). ϕ(t) èìååò íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ íà îòðåçêå [α, β] ;
3). ϕ(t) ∈ [a, b] äëÿ ëþáîãî t ∈ [α, β] .

Òîãäà äëÿ ñëîæíîé �óíêöèè f(ϕ(t)) , îïðåäåëåííîé íà îòðåçêå

[α, β] , ñïðàâåäëèâà �îðìóëà

b
∫

a

f(x)dx =

β
∫

α

f(ϕ(t))ϕ′(t)dt .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè F (x) � ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ �óíêöèè

f(x) , òî ïî îñíîâíîé �îðìóëå èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ

b
∫

a

f(x)dx = F (x)|ba = F (b)− F (a) .

Ïåðâîîáðàçíîé äëÿ �óíêöèè f(ϕ(t))ϕ′(t) ÿâëÿåòñÿ �óíêöèÿ

F (ϕ(t)) . Çíà÷èò

β
∫

α

f(ϕ(t))ϕ′(t)dt = F (ϕ(β)) − F (ϕ(α)) = F (b)− F (a) .

Îòñþäà

b
∫

a

f(x)dx =

β
∫

α

f(ϕ(t))ϕ′(t)dt . ◮

Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà ñïðàâåäëèâà áåç óñëîâèÿ 3), åñëè �óíêöèÿ

f íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [A,B] ⊃ [a, b] òàêîì, ÷òî ϕ([a, b]) ⊂ [A,B] .
Òàê êàê âñÿêóþ íåïðåðûâíóþ �óíêöèþ ìîæíî íåïðåðûâíûì îáðà-

çîì ïðîäîëæèòü íà áîëüøèé îòðåçîê, òî �îðìóëà âåðíà, åñëè â èí-

òåãðàëå ñïðàâà ðàññìàòðèâàòü ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ïðîäîë-

æåííóþ �óíêöèþ.

Òåîðåìà (èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì). Ïóñòü �óíêöèè u(x) è

v(x) îïðåäåëåíû íà [a, b] è èìåþò íà ýòîì îòðåçêå íåïðåðûâíûå

ïðîèçâîäíûå u′(x) è v′(x) . Òîãäà ñïðàâåäëèâà �îðìóëà

b
∫

a

udv = uv|ba −
b

∫

a

vdu .
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ìû çíàåì, ÷òî äëÿ íåîïðåäåëåííîãî

èíòåãðàëà

∫

udv = uv −
∫

vdu . Îáîçíà÷èâ ϕ(x) êàêóþ-íèáóäü ïåð-

âîîáðàçíóþ äëÿ ïîñëåäíåãî èíòåãðàëà â ýòîé �îðìóëå, ïîëó÷èì ïî

îñíîâíîé �îðìóëå èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ

b
∫

a

udv = [uv − ϕ(x)]|ba = uv|ba − ϕ(x)|ba .

Íî òàê êàê â òî æå âðåìÿ

b
∫

a

vdu = ϕ(x)|ba , òî

b
∫

a

udv = uv|ba −
b

∫

a

vdu . ◮
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�ëàâà 10

Ïðèëîæåíèÿ

èíòåãðàëüíîãî

èñ÷èñëåíèÿ

� 42. Âû÷èñëåíèå ïëîùàäè

Ïóñòü f(x) � íåïðåðûâíàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ �óíêöèÿ íà îòðåçêå

[a, b] . Òîãäà ïëîùàäü S(x) êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè íà îòðåçêå

[a, x] , x ∈ [a, b] , áóäåò ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ f(x) (ñì. ï. 35.1, ñ. 152):

S′(x) = f(x) . Çíà÷èò, â êà÷åñòâå îïðåäåëåíèÿ ïëîùàäè êðèâîëè-

íåéíîé òðàïåöèè ìîæíî âçÿòü èíòåãðàë �èìàíà

b
∫

a

f(x)dx ñî çíàêîì

"+ "äëÿ f(x) ≥ 0 è ñî çíàêîì "− "äëÿ f(x) ≤ 0 . Òîãäà ïëîùàäü
�èãóðû

D = {(x, y) : f2(x) ≤ y ≤ f1(x), a ≤ x ≤ b} ,

ãäå f1(x) è f2(x) � íåïðåðûâíûå íà îòðåçêå �óíêöèè, ìîæíî îïðå-

äåëèòü ïî �îðìóëå S(D) =
b
∫

a

(f1(x) − f2(x)) dx . Òàêèì îáðàçîì, ñ

ïîìîùüþ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà ìîæíî âû÷èñëÿòü ïëîùàäè òà-

êèõ �èãóð, êîòîðûå ðàçáèâàþòñÿ íà êîíå÷íîå ÷èñëî êðèâîëèíåéíûõ

òðàïåöèé.
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a b

D

f1(x)

f2(x)

�èñ. 10.1. Ïëîùàäü �èãóðû.

� 43. Ôîðìóëà Òåéëîðà

ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â

èíòåãðàëüíîé �îðìå

Òåîðåìà (�îðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â èíòå-

ãðàëüíîé �îðìå). Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà (a, b) ,
n ∈ N , f (n)(x) ∈ C(a, b) è x0 ∈ (a, b) . Òîãäà äëÿ x ∈ (a, b) ñïðà-

âåäëèâà �îðìóëà

f(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x − x0) + ...+

f (n−1)(x0)

(n− 1)!
(x− x0)

n−1 + rn(x),

ãäå

rn(x) =
1

(n− 1)!

x−x0
∫

0

(x− x0 − t)n−1f (n)(x0 + t)dt .
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2 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 9

(08.09.67)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì x0 = 0 . Òîãäà
�îðìóëà âûãëÿäèò òàê:

f(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x+ ...+

+
f (n−1)(0)

(n− 1)!
xn−1 +

1

(n− 1)!

x
∫

0

(x− t)n−1f (n)(t)dt .

Îñòàòî÷íûé ÷ëåí ýòîé �îðìóëû ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

rn(x) =
1

(n− 1)!

x
∫

0

(x− t)n−1f (n)(t)dt =
1

(n− 1)!

x
∫

0

tn−1f (n)(x − t)dt .

Äîêàæåì ýòó �îðìóëó èíäóêöèåé ïî n . Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì (ïî-

ëîæèì u = f ′(x− t) , dv = dt è ò.ä.), ïîëó÷èì

f(x)− f(0) =

x
∫

0

f ′(x− t)dt = xf ′(0) +

x
∫

0

tf ′′(x− t)dt =

= xf ′(0) + f ′′(0)
x2

2!
+

1

2!

x
∫

0

t2f ′′′(x− t)dt = ... =

= xf ′(0) + f ′′(0)
x2

2!
+ ...+

+
xn−1

(n− 1)!
f (n−1)(0) +

1

(n− 1)!

x
∫

0

tn−1f (n)(x− t)dt . ◮

Ïðèìåíèâ îáîáùåííóþ òåîðåìó î ñðåäíåì (ï. 40.2, ñ. 182), ïîëó÷èì

îñòàòî÷íûé ÷ëåí â �îðìå Ëàãðàíæà:

rn(x) =
1

(n− 1)!
f (n)(ξ)

x
∫

0

(x − t)n−1dt =
f (n)(ξ)

n!
xn .
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� 44. Êâàäðàòóðíûå �îðìóëû

(�îðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ

îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ)

Ïóñòü f(x) ∈ C [a, b] . Òîãäà êâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà èìååò âèä

n
∑

k=0

Akf(xk) ∼=
b

∫

a

f(x)dx .

×èñëà xk íàçûâàþòñÿ óçëàìè, à Ak � êîý��èöèåíòàìè êâàäðà-

òóðíîé �îðìóëû. Êâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà � íå îáÿçàòåëüíî èíòå-

ãðàëüíàÿ ñóììà.

Êâàäðàòóðíûå �îðìóëû ñ ðàâíûìè êîý��èöèåíòàìè Ak = A íà-

çûâàþòñÿ �îðìóëàìè ×åáûø�åâà.

Áóäåì òðåáîâàòü, ÷òîáû êâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà áûëà òî÷íà äëÿ

íåêîòîðûõ ïðîñòûõ �óíêöèé, íàïðèìåð, íà ìíîãî÷ëåíàõ ñòåïåíè íå

âûøå 2n+1 , ò. å. degP ≤ 2n+1 (òàê êàê â êâàäðàòóðíîé �îðìóëå

2n+ 2 ïàðàìåòðà: n+ 1 óçëîâ è n+ 1 êîý��èöèåíòîâ).

Åñëè óçëû èçâåñòíû, íàïðèìåð, èìååòñÿ ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëå-

íèå óçëîâ, ò. å. âñå ñîñåäíèå óçëû êâàäðàòóðíîé �îðìóëû íàõîäÿòñÿ

íà ðàâíîì ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà ( xk = x0 +
b−a
n
k ), òî â ýòîì

ñëó÷àå áóäåì òðåáîâàòü, ÷òîáû êâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà áûëà òî÷íà

íà ìíîãî÷ëåíàõ ñòåïåíè degP ≤ n .

�àññìîòðèì îñòàòîê êâàäðàòóðíîé �îðìóëû

Rn(f) =

b
∫

a

f(x)dx −
n
∑

k=0

Akf(xk) .

Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ òåõ �óíêöèé, äëÿ êîòîðûõ ìû áóäåì

ïðèìåíÿòü êâàäðàòóðíóþ �îðìóëó, ìû õîòèì ñäåëàòü îñòàòîê äî-

ñòàòî÷íî ìàëûì. Íàïðèìåð, ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü êâàäðàòóðíûå

�îðìóëû íà êëàññå �óíêöèé, äëÿ êîòîðûõ

∥

∥f (k)
∥

∥ ≤M .
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44.1. Ôîðìóëà ïðÿìîóãîëüíèêîâ

Îáîçíà÷èì h = b− a , a = x0 , b = x1 . Ôîðìóëà

b
∫

a

f(x)dx ∼= hf(a)

áóäåò òî÷íà íà ìíîãî÷ëåíàõ íóëåâîé ñòåïåíè. Ïî ýòîé �îðìóëå èí-

òåãðàë äëÿ f(x) ≥ 0 çàìåíÿåòñÿ ïëîùàäüþ ïðÿìîóãîëüíèêà ñ âû-

ñîòîé f(a) , ïîýòîìó �îðìóëà íàçûâàåòñÿ �îðìóëîé ïðÿìîóãîëüíè-
êîâ.

44.2. Ôîðìóëà òðàïåöèé

Êâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà (ñì. ðèñ. 10.2)

b
∫

a

f(x)dx ∼= h

2
(f(a) + f(b))

íàçûâàåòñÿ �îðìóëîé òðàïåöèé. Îíà áóäåò òî÷íà äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ

ïåðâîé ñòåïåíè. Îñòàòîê �îðìóëû òðàïåöèé

R(f) =

b
∫

a

f(x)dx− h

2
(f(a) + f(b))

ðàâåí íóëþ, åñëè f(x) åñòü ìíîãî÷ëåí P1(x) , degP1 ≤ 1 .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f ′′(x) ∈ C [a, b] . Ìîæåì ïîëîæèòü a = 0 .
Òîãäà

R (f) =

b
∫

0

f(x)dx− b

2
(f(b) + f(0)) .

Äîêàæåì, ÷òî

R (f) = −1

2

b
∫

0

x(b − x)f ′′(x)dx .
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x

y

0 a=x0 b=x1

�èñ. 10.2. Êâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà òðàïåöèé.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèè èíòåãðàë

x
∫

0

f(u)du = F (x) . Òîãäà èìåþò

ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

b
∫

0

f(x)dx = F (b)− F (0) è

F (b) = F (0) + bF ′(0) +
b2

2
F ′′(0) +

1

2

b
∫

0

(b − x)2F ′′′(x)dx ,

îòêóäà

b
∫

0

f(x)dx = bF ′(0) +
b2

2
F ′′(0) +

1

2

b
∫

0

(b− x)2F ′′′(x)dx .

Ïî �îðìóëå Òåéëîðà

F ′(b) = F ′(0) + bF ′′(0) +

b
∫

0

(b − x)F ′′′(x)dx .

Óìíîæèì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íà

b
2 è âû÷òåì èç ïðåäûäóùåãî.
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Ïîëó÷èì

b
∫

0

f(x)dx =

=
b

2
{F ′(0) + F ′(b)}+ 1

2

b
∫

0

(b − x)2F ′′′(x)dx − b

2

b
∫

0

(b− x)F ′′′(x)dx =

=
b

2
{f(b) + f(0)} − 1

2

b
∫

0

x(b − x)F ′′′(x)dx .

Òàê êàê b− bx− b2 + 2bx− x2 = bx− x2 , òî

R(f) =
1

2

b
∫

0

(b− x)2F ′′′(x)dx − b

2

b
∫

0

(b − x)F ′′′(x)dx =

= −1

2

b
∫

0

x(b− x)F ′′′(x)dx = −1

2

b
∫

0

x(b − x)f ′′(x)dx .

Ýòî è åñòü îñòàòî÷íûé ÷ëåí �îðìóëû òðàïåöèé.

Ïî òåîðåìå î ñðåäíåì ïîëó÷èì

b
∫

a

f(x)dx =
h

2
{f(a) + f(b)} − h3

12
f ′′(ξ) .

Òåïåðü, åñëè óçëû ðàñïðåäåëåíû ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå, ò. å.

xk = x0 + hk ïðè k = 0, 1, ..., n è h = (b−a)
n

, òî

xk
∫

xk−1

f(x)dx =
h

2
{f(xk) + f(xk+1)} −

h3

12n3
f ′′(ξk) ,
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b
∫

a

f(x)dx =
h

2
{f(x0) + 2 (f(x1) + ...+ f(xn−1)) + f(xn)}−

− h3

12n2
· 1
n

n
∑

k=1

f ′′(ξk) ,

èëè

b
∫

a

f(x)dx = h

{

f(x0) + f(xn)

2
+

n−1
∑

k=1

f(xk)

}

− h3

12n2
f ′′(ξ) ,

ãäå f ′′(ξ) � ñðåäíåå çíà÷åíèå âòîðîé ïðîèçâîäíîé.

44.3. Ôîðìóëà ïàðàáîë (�îðìóëà Ñèìïñîíà)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå x 1
2
= x0+

h
2 � ñåðåäèíà îòðåçêà [x0, x1] . Òîãäà

x1 = x 1
2
+ h

2 . Íà îòðåçêå [x0, x1] çàìåíèì �óíêöèþ èíòåðïîëÿöè-

îííûì ìíîãî÷ëåíîì Ëàãðàíæà ñ óçëàìè â òî÷êàõ x0 , x 1
2
, x1 :

P (x) = y0l0 + y 1
2
l 1
2
+ y1l1 ,

ãäå

l0 =
(x− x 1

2
)(x− x1)

(x0 − x 1
2
)(x0 − x1)

,

l 1
2
=

(x− x0)(x− x1)

(x 1
2
− x0)(x 1

2
− x1)

,

l1 =
(x− x0)(x− x 1

2
)

(x1 − x0)(x1 − x 1
2
)
.

Ïðîèíòåãðèðîâàâ èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà, ïîëó-

÷èì �îðìóëó

x1
∫

x0

P (x)dx =
h

6

{

y0 + 4y 1
2
+ y1

}

.
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Òåïåðü, ïðèìåíèâ ýòó �îðìóëó äëÿ ðàâíîìåðíîãî ðàçáèåíèÿ îòðåç-

êà, ïîëó÷èì

xn
∫

x0

f(x)dx ∼= h

6

{

y0 + yn + 4
(

y 1
2
+ ...+ yn− 1

2

)

+ 2 (y1 + ...+ yn−1)
}

.

Ýòî êâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà ïàðàáîë (�îðìóëà Ñèìïñîíà).

� 45. Äëèíà êðèâîé

45.1. Ôóíêöèè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè

(�óíêöèè ñ îãðàíè÷åííûì èçìåíåíèåì)

Ïóñòü f(x) ∈ C [a, b] è T � êàêîå-íèáóäü ðàçáèåíèå îòðåçêà. Âå-

ëè÷èíà

n
∑

k=1

|f(xk)− f(xk−1)| õàðàêòåðèçóåò âåëè÷èíó êîëåáàíèÿ

�óíêöèè ïî äàííîìó ðàçáèåíèþ.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè âåëè÷èíà

b

V
a
f = sup

T

n
∑

k=1

|f(xk)− f(xk−1)| ≤M,

òî ãîâîðÿò, ÷òî �óíêöèÿ f(x) èìååò íà îòðåçêå [a, b] îãðàíè÷åííóþ
âàðèàöèþ.

Ïðèìåð. Ôóíêöèÿ x sin 1
x
(ðèñ. 10.3) íà îòðåçêå [0, 1] èìååò íåî-

ãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ.

�èñ. 10.3. Ôóíêöèÿ x sin 1
x
íà îòðåçêå [0, 1] èìååò íåîãðàíè÷åííóþ

âàðèàöèþ.
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Çàìå÷àíèå. Ôóíêöèÿ f(x) , èìåþùàÿ îãðàíè÷åííóþ ïðîèçâîäíóþ

èëè óäîâëåòâîðÿþùàÿ íà îòðåçêå [a, b] óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîí-

ñòàíòîé K , èìååò îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ.

Äåéñòâèòåëüíî, ïî óñëîâèþ Ëèïøèöà

|f(xk)− f(xk−1)| ≤ K |xk − xk−1| ,

ñëåäîâàòåëüíî

b

V
a
f ≤ K |b− a| .

Áóäåì îáîçíà÷àòü V [a, b] êëàññ �óíêöèé ñ îãðàíè÷åííîé âà-

ðèàöèåé. Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè � êëàññ

�óíêöèé ìåæäó íåïðåðûâíûìè �óíêöèÿìè è �óíêöèÿìè, óäîâëåò-

âîðÿþùèìè óñëîâèþ Ëèïøèöà: Lip1 [a, b] ⊂ V [a, b] ⊂ C [a, b] .

2 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 10

(20.03.68)

Ïðèìåð. Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) âîçðàñòàåò íà îòðåçêå [a, b] . Òîãäà
f(x) ∈ V [a, b] . Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ T

n
∑

k=1

|f(xk)− f(xk−1)| =
n
∑

k=1

{f(xk)− f(xk−1)} = f(b)− f(a) =
b

V
a
f .

Çàìå÷àíèå. Âñÿêàÿ �óíêöèÿ ñ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèåé f ∈ V
ïðåäñòàâèìà â âèäå ðàçíîñòè äâóõ âîçðàñòàþùèõ �óíêöèé f1 è

f2 : f ∈ V ⇔ f = f1 − f2 . Ôóíêöèè ñ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèåé

îáðàçóþò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî.

Çàìå÷àíèå.Ïóñòü �óíêöèÿ èìååò íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ f ′(x)
íà îòðåçêå [a, b] . Òîãäà ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà

n
∑

k=1

|f(xk)− f(xk−1)| =
n
∑

k=1

∣

∣

∣

∣

f(xk)− f(xk−1)

xk − xk−1

∣

∣

∣

∣

∆xk =

=

n
∑

k=1

|f ′(ξk)| ∆xk .

Ìû âèäèì, ÷òî âàðèàöèîííàÿ ñóììà ñòàëà èíòåãðàëüíîé ñóììîé

äëÿ èíòåãðàëà

b
∫

a

|f ′(x)| dx è î÷åâèäíî, ÷òî sup
T

n
∑

k=1

|f(xk)− f(xk−1)|
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åñòü ïðåäåë èíòåãðàëüíûõ ñóìì ïî íåêîòîðîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè ðàçáèåíèé ïðè d(T ) → 0 . Çíà÷èò

b

V
a
f = sup

T

n
∑

k=1

|f(xk)− f(xk−1)| =
b

∫

a

|f ′(x)| dx .

Çàìå÷àíèå. Ïóñòü f(x) ∈ C [a, b] , ϕ ∈ V [a, b] . Ìîæíî îáîáùèòü

ïîíÿòèå èíòåãðàëüíîé ñóììû, çàìåíèâ ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà ïðè-

ðàùåíèåì �óíêöèè ϕ . Ïîëó÷èì ñóììû �èìàíà � Ñòèëüòüåñà

n
∑

k=1

f(ξk) {ϕ(xk)− ϕ(xk−1)} .

Îïðåäåëåíèå.

lim
d(T )→0

n
∑

k=1

f(ξk) {ϕ(xk)− ϕ(xk−1)} =

b
∫

a

f(x)dϕ(x)

íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì �èìàíà � Ñòèëüòüåñà.

Çàìå÷àíèå. Èíòåãðàë �èìàíà � Ñòèëüòüåñà îáëàäàåò ñëåäóþùè-

ìè ñâîéñòâàìè.

1. Èíòåãðàë �èìàíà � Ñòèëüòüåñà åñòü ëèíåéíûé �óíêöèîíàë.

2. Â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ �óíêöèé, çàäàííûõ íà îòðåçêå,

âñÿêèé ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé �óíêöèîíàë (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

âñÿêèé îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé �óíêöèîíàë) åñòü èíòåãðàë �èìà-

íà � Ñòèëüòüåñà.

45.2. Ñïðÿìëÿåìûå êðèâûå

�àäè ïðîñòîòû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïëîñêèå êðèâûå. Àíàëîãè÷íî

ìîæíî ðàññìîòðåòü ïðîñòðàíñòâåííûå êðèâûå.

Ïóñòü â ïëîñêîñòè ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàíà êðèâàÿ Γ :

x = ϕ(t),
y = ψ(t),

α ≤ t ≤ β ,

ãäå ϕ(t), ψ(t) ∈ C [α, β] . Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî Γ � ïðîñòàÿ

êðèâàÿ áåç êðàòíûõ òî÷åê (áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé). Òàêèì îáðàçîì,
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åñëè M = {ϕ(t), ψ(t)} è M ′ = {ϕ(t′), ψ(t′)} � òî÷êè íà êðèâîé, è

t 6= t′ , òî M 6=M ′
. �àçäåëèì êðèâóþ òî÷êàìè Mk ( k = 0, 1, ..., n )

íà êîíå÷íîå ÷èñëî ÷àñòåé. Ïîëó÷èì ðàçáèåíèå

T : {M0 =M(α), ..., Mk =M(tk), ..., Mn =M(β)} .
Îáîçíà÷èì |MkMk−1| äëèíó õîðäû, ñòÿãèâàþùåé òî÷êè Mk−1 è

Mk . Âîçüìåì âåðõíþþ ãðàíü äëèí ëîìàíûõ ñ óçëàìè â òî÷êàõ Mk

ïî âñåì ðàçáèåíèÿì êðèâîé Γ .

Îïðåäåëåíèå. Åñëè sup
T

n
∑

k=1

|MkMk−1| = l(Γ) < ∞ , òî êðèâàÿ

Γ íàçûâàåòñÿ ñïðÿìëÿåìîé, à l(Γ) íàçûâàåòñÿ äëèíîé êðèâîé Γ
(ðèñ. 10.4).

�èñ. 10.4. Äëèíà êðèâîé.

Çàìåòèì, ÷òî ðàçáèåíèå

TΓ : {M0 =M(α), ..., Mk =M(tk), ..., Mn =M(β)}
êðèâîé Γ òî÷êàìè Mk , ( k = 0, 1, ..., n ) ïîðîæäàåòñÿ ðàçáèåíèåì

îòðåçêà [α, β]

T[α,β] : α = t0 < t1 < ... < tk < ... < tn = β .

Òàê êàê äëèíà õîðäû

|MkMk−1| =
√

(xk − xk−1)
2 + (yk − yk−1)

2 =

=

√

{ϕ(tk)− ϕ(tk−1)}2 + {ψ(tk)− ψ(tk−1)}2 ,
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ãäå xk, yk � êîîðäèíàòû ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷åê Mk , òî

|MkMk−1| ≥ |ϕ(tk)− ϕ(tk−1)| ,

|MkMk−1| ≥ |ψ(tk)− ψ(tk−1)| ,
à ñ äðóãîé ñòîðîíû

|MkMk−1| ≤ |ϕ(tk)− ϕ(tk−1)|+ |ψ(tk)− ψ(tk−1)| .

Òåîðåìà (êðèòåðèé ñïðÿìëÿåìîñòè êðèâîé). Äëÿ òîãî, ÷òî-

áû ïëîñêàÿ íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ

Γ : x = ϕ(t), y = ψ(t), α ≤ t ≤ β ,

áåç êðàòíûõ òî÷åê áûëà ñïðÿìëÿåìîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,

÷òîáû �óíêöèè ϕ è ψ áûëè �óíêöèÿìè ñ îãðàíè÷åííûì èçìåíå-

íèåì.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü. Ïóñòü Γ

� ñïðÿìëÿåìàÿ êðèâàÿ, ò. å. sup
T

n
∑

k=1

|MkMk−1| < ∞ . Äîêàæåì, ÷òî

ϕ ∈ V [α, β] . Ëþáîìó ðàçáèåíèþ T îòðåçêà [α, β] ñîîòâåòñòâóåò

íåêîòîðîå ðàçáèåíèå êðèâîé Γ : T[α,β] → TΓ . Òîãäà

n
∑

k=1

|ϕ(tk)− ϕ(tk−1)| ≤
n
∑

k=1

|MkMk−1| ≤ sup
TΓ

n
∑

k=1

|MkMk−1| <∞ .

Çíà÷èò,

β

V
α
ϕ ≤ l(Γ) . Àíàëîãè÷íî

β

V
α
ψ ≤ l(Γ) .

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü

β

V
α
ϕ < ∞ ,

β

V
α
ψ < ∞ . Òîãäà äëÿ

ëþáîãî ðàçáèåíèÿ TΓ

n
∑

k=1

|MkMk−1| ≤
n
∑

k=1

|ϕ(tk)− ϕ(tk−1)|+
n
∑

k=1

|ψ(tk)− ψ(tk−1)| ≤

≤
β

V
α
ϕ+

β

V
α
ψ .

Çíà÷èò, l(Γ) ≤
β

V
α
ϕ+

β

V
α
ψ . ◮
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45.3. Çàäà÷à î âûðàæåíèè äëèíû êðèâîé

èíòåãðàëîì

Íåîáõîäèìî óêàçàòü äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà ðåãóëÿðíîñòü

�óíêöèé ϕ è ψ .
Òåîðåìà (âûðàæåíèå äëèíû êðèâîé èíòåãðàëîì). Ïóñòü

Γ : x = ϕ(t), y = ψ(t), α ≤ t ≤ β ,

� ïëîñêàÿ ïðîñòàÿ è íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ è ϕ′(t), ψ′(t) ∈ C [α, β] .
Òîãäà Γ ñïðÿìëÿåìàÿ è

l(Γ) =

β
∫

α

√

{ϕ′(t)}2 + {ψ′(t)}2dt .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê ϕ′(t), ψ′(t) ∈ C [α, β] , òî �óíê-
öèè ϕ è ψ ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè. Òîãäà

ïî êðèòåðèþ ñïðÿìëÿåìîñòè êðèâîé êðèâàÿ Γ ñïðÿìëÿåìàÿ. Ïóñòü

T � ðàçáèåíèå êðèâîé. �àññìîòðèì äëèíó âïèñàííîé ëîìàíîé. Òàê

êàê ∆tk > 0 , òî ïðèìåíÿÿ �îðìóëó Ëàãðàíæà, ïîëó÷èì

n
∑

k=1

|MkMk−1| =
n
∑

k=1

√

{ϕ(tk)− ϕ(tk−1)}2 + {ψ(tk)− ψ(tk−1)}2 =

=

n
∑

k=1

√

{ϕ′(ξk)}2 + {ψ′(ηk)}2 ∆tk .

Òàê êàê ψ′ ∈ C [α, β] è çíà÷èò, ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà [α, β] ,
ò. å. ∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀T d(T ) < δ |ψ′(ηk)− ψ′(ξk)| < ε . Ïîýòîìó

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

k=1

{

√

ϕ′2(ξk) + ψ′2(ηk) −
√

ϕ′2(ξk) + ψ′2(ξk)
}

∆tk

∣

∣

∣

∣

∣

≤

≤
n
∑

k=1

|ψ′(ηk)− ψ′(ξk)| ∆tk < ε (β − α) → 0

ïðè d(T ) → 0 . Ìû âîñïîëüçîâàëèñü òàêæå íåðàâåíñòâîì

∣

∣

∣

∣

√

a2 + b2 −
√

a2 + b21

∣

∣

∣

∣

≤ |b− b1|
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äëÿ ïðîèçâîëüíûõ a , b è b1 . Ïðè b−b1 = 0 íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî.

Ïðè b − b1 6= 0 äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èçáàâëÿåìñÿ îò èððàöèîíàëü-

íîñòè â ÷èñëèòåëå:

∣

∣

∣

∣

√

a2 + b2 −
√

a2 + b21

∣

∣

∣

∣

≤
∣

∣b2 − b21
∣

∣

|b+ b1|
≤ |b− b1| .

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî

n
∑

k=1

|MkMk−1| =
n
∑

k=1

√

{ϕ′(ξk)}2 + {ψ′(ξk)}2 ∆tk + α ,

ãäå α→ 0 ïðè d(T ) → 0 . Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî

l(Γ) =

β
∫

α

√

{ϕ′(t)}2 + {ψ′(t)}2dt .

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë ñóùåñòâóåò ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ, è

çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ïðåäåë èíòåãðàëüíûõ ñóìì. Òàê êàê ïðè äîáàâ-

ëåíèè íîâûõ òî÷åê äëèíà ìîæåò òîëüêî âîçðàñòàòü, òî

sup
TΓ

n
∑

k=1

|MkMk−1| =

= lim
m→∞
Tm,[α,β]

(d(Tm)→0 (m→∞))

{

n
∑

k=1

√

ϕ′2(ξk) + ψ′2(ξk)∆tk + α

}

=

= lim
d(T[α,β])→0

{

n
∑

k=1

√

ϕ′2(ξk) + ψ′2(ξk)∆tk

}

=

=

β
∫

α

√

ϕ′2(t) + ψ′2(t)dt .

Çäåñü ïîñëåäíèé ïðåäåë ñóùåñòâóåò â ñèëó ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðà-

ëà

β
∫

α

√

{φ′(t)}2 + {ψ′(t)}2dt , çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ðàâíûé ïðåäåë è

ïî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàçáèåíèé {Tm} . ◮
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Ñëåäñòâèå. Ïóñòü êðèâàÿ âûðàæàåòñÿ óðàâíåíèåì y = f(x) ,
ïðè÷åì f ′ ∈ C [a, b] . Òîãäà

l(Γ) =

b
∫

a

√

1 + y′2(x)dx .

Äåéñòâèòåëüíî, ïîëîæèì t = x , a ≤ x ≤ b , è ïðèìåíèì òåîðåìó

î âûðàæåíèè äëèíû êðèâîé èíòåãðàëîì.

45.4. Äè��åðåíöèàë äóãè

�àññìîòðèì äóãó êðèâîé Γ îò òî÷êè M0 äî òåêóùåé òî÷êè M(t) .
Ïóñòü ϕ′(t), ψ′(t) ∈ C [α, β] è

s(t) =

t
∫

α

√

ϕ′2(u) + ψ′2(u)du

� äëèíà äóãè êðèâîé îò òî÷êè M0 äî òåêóùåé òî÷êè M(t) . Ôóíê-
öèÿ s = s(t) ñòðîãî ìîíîòîííà è ìîæåò áûòü ïðèíÿòà â êà÷åñòâå

ïàðàìåòðà íà êðèâîé. Òîãäà äè��åðåíöèàë äóãè

ds =
√

ϕ′2(t) + ψ′2(t)dt =

√

(dϕ)
2
+ (dψ)

2
,

(ds)
2
= (dϕ)

2
+ (dψ)

2
,

(

dϕ

ds

)2

+

(

dψ

ds

)2

= 1 .

Ìû ïîëó÷èëè

Ñëåäñòâèå (ñóùåñòâîâàíèå íîðìàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè).

Äëÿ ëþáîé ïðîñòîé íåïðåðûâíîé êðèâîé

Γ : x = ϕ(t), y = ψ(t), α ≤ t ≤ β ,

òàêîé, ÷òî ϕ′(t), ψ′(t) ∈ C [α, β] , ñóùåñòâóåò íîðìàëüíàÿ ïàðà-

ìåòðèçàöèÿ.

Âîïðîñû ê êîëëîêâèóìó.

1. Îáùèé âèä ïåðâîîáðàçíîé.

2. Ñâîéñòâà íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.
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3. Èíòåãðèðîâàíèå è äè��åðåíöèðîâàíèå. Çàìåíà ïåðåìåííîé,

èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì â íåîïðåäåëåííîì èíòåãðàëå.

4. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè (îãðàíè÷åííîñòü

�óíêöèè).

5. Ñóììû Äàðáó è èõ ñâîéñòâà.

6. Ïðåäåëüíûé êðèòåðèé èíòåãðèðóåìîñòè.

7. Êðèòåðèé èíòåãðèðóåìîñòè Äàðáó.

8. Êðèòåðèé èíòåãðèðóåìîñòè �èìàíà.

9. Îáîáùåííàÿ òåîðåìà Êàíòîðà.

10. Êðèòåðèé èíòåãðèðóåìîñòè Äþáóà � �åéìîíà.

11. Êëàññû èíòåãðèðóåìûõ �óíêöèé (ñóììà, ïðîèçâåäåíèå, àáñî-

ëþòíàÿ èíòåãðèðóåìîñòü).

12. Ñâîéñòâà îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà êàê �óíêöèîíàëà.

13. Òåîðåìû î ñðåäíåì.

14. Èíòåãðàë êàê �óíêöèÿ âåðõíåãî ïðåäåëà.

15. Âû÷èñëåíèå îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ (3 òåîðåìû).

16. Ïëîùàäü ïëîñêîé îáëàñòè (åñëè ðàçáèâàåòñÿ íà êîíå÷íîå

÷èñëî êðèâîëèíåéíûõ òðàïåöèé).

17. Ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â èíòåãðàëüíîé

�îðìå.

18. Ôîðìóëà òðàïåöèé. Ôîðìóëà Ñèìïñîíà.

19. Äëèíà êðèâîé, äè��åðåíöèàë äóãè.

20. Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ.

21. Îáúåì òåëà âðàùåíèÿ.

22. Ìåõàíè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.

2 ñåìåñòð
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� 46. �àçëè÷íûå ïðèëîæåíèÿ

èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ

46.1. Îáúåì òåëà âðàùåíèÿ

Ïóñòü f(x) ∈ C [a, b] è f(x) ≥ 0 ∀x ∈ [a, b] . �àññìîòðèì òåëî

âðàùåíèÿ, ïîëó÷àþùååñÿ ïðè âðàùåíèè êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè

íà îòðåçêå [a, b] âîêðóã îñè Ox (ðèñ. 10.5). Ìû õîòèì óçíàòü îáúåì
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V ïîëó÷èâøåéñÿ ïðè âðàùåíèè �èãóðû. Ïóñòü x ∈ [a, b] . Îáúåì
�èãóðû, ïîëó÷àþùåéñÿ îò âðàùåíèÿ ÷àñòè êðèâîëèíåéíîé òðàïå-

öèè, âçÿòîé íà îòðåçêå [a, x] , îáîçíà÷èì V (x) . Òîãäà V (0) = 0 , à
îáúåì âñåãî òåëà âðàùåíèÿ V = V (b) .

Çà�èêñèðóåì òî÷êó x è äàäèì ïðèðàùåíèå dx . Òàê êàê îáúåì
îáëàäàåò ñâîéñòâîì àääèòèâíîñòè è ìîíîòîííîñòè, òî ïðèðàùåíèå

�óíêöèè V (x) áóäåò ðàâíî ∆V = dxπf2(ξ) , ãäå ξ ∈ [x, x + dx] .
Îòìåòèì, ÷òî f(ξ) = f(x)+o(1) ïðè dx→ 0 â ñèëó íåïðåðûâíîñòè

�óíêöèè f(x) . Òîãäà ∆V = dx · π ·
{

f2(x) + o(1)
}

ïðè dx → 0 .
Ýòî çíà÷èò, ÷òî �óíêöèÿ V (x) äè��åðåíöèðóåìà,

dV = πf2(x)dx è V = π

b
∫

a

f2(x)dx .

x

y

z

0 x
x+ dx

y = f(x)

�èñ. 10.5. Îáúåì òåëà âðàùåíèÿ.

46.2. Ïîâåðõíîñòü òåëà âðàùåíèÿ

Ïóñòü f(x) ∈ C [a, b] è f(x) ≥ 0 ∀x ∈ [a, b] . Çà�èêñèðóåì òî÷-

êó x è äàäèì ïðèðàùåíèå dx . Ïðèðàùåíèå ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè

ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè óñå÷åííîãî êîíóñà

dS = 2π y1+y22 ds , èëè dS = 2πyds , ãäå ds � äè��åðåíöèàë äóãè.
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Òîãäà

S = 2π

b
∫

a

yds = 2π

b
∫

a

y
√

1 + y′2dx .

46.3. �àáîòà ñèëû

Ïóñòü ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà M äâèæåòñÿ ïî ïðÿìîé ïîä äåéñòâèåì

ñèëû F. Ýëåìåíòàðíàÿ ðàáîòà ñèëû F íà îòðåçêå ïóòè dx áóäåò

dW = F (x)dx , à âñÿ ðàáîòà íà îòðåçêå [a, b] âûðàçèòñÿ èíòåãðàëîì

W =

b
∫

a

F (x) · dx .

46.4. Ñòàòè÷åñêèé ìîìåíò êðèâîé

Ïóñòü êðèâàÿ Γ = r(s) , a ≤ s ≤ b , èìååò ìàññó, ïðîïîðöèî-

íàëüíóþ äëèíå äóãè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Γ � îäíîðîäíàÿ êðèâàÿ,

ò. å. ÷òî ëèíåéíàÿ, èëè ïîãîííàÿ, ïëîòíîñòü ρ êðèâîé ïîñòîÿí-

íà; ïóñòü ρ = 1 . Âîçüìåì êàêîå-íèáóäü ðàçáèåíèå êðèâîé Γ íà

÷àñòè Γk , sk−1 ≤ s ≤ sk . Âûáåðåì ïî òî÷êå ξk ∈ [sk−1, sk] è

ïîëîæèì xk = x(ξk) , yk = y(ξk) . Âåëè÷èíà yk∆sk íàçûâàåòñÿ

ýëåìåíòàðíûì ñòàòè÷åñêèì ìîìåíòîì ÷àñòè Γk êðèâîé Γ îòíîñè-

òåëüíî îñè Ox . Ýëåìåíòàðíûé ñòàòè÷åñêèé ìîìåíò ðàâåí ìîìåí-

òó ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìàññû ∆sk ñ îðäèíàòîé yk . Ñóììà âñåõ

ýëåìåíòàðíûõ ìîìåíòîâ

n
∑

k=1

yk∆sk èìååò ïðåäåë Mx(Γ) , êîòîðûé

íàçûâàåòñÿ ñòàòè÷åñêèì ìîìåíòîì êðèâîé Γ îòíîñèòåëüíî îñè

Ox ,

Mx(Γ) =

b
∫

a

yds .

Àíàëîãè÷íî

My(Γ) =

b
∫

a

xds

íàçûâàåòñÿ ñòàòè÷åñêèì ìîìåíòîì êðèâîé Γ îòíîñèòåëüíî îñè

Oy .
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Äëÿ êðèâîé, ÿâëÿþùåéñÿ ãðà�èêîì �óíêöèè y = f(x) , ïîëó÷èì

Mx(Γ) =

b
∫

a

yds =

b
∫

a

y
√

1 + y′2dx ,

My(Γ) =

b
∫

a

xds =

b
∫

a

x
√

1 + y′2dx .

46.5. Öåíòð òÿæåñòè ìàòåðèàëüíîé êðèâîé

Îïðåäåëåíèå. Öåíòð òÿæåñòè ìàòåðèàëüíîé êðèâîé � òàêàÿ

òî÷êà P (ξ, η) , ÷òî åñëè â íåé ñîñðåäîòî÷èòü âñþ ìàññó êðèâîé, òî

ñòàòè÷åñêèå ìîìåíòû ýòîé òî÷êè îòíîñèòåëüíî êàæäîé îñè áóäóò

òàêèìè æå, êàê ó êðèâîé.

Òàêèì îáðàçîì, Mx = mη =
b
∫

a

yds , My = mξ =
b
∫

a

xds , îòêóäà

íàõîäèì êîîðäèíàòû öåíòðà òÿæåñòè

η =

b
∫

a

yds

m
, ξ =

b
∫

a

xds

m
.

Â ñëó÷àå îäíîðîäíîé êðèâîé ñ ïëîòíîñòüþ ρ = 1 ìàññà êðèâîé

âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå m =
b
∫

a

ds .
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×àñòü IV

ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÎÅ

ÈÑ×ÈÑËÅÍÈÅ

ÔÓÍÊÖÈÉ

ÌÍÎ�ÈÕ

ÏÅ�ÅÌÅÍÍÛÕ
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�ëàâà 11

Ôóíêöèè ìíîãèõ

ïåðåìåííûõ

� 47. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî

Îñíîâíûì ïîíÿòèåì ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå

ðàññòîÿíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ ïðîèç-

âîëüíîå ìíîæåñòâî, â êîòîðîì îïðåäåëåíî ðàññòîÿíèå.

Áóäåì îáîçíà÷àòü ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî R = {M,ρ} , ãäå
M � ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, èëè òî÷åê, ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà;

ρ = ρ(x, y) � ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè x è y.

Ïóñòü (x, y) � óïîðÿäî÷åííûå ïàðû òî÷åê ìíîæåñòâà M . Ïîñòàâèì

â ñîîòâåòñòâèå ïàðàì (x, y) ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè x è y :

(x, y)
ρ−→ R+ .

�àññòîÿíèå � �óíêöèîíàë, èëè ÷èñëîâàÿ �óíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ

äëÿ âñåâîçìîæíûõ ïàð òî÷åê èç M , êîòîðàÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè

ñâîéñòâàìè: äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x, y, z ∈M

1) ρ(x, y) ≥ 0 ;

2) ρ(x, y) = 0 ⇔ x = y ;

3) ρ(x, y) = ρ(y, x) (ñèììåòðè÷íîñòü);

4) ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z) (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà).
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Ïðèìåðû. 1) Î÷åâèäíî, ÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ E1 = R , íà êîòîðîé

ââåäåíî ðàññòîÿíèå ρ(x, y) = |x− y| , ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðî-

ñòðàíñòâîì.

2) Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî E � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, â êî-

òîðîì çàäàíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (x, y) , ïðè÷åì ñîîòâåòñòâóþ-

ùàÿ êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà (x, x) ïîëîæèòåëüíà. Â åâêëèäîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå åñòü íåéòðàëüíûé ýëåìåíò θ . Ýòî òàêîé ýëåìåíò, ÷òî

x+ θ = x äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ E .

Ïóñòü ‖x‖ =
√

(x, x) ≥ 0 � íîðìà ýëåìåíòà â åâêëèäîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå. Ââåäåì

ρ(x, y) = ‖x− y‖

� åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè x è y . Òîãäà åâêëèäîâî

ïðîñòðàíñòâî ïðåâðàùàåòñÿ â ìåòðè÷åñêîå. Àêñèîìû 1), 2), 3), î÷å-

âèäíî, âûïîëíÿþòñÿ.

Íåðàâåíñòâî Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî. Äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x

è y åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà E èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî Êîøè �

Áóíÿêîâñêîãî

|(x, y)| ≤ ‖x‖ · ‖y‖ ,

èëè

|(x, y)| ≤
√

(x, x) (y, y) ,

èëè

(x, y)2 ≤ (x, x) (y, y) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà z èç åâêëèäîâà

ïðîñòðàíñòâà (z, z) ≥ 0 . Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ÷èñåë

α, β

(αx+ βy, αx + βy) ≥ 0,

îòêóäà

α2 (x, x) + 2αβ (x, y) + β2 (y, y) ≥ 0 .

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ÷èñåë

α, β , åñëè äèñêðèìèíàíò (x, y)
2 − (x, x) (y, y) ≤ 0 , îòêóäà

(x, y)
2 ≤ (x, x) (y, y) . ◮
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3) Åñëè x = (a1, ..., an) , y = (b1, ..., bn) � âåêòîðû èç En , òî
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé

(x, y) = a1b1 + ...+ anbn .

Òîãäà ‖x‖ =
{
∑n

k=1 a
2
k

}
1
2
è

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

k=1

akbk

∣

∣

∣

∣

∣

≤

√

√

√

√

n
∑

k=1

a2k ·
n
∑

k=1

b2k

� íåðàâåíñòâî Êîøè.

4) Â ïðîñòðàíñòâå �óíêöèé x = x(t) ∈ C [0, 1] ñêàëÿðíîå ïðî-
èçâåäåíèå çàäàäèì �îðìóëîé

(x, y) =

1
∫

0

x(t)y(t)dt .

Òîãäà

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
∫

0

x(t)y(t)dt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤

√

√

√

√

√

1
∫

0

x2(t)dt ·
1

∫

0

y2(t)dt

� íåðàâåíñòâî Áóíÿêîâñêîãî.

Âîçüìåì n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [0, 1]
�óíêöèé x1(t), x2(t), ..., xn(t) . Íàòÿíóòîå íà íèõ ëèíåéíîå ïðîñòðàí-
ñòâî áóäåò n-ìåðíûì åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Çàìå÷àíèå. Ââåäåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â âåùåñòâåííîì

ëèíåéíîì (âåêòîðíîì) ïðîñòðàíñòâå ïîçâîëÿåò ââåñòè ìíîãî ãåîìå-

òðè÷åñêèõ ïîíÿòèé. Íàïðèìåð, åñëè (x, y) = 0 , òî ýëåìåíòû x è y

íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè: x⊥y .
Èç íåðàâåíñòâà Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî

−1 ≤ (x, y)

‖x‖ · ‖y‖ ≤ 1 .
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Îïðåäåëèì

cosϕ =
(x, y)

‖x‖ · ‖y‖ .

Òîãäà óãîë ϕ ( 0 ≤ ϕ ≤ π ) ìåæäó äâóìÿ âåêòîðàìè x è y îïðåäå-

ëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.

Òàêèì îáðàçîì, åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî � ýòî òàêîå ëèíåéíîå ïðî-

ñòðàíñòâî, â êîòîðîì ìîæåò áûòü ââåäåíî ïîíÿòèå óãëà ìåæäó âåê-

òîðàìè.

Íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî. Äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ x è y åâêëè-

äîâà ïðîñòðàíñòâà E âåðíî íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî

‖x+ y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖ .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó áèëèíåéíîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèç-

âåäåíèÿ è íåðàâåíñòâà Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî

‖x+ y‖2 = (x+ y, x+ y) = (x, x) + 2 (x, y) + (y, y) =

= ‖x‖2 +2 (x, y) + ‖y‖2 ≤ ‖x‖+2 ‖x‖ · ‖y‖+ ‖y‖2 = (‖x‖+ ‖y‖)2 .

Îòñþäà ïîëó÷àåì ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ . ◮

Ïðèìåðû. Äëÿ âåêòîðîâ x = (a1, ..., an) , y = (b1, ..., bn) èç En

íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî èìååò âèä

√

√

√

√

n
∑

k=1

(ak + bk)
2 ≤

√

√

√

√

n
∑

k=1

a2k +

√

√

√

√

n
∑

k=1

b2k .

Äëÿ èíòåãðàëîâ

√

√

√

√

√

1
∫

0

{x(t) + y(t)}2 dt ≤

√

√

√

√

√

1
∫

0

x2(t)dt+

√

√

√

√

√

1
∫

0

y2(t)dt .

Äîêàæåì, ÷òî ðàññòîÿíèå â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå óäîâëåòâîðÿ-

åò íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà (4-îå ñâîéñòâî). ∀x, y, z ∈ E ïîëîæèì

x − y = a , y − z = b . Òîãäà x − z = a + b è ïî íåðàâåíñòâó Ìèí-

êîâñêîãî

‖a+ b‖ ≤ ‖a‖+ ‖b‖
è ñâîéñòâî 4) ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ äîêàçàíî.

215



Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà. Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì ââåäåíî ðàññòîÿíèå

ρ(x, y) = ‖x− y‖ , ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Çàìå÷àíèå. Â îäíîì è òîì æå âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî

ââåñòè ðàçíûå ðàññòîÿíèÿ. Òàê, äëÿ ýëåìåíòîâ x = (a1, ..., an) ,
y = (b1, ..., bn) èç ìíîæåñòâà

X = {x : (a1, a2, ..., an)}
ðàññòîÿíèå

ρ (x, y) =

√

√

√

√

n
∑

k=1

(ak − bk)2 ,

óäîâëåòâîðÿåò âñåì àêñèîìàì ðàññòîÿíèÿ â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàí-

ñòâå. Òàê ìû ïîëó÷èì ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî R = {X, ρ} . Íî
åñëè ââåäåì ðàññòîÿíèå ïî �îðìóëå

ρ1(x, y) =

n
∑

k=1

|ak − bk| ,

òî ýòî ðàññòîÿíèå òîæå óäîâëåòâîðÿåò âñåì àêñèîìàì, è ìû ïîëó-

÷èì äðóãîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî R1 = {X, ρ1} .
Çàìå÷àíèå. Åñëè {X, ρ} � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è Y ⊂ X , òî

{Y, ρ} àâòîìàòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì. Íà-

ïðèìåð, åñëè ïîëîæèì äëÿ ýëåìåíòîâ èç X = {x : (a1, a2, ..., an)}
an = 0 , òî ïîëó÷èì ïîäïðîñòðàíñòâî Y ïðîñòðàíñòâà X . Ïðè ýòîì

ðàññòîÿíèå ìåæäó ýëåìåíòàìè èç ïîäïðîñòðàíñòâà Y èíäóöèðóåòñÿ

ðàññòîÿíèåì â ïðîñòðàíñòâå {X, ρ} . Ïîëó÷èì ñóæåíèå ìåòðè÷åñêî-

ãî ïðîñòðàíñòâà {X, ρ} íà ïîäïðîñòðàíñòâî {Y, ρ} .

� 48. Ìíîæåñòâà â ìåòðè÷åñêèõ

ïðîñòðàíñòâàõ

�åêîìåíäîâàííàÿ ëèòåðàòóðà [9℄.

48.1. Îêðåñòíîñòü òî÷êè

â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå

Ïóñòü R = {X, ρ} � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ îïðåäåëåííûì íà

ìíîæåñòâå X ðàññòîÿíèåì ρ . Ïóñòü a ∈ X . Çàäàäèì ε > 0 .
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Îïðåäåëåíèå. ε -îêðåñòíîñòüþ Oε(a) òî÷êè a íàçûâàåòñÿ ìíî-

æåñòâî âñåõ òî÷åê x òàêèõ, ÷òî ρ (x, a) < ε .
Òàêèì îáðàçîì, Oε(a) = {x ∈ X : ρ(x, a) < ε} . Åñëè O(a) �

îêðåñòíîñòü òî÷êè a , òî ∃ ε > 0 O(a) = Oε(a) .
Ìíîæåñòâî òî÷åê, ñîñòàâëÿþùèõ ε -îêðåñòíîñòü òî÷êè a íàçûâàåò-
ñÿ øàðîì ðàäèóñà ε ñ öåíòðîì â òî÷êå a .
Ïðèìåð. Â ïðîñòðàíñòâå E2

ðàññìîòðèì ðàññòîÿíèå (ðèñ. 11.1)

ρ (a, b) =

√

(a1 − b1)
2
+ (a2 − b2)

2
.

Åñëè ââåäåì ðàññòîÿíèå ρ1 (a, b) = |a1 − b1| + |a2 − b2| , òî îêðåñò-
íîñòü èçìåíèòñÿ (ðèñ. 11.2). Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìåíÿåòñÿ ïðî-

ñòðàíñòâî, òî ìåíÿåòñÿ è îêðåñòíîñòü.

a

ε

�èñ. 11.1. Îêðåñòíîñòü â ïðîñòðàíñòâå E2
ñ ðàññòîÿíèåì

ρ (a, b) =

√

(a1 − b1)
2 + (a2 − b2)

2
.

a

�èñ. 11.2. Îêðåñòíîñòü â ïðîñòðàíñòâå E2
ñ ðàññòîÿíèåì

ρ (a, b) = |a1 − b1|+ |a2 − b2| .
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Ïðèìåð. Íà ìíîæåñòâå X = N ðàññìîòðèì ìåòðè÷åñêîå ïðî-

ñòðàíñòâî ñ îáû÷íûì ðàññòîÿíèåì ρ(x, y) = |x− y| . Çäåñü ìíîæå-
ñòâî {2, 3} íå áóäåò îêðåñòíîñòüþ, òàê êàê íåò òî÷êè èç X, ÿâëÿ-

þùåéñÿ öåíòðîì îêðåñòíîñòè. Âñåãäà öåíòð îêðåñòíîñòè äîëæåí

ïðèíàäëåæàòü ìíîæåñòâó X ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà. Â ýòîì ìåò-

ðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ïðè ε ≤ 1 îêðåñòíîñòüþ òî÷êè ÿâëÿåòñÿ

ñàìà òî÷êà; åñëè 1 < ε ≤ 2 , òî îêðåñòíîñòü òî÷êè ñîñòîèò èç ñàìîé
òî÷êè è äâóõ ñîñåäíèõ òî÷åê.

Çàìå÷àíèå. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íå îáÿçàòåëüíî ëèíåéíîå.

Ýòî ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ñ ââåäåííûì íà íåì ðàññòîÿíèåì. Â ìåò-

ðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ñêëàäûâàòü ýëåìåíòû è óìíîæàòü íà ÷èñëà,

âîîáùå ãîâîðÿ, íåëüçÿ.

Â ëþáîì íåïóñòîì ìíîæåñòâå ìîæíî òàê ââåñòè ðàññòîÿíèå, ÷òî

ìíîæåñòâî áóäåò ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Ïðèìåð. Ïóñòü X 6= ∅ . Äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x, y ∈ X îïðåäå-

ëèì ðàññòîÿíèå ρ0(x, y) =

{

1 , x 6= y
0 , x = y

.

Ïóñòü R = {X, ρ} � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è M ⊂ X . Ñëå-

äóþùèå ïîíÿòèÿ, êîòîðûå ðàíåå îïðåäåëÿëèñü ïîñðåäñòâîì îêðåñò-

íîñòåé, ïåðåíîñÿòñÿ íà ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà àâòîìàòè÷åñêè.

1. Òî÷êà a� âíóòðåííÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà M , åñëè ∃O(a)
O(a) ⊂M ;

Ïðèìåð. Ïóñòü M = X = N è ρ(x, y) = |x− y| . Âñÿêàÿ òî÷-

êà ìíîæåñòâà M ÿâëÿåòñÿ åãî âíóòðåííåé òî÷êîé. Äåéñòâèòåëüíî,

O 1
2
(a) = a ∈ N .

2. Òî÷êà a , a ∈ X , � âíåøíÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà M , åñëè

∃ O(a) O(a)
⋂

M = ∅ ;

3. Òî÷êà a , a ∈ X , � ãðàíè÷íàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà M , åñëè

∀O(a) ∃x ∈M
⋂

O(a) ∃ x̄ ∈ (CM)
⋂

O(a) ;
4. Òî÷êà a , a ∈ X , � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà M , åñëè

∀O(a) ∃ b ∈ M , b 6= a , b ∈ O(a) ; ò. å. a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà

ìíîæåñòâà M , åñëè ∀O(a) O(a)
⋂

(M\a) 6= ∅ .

5. Òî÷êà a , a ∈M , � èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà M , åñëè

∃ O(a) O(a)
⋂

M = {a} .
Ñîîòâåòñòâåííî îïðåäåëÿþòñÿ

o

M � âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà M � ìíîæåñòâî âíóòðåííèõ

òî÷åê ìíîæåñòâà M ;

Me � âíåøíîñòü ìíîæåñòâà M � ìíîæåñòâî âíåøíèõ òî÷åê

ìíîæåñòâà M ;
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∂M � ãðàíèöà ìíîæåñòâà M � ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ òî÷åê

ìíîæåñòâà M ; ∂M = ∂ (CM) .

Îïðåäåëåíèå.Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè âñÿêàÿ åãî

òî÷êà ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé ìíîæåñòâà. Ìíîæåñòâî M îò-

êðûòî, åñëè M =
o

M .

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè îíî ñî-

äåðæèò âñå ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè.

2 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 13

(29.03.68)

Ïóñòü äàíî ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî R = {X, ρ} è ìíîæåñòâî

M ⊂ X .

Îïðåäåëåíèå. Ïðîèçâîäíîå ìíîæåñòâî M ′
� ìíîæåñòâî âñåõ

ïðåäåëüíûõ òî÷åê ìíîæåñòâà M .

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî M , M ⊂ X , íàçûâàåòñÿ âñþäó ïëîò-

íûì â X , åñëè âñÿêàÿ òî÷êà x ∈ X èëè ïðèíàäëåæèò M èëè

ÿâëÿåòñÿ äëÿ M ïðåäåëüíîé, ò. å. X =M
⋃

M ′
.

Ìîùíîñòü âñþäó ïëîòíûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé

ìàññèâíîñòè ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè äëÿ X ñóùåñòâóåò âñþäó ïëîòíîå â X ñ÷åòíîå

ìíîæåñòâî M , òî ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî R íàçûâàåòñÿ ñåïàðà-

áåëüíûì.

Ïðèìåð. ×èñëîâàÿ ïðÿìàÿ � ñåïàðàáåëüíîå ïðîñòðàíñòâî. Ìíîæå-

ñòâî ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê åñòü âñþäó ïëîòíîå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî íà

÷èñëîâîé ïðÿìîé.

48.2. Îòêðûòûå è çàìêíóòûå ìíîæåñòâà

â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå

Òåîðåìà. Âñÿêàÿ îêðåñòíîñòü åñòü îòêðûòîå ìíîæåñòâî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü R = {X, ρ} � ìåòðè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî, a ∈ X è M = O(a) � íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè

a . Òîãäà ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî M ñîñòîèò èç òåõ è òîëüêî

òåõ òî÷åê x , äëÿ êîòîðûõ ρ (x, a) < ε . Ïóñòü b ∈ M (ðèñ. 11.3),

òîãäà ρ (a, b) = ε1 < ε . Çàäàäèì η > 0 òàêîå, ÷òî 0 < η < ε − ε1 ,
è ðàññìîòðèì îêðåñòíîñòü Oη(b) . Ýòîé îêðåñòíîñòè ïðèíàäëåæàò
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âñå òî÷êè y òàêèå, ÷òî ρ (y, b) < η . Ïîêàæåì, ÷òî Oη(b) ⊂ O(a) .
Çà�èêñèðóåì òî÷êó y ∈ Oη(b) . Òîãäà ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà

ρ (a, y) ≤ ρ(a, b) + ρ(b, y) < ε1 + η < ε .

Çíà÷èò y ∈ O(a) äëÿ ëþáîé òî÷êè y ∈ Oη(b) è, ñëåäîâàòåëüíî,

Oη(b) ⊂ O(a) . ◮

a

b

�èñ. 11.3. Îêðåñòíîñòü � îòêðûòîå ìíîæåñòâî.

Óïðàæíåíèå. Ïóñòü R = {X, ρ} � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è

ìíîæåñòâî M ⊂ X . Äîêàçàòü, ÷òî ãðàíèöà ∂M � çàìêíóòîå ìíî-

æåñòâî.

Òåîðåìà (î äîïîëíåíèè ê çàìêíóòîìó ìíîæåñòâó). Äëÿ òî-

ãî, ÷òîáû ìíîæåñòâî M áûëî çàìêíóòûì, íåîáõîäèìî è äîñòà-

òî÷íî, ÷òîáû åãî äîïîëíåíèå CM = X\M áûëî îòêðûòûì.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü. ÏóñòüM çàìêíóòî.

Äîêàæåì, ÷òî CM îòêðûòî. Ïóñòü y ∈ CM . Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî

ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü O(y) òàêàÿ, ÷òî O(y) ⊂ CM . Äîïóñòèì

ïðîòèâíîå. Òîãäà ∀O(y) ∃x ∈ O(y) x ∈ M , x 6= y . Çíà÷èò y

� ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà M , îíà ïðèíàäëåæèò M â ñèëó

çàìêíóòîñòè. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Äîêàæåì, ÷òî åñëè CM îòêðûòî, òî

M çàìêíóòî. Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè y ∈ M ′
(ò. å. åñëè ∀O(y)

∃x ∈M
⋂

O(y) , x 6= y ), òî y ∈M .

Äîïóñòèì, ÷òî ýòî íåâåðíî, ò. å. ∃O(y) ⊂ CM . Íî òîãäà y íå ÿâëÿ-

åòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé äëÿ M . Ïðîòèâîðå÷èå. ◮
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48.3. Îáúåäèíåíèå è ïåðåñå÷åíèå îòêðûòûõ

è çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ

Ïóñòü {Fα} ( α ∈ A ) � ñèñòåìà çàìêíóòûõ (èëè îòêðûòûõ) ìíî-

æåñòâ. Îáúåäèíåíèå çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ ìîæåò áûòü íåçàìêíóòî.

Ïåðåñå÷åíèå îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ìîæåò íå áûòü îòêðûòî.

Òåîðåìà. Ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ÷èñëà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ � çàì-

êíóòîå ìíîæåñòâî. Îáúåäèíåíèå ëþáîãî ÷èñëà îòêðûòûõ ìíî-

æåñòâ � îòêðûòîå ìíîæåñòâî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü äàíà ñèñòåìà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ

{Gα} ( α ∈ A ) è x ∈ G =
⋃

α

Gα . Òîãäà ñóùåñòâóåò α òàêîå, ÷òî

x ∈ Gα . Ïî óñëîâèþ Gα � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, çíà÷èò ∃O(x)
O(x) ⊂ Gα , íî òîãäà è O(x) ⊂ ⋃

α

Gα = G .

Åñëè Fα � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, òî CFα � îòêðûòîå. Äëÿ äî-

êàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ äëÿ ïåðåñå÷åíèÿ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ

äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ìíîæåñòâà CFα è ïðèìåíèòü äîêàçàííîå

óòâåðæäåíèå äëÿ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ. ◮

Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà. Îáúåäèíåíèå F äâóõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ F1 è F2

� çàìêíóòîå ìíîæåñòâî. Ïåðåñå÷åíèå G äâóõ îòêðûòûõ ìíî-

æåñòâ G1 è G2 � îòêðûòîå ìíîæåñòâî.

Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü ýòó òåîðåìó (ðèñ. 11.4).

p
G1

G2

�èñ. 11.4. Ïåðåñå÷åíèå äâóõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ îòêðûòî.
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� 49. Îòîáðàæåíèå ìåòðè÷åñêèõ

ïðîñòðàíñòâ

Ïóñòü R = {X, ρ} è R1 = {X1, ρ1} � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà.

Ïóñòü íà ìíîæåñòâå M ⊂ X çàäàíî îòîáðàæåíèå â X1 , ò. å. ëþáî-

ìó x ∈M ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíò y ∈ X1 :

x ∈M, x
f−→ y ∈ X1 .

Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî çàäàíî îòîáðàæåíèå ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

Íà ýòè îòîáðàæåíèÿ ìîæíî ïåðåíåñòè ïîíÿòèå ïðåäåëà.

49.1. Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ïóñòü R = {X, ρ} � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è çàäàíà ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü pn ∈ X ( n = 1, 2, ... ) òî÷åê èç ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèå. �îâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {pn} ìåò-

ðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ñõîäèòñÿ ê òî÷êå p ∈ X : pn → p ïðè

n→ ∞ , åñëè ρ(pn, p) → 0 ( n→ ∞ ).

Òàêèì îáðàçîì, pn → p ïðè n → ∞ , åñëè ∀ ε > 0 ∃N
∀n ≥ N ρ(pn, p) < ε .

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî M ⊂ X íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñ-

ëè ñóùåñòâóþò òàêîå ÷èñëî K > 0 è òàêîé ýëåìåíò a ∈ X , ÷òî

∀x ∈ M ρ (x, a) ≤ K . Èëè ∀a ∈ X ∃K = K(a) ∀x ∈ M
ρ (x, a) ≤ K .

Êàê è äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ äîêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåð-

æäåíèÿ.

1. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ, òî îíà îãðàíè÷åíà.

2. Åñëè ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñóùåñòâóåò, òî îí åäèíñòâå-

íåí.

3. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê òî÷êå, òî è ëþáàÿ åå ïîä-

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê ýòîé òî÷êå.

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü pn ∈ X ( n = 1, 2, ... ) íàçûâà-
åòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâó-

åò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî N, ÷òî äëÿ ëþáûõ íîìåðîâ n,m ≥ N
ρ(pn, pm) < ε .

Ïðèìåð. Ïóñòü X =
{

1
n

}

( n = 1, 2, ... ); pn = 1
n

( n = 1, 2, ... ) �
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè. Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå ñõîäèòñÿ íè
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ê êàêîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà (ñõîäèòñÿ ê òî÷êå 0 , íî 0 â ïðîñòðàí-

ñòâî X íå âõîäèò). Â ïîïîëíåííîì ïðîñòðàíñòâå X1 =
{

1
n
, 0
}

ýòà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè â ïðîñòðàíñòâå âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Êîøè ñõîäèòñÿ, òî ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå îíî íàçûâàåòñÿ íåïîëíûì.

Âñÿêîå íåïîëíîå ïðîñòðàíñòâî ìîæíî ïîïîëíèòü.

�àññìîòðèì n-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî En . Âûÿñíèì,

êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü pk = (a
(k)
1 , a

(k)
2 , ..., a

(k)
n ) ýëåìåíòîâ èç En

( k = 1, 2, ... ) ñõîäèòñÿ.

Òåîðåìà. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü pk = (a
(k)
1 , a

(k)
2 , ..., a

(k)
n ) ∈ En ñõî-

äèòñÿ ê òî÷êå p = (a1, a2, ..., an) ïðè k → ∞ òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà èìååò ìåñòî ïîêîîðäèíàòíàÿ ñõîäèìîñòü, ò.å. êîãäà

lim
k→∞

a
(k)
i = ai ( i = 1, 2, ..., n ).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü. Ïóñòü pk → p
ïðè k → ∞ . Òîãäà äëÿ ëþáîãî i = 1, 2, ..., n

∣

∣

∣a
(k)
i − ai

∣

∣

∣ ≤ ρ(pk, p) =

√

(

a
(k)
1 − a1

)2

+ ...+
(

a
(k)
n − an

)2

.

Çíà÷èò, a
(k)
i → ai ( k → ∞ ) äëÿ ëþáîãî i = 1, 2, ..., n .

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü lim
k→∞

a
(k)
i = ai ( i = 1, 2, ..., n ). Çà-

äàäèì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 è íàéäåì òàêîé íîìåð K , ÷òî ∀k ≥ K
∣

∣

∣a
(k)
i − ai

∣

∣

∣ < ε/
√
n äëÿ ∀ i = 1, 2, ..., n (èùåì Ki äëÿ êàæäîãî i , à

çàòåì âûáèðàåì K = max
i=1,...,n

Ki ). Òîãäà ∀k ≥ K

ρ(pk, p) =

√

√

√

√

n
∑

k=1

(

a
(k)
i − ai

)2

≤ max
i=1,...,n

∣

∣

∣a
(k)
i − ai

∣

∣

∣ ·
√
n < ε .

Çíà÷èò, pk → p ïðè k → ∞ . ◮

Òåîðåìà. Ïðîñòðàíñòâî En ïîëíî. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ñõîäèëàñü, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà áûëà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü. Ïóñòü pk → p ïðè

k → ∞ . Òîãäà ∀ ε > 0 ∃K ∀ k, l ≥ K ρ(pk, p) < ε è ρ(pl, p) < ε .
Îòñþäà

ρ(pk, pl) ≤ ρ (pk, p) + ρ (pl, p) < 2ε ,
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ò. å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {pk} ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êî-

øè.

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü pk ∈ En ( k = 1, 2, ... ) åñòü ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü Êîøè. Òîãäà, òàê êàê

∣

∣

∣a
(k)
i − a

(l)
i

∣

∣

∣ ≤ ρ(pk, pl) (i = 1, 2, ..., n) ,

òî ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{

a
(k)
i

}

( i = 1, 2, ..., n ) åñòü ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü Êîøè. Íî òîãäà îíà ñõîäèòñÿ

{

a
(k)
i

}

→ ai ( k → ∞ ).

�àññìîòðèì òî÷êó p = (a1, a2, ..., an) ∈ En . Â ñèëó ïðåäûäóùåé

òåîðåìû pk → p ïðè k → ∞ . ◮

49.2. Ïðåäåë îòîáðàæåíèÿ

Ïóñòü R = {X, ρ} è R1 = {X1, ρ1} � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà è

M ⊂ X . Ïóñòü íà ìíîæåñòâåM çàäàíî îòîáðàæåíèå f : M → X1 .

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü a ∈ M ′
. Òîãäà â êàæäîé îêðåñòíîñòè

òî÷êè a ñîäåðæèòñÿ áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê èç M .

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü O(a) ñîäåðæèò òîëüêî
êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê èç M : x1, ..., xm , òî äëÿ

ε = min {ρ(a, x1), ..., ρ(a, xm)} > 0

îêðåñòíîñòü Oε(a) íå áóäåò ñîäåðæàòü òî÷åê èç M , îòëè÷íûõ îò

a . Ïðîòèâîðå÷èå. ◮

Ïóñòü a ∈M ′
, a1 ∈ X1 .

Îïðåäåëåíèå. �îâîðÿò, ÷òî ýëåìåíò a1 ∈ X1 åñòü ïðåäåë îòî-

áðàæåíèÿ f , lim
x→a

f(x) = a1 , åñëè ∀O(a1) ∃O(a) ∀x ∈ M ,

x ∈ O(a)\a , f(x) ∈ O(a1) .

Òî÷íî òàê æå, êàê è äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ, äîêàçûâàåòñÿ òåî-

ðåìà îá ýêâèâàëåíòíîñòè ïðåäåëîâ ïî Êîøè è ïî �åéíå.

Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü òåîðåìó îá ýêâèâàëåíòíîñòè ïðåäåëîâ ïî

Êîøè è ïî �åéíå â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (ñì. [9℄ ñ. 94).

Çàìå÷àíèå. Ïðåäåë âåêòîð-�óíêöèè. Åñëè R1 = En , òî îòî-
áðàæåíèå f � âåêòîð-�óíêöèÿ f(x) = {f1(x), ..., fn(x)} , ãäå êîìïî-
íåíòû f1(x), ..., fn(x) � äåéñòâèòåëüíûå �óíêöèè, îïðåäåëåííûå â

224



X . Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàë ïðåäåë lim
x→a

f(x) ,

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëè ïðåäåëû

lim
x→a

fk(x) (k = 1, 2, ..., n) .

Òàêèì îáðàçîì, èçó÷åíèå ñâîéñòâ âåêòîð-�óíêöèè ñâîäèòñÿ ê èçó-

÷åíèþ ñâîéñòâ ñêàëÿðíûõ �óíêöèé.

2 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 14

(02.04.68)

Ïóñòü R = {X, ρ} , íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî Y ⊂ X , R1 = {Y, ρ} .
Ïóñòü M ⊂ Y ⊂ X . Åñëè íà M çàäàíà �óíêöèÿ f(x) , òî ìîæíî
ãîâîðèòü î ïðåäåëå f(x) ïðè x → a . Çäåñü òî÷êà a ∈ M ′(R1) è

a ∈M ′(R) (a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà â ïðîñòðàíñòâå R1 è ïðåäåëüíàÿ

òî÷êà â îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå R).

Ïðèìåð. �àññìîòðèì ìíîæåñòâà X =
{

1
n
, 0
}

è Y =
{

1
n

}

. Ïóñòü

M = Y . Åñëè �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà M , òî ïðè x → 0 â

R1 = {Y, ρ} íåëüçÿ ãîâîðèòü î ïðåäåëå �óíêöèè, òàê êàê {0} /∈M .

Òàê êàê {0} ∈ X , òî â R = {X, ρ} ìîæíî ãîâîðèòü î ïðåäåëå �óíê-

öèè. M çàìêíóòî â R1 , à ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê M ′
Y ïóñòî.

Òàê êàê M ′
X = {0} , à {0} /∈M , òî M íåçàìêíóòî â R = {X, ρ} .

Ïðèìåð. �àññìîòðèì îäíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî E1 = {R, ρ} è

äâóìåðíîå ïðîñòðàíñòâî E2 =
{

R2, ρ
}

, E1 ⊂ E2
. Ïóñòü M = R .

Òîãäà ìíîæåñòâî M îòêðûòî â E1
è íå ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì â E2

(ðèñ. 11.5).

E1

E2

�èñ. 11.5. Ìíîæåñòâî M = R îòêðûòî â E1
, íî íå îòêðûòî â E2

.

Òàêèì îáðàçîì, ïîíÿòèÿ ïðåäåëà, îòêðûòîãî è çàìêíóòîãî ìíî-

æåñòâ îòíîñèòåëüíû. Îíè çàâèñÿò îò òîãî, â êàêîì ïðîñòðàíñòâå
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ìíîæåñòâî ðàññìàòðèâàåòñÿ.

Ïðèìåð. Åñòü ïðîñòðàíñòâà, ãäå íåò íè îòêðûòûõ, íè çàìêíóòûõ

íåòðèâèàëüíûõ ìíîæåñòâ, èëè âñå ìíîæåñòâà è îòêðûòû è çàì-

êíóòû. Ìíîæåñòâî èç äâóõ òî÷åê íà ðàññòîÿíèè ρ = 1 � ïðèìåð

ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì âñÿêàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ è âíóòðåííåé è èçî-

ëèðîâàííîé è âñå ìíîæåñòâà êîòîðîãî è îòêðûòû è çàìêíóòû

1)
.

Çàìå÷àíèå. Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà S � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî,

â íåì íåò àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðû. Áóäåì "ñïàñàòü àëãåáðó â

îáðàçàõ" (Ñ.Á.Ñ), èìåííî, áóäåì ðàññìàòðèâàòü S = En � ìåòðè-

÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì åñòü àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà è

áóäåì ðàññìàòðèâàòü �óíêöèè R
f−→ En . Â ýòîì ñëó÷àå ìîæåì ãî-

âîðèòü î ïðåäåëå ñóììû, ðàçíîñòè è ïðîèçâåäåíèÿ. Äîêàçàòåëüñòâî

ñîîòâåòñòâóþùèõ òåîðåì ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî êàê è â äåéñòâè-

òåëüíîì îäíîìåðíîì ñëó÷àå.

Åñëè äëÿ �óíêöèé f è g îïðåäåëåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

(f, g) , òî èìååò ìåñòî

Òåîðåìà. Åñëè �óíêöèè ñî çíà÷åíèÿìè â åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå èìåþò ïðåäåëû â òî÷êå a , òî è èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

1)
Â ïåðâîé ÷àñòè ïðèìåðà ëåêòîð ïîäðàçóìåâàåò, âèäèìî, òîïîëîãè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî "ñëèïøèõñÿ òî÷åê". Â äàííîì êóðñå ëåêòîðîì òîïîëîãè÷åñêèå

ïðîñòðàíñòâà (ñì., íàïðèìåð, [4℄) íå ðàññìàòðèâàëèñü, íî â ðÿäå ïîñëåäóþùèõ

êóðñîâ ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó, ÷èòàëèñü. Òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà

ÿâëÿþòñÿ çíà÷èòåëüíî áîëåå îáùèìè, ÷åì ìåòðè÷åñêèå. Îòêðûòûå ìíîæåñòâà

â òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ íå îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòðèêè, êàê â

ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ, à ââîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ àêñèîì.

Ïóñòü X � ìíîæåñòâî. Òîïîëîãèåé τ â X íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ñèñòåìà åãî

ïîäìíîæåñòâ, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ ñâîéñòâà

1) ñàìî X è ïóñòîå ìíîæåñòâî ïðèíàäëåæàò τ ;

2) îáúåäèíåíèå ëþáîãî ìíîæåñòâà ïîäìíîæåñòâ ýòîé ñèñòåìû ïðèíàäëåæèò τ ;

3) ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ìíîæåñòâ ýòîé ñèñòåìû ïðèíàäëåæèò

τ .

Ìíîæåñòâà, ïðèíàäëåæàùèå ñèñòåìå τ íàçûâàþòñÿ îòêðûòûìè. Åñëè ìû âîçü-

ìåì ìíîæåñòâî X , òî íàèìåíüøåé â íåì (ãîâîðÿò, "ñàìîé ñëàáîé") áóäåò òî-

ïîëîãèÿ, ñîñòîÿùàÿ èç X è ïóñòîãî ìíîæåñòâà. Äðóãèõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ â

ýòîì ïðîñòðàíñòâå íåò. Ïðîñòðàíñòâî ñ òàêîé òîïîëîãèåé íàçûâàþò ïðîñòðàí-

ñòâîì "ñëèïøèõñÿ òî÷åê". Â ýòîì ïðîñòðàíñòâå íåëüçÿ ââåñòè ìåòðèêó (ñ ñî-

õðàíåíèåì òîïîëîãèè). Âñÿêàÿ äðóãàÿ òîïîëîãèÿ â X ñîäåðæèò ñàìóþ ñëà-

áóþ òîïîëîãèþ â êà÷åñòâå ïîäñèñòåìû. Â ýòîì æå ìíîæåñòâå X ìîæíî ââåñòè

"íàèáîëüøóþ" òîïîëîãèþ ("ñàìóþ ñèëüíóþ"), ñîñòîÿùóþ èç âñåõ ïîäìíîæåñòâ

ìíîæåñòâà X , ýòî äèñêðåòíàÿ òîïîëîãèÿ. Ïðîñòðàíñòâî ñ òàêîé òîïîëîãèåé ÿâ-

ëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì èçîëèðîâàííûõ òî÷åê. Èìåííî ýòó òîïîëîãèþ ïîðîæäàåò

ïðèâåäåííàÿ âî âòîðîé ÷àñòè ïðèìåðà ìåòðèêà (â ÷àñòíîì ñëó÷àå äâóõòî÷å÷-

íîãî ìíîæåñòâà ). (�åä.)
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èìååò ïðåäåë â ýòîé òî÷êå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñëåäóåò èç îãðàíè÷åííîñòè �óíêöèé â

îêðåñòíîñòè òî÷êè a è èç íåðàâåíñòâà Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî

|(f, g)| ≤ ‖f‖ · ‖g‖ .
Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ÷àñòíûé ñëó÷àé R = En ïðè n = 2 .

Èòàê, ïóñòü R = E2
, M ⊂ E2

, z = f(x, y) , z ∈ S , O(x0, y0) ⊂ E2
.

Òîãäà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü �óíêöèþ z = f(x, y) êàê �óíêöèþ

äâóõ ïåðåìåííûõ; ïðè �èêñèðîâàííîì y ìîæíî ðàññìàòðèâàòü �ó-

íêöèþ, êàê �óíêöèþ îò x ; à ïðè �èêñèðîâàííîì x � êàê �óíêöèþ

îò y . Òàêèì îáðàçîì, íàðÿäó ñ ïðåäåëîì �óíêöèè îò äâóõ ïåðå-

ìåííûõ ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü ïðåäåëû �óíêöèè îò îäíîé ïå-

ðåìåííîé ïðè �èêñèðîâàííîé âòîðîé ïåðåìåííîé.

Èòàê, ðàññìîòðèì îáùèé (äâîéíîé) ïðåäåë �óíêöèè â ìåòðè-

÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = lim
x→x0
y→y0

f(x, y) .

Ïðè �èêñèðîâàííîì y ïîëó÷èì �óíêöèþ x
f−→ z ∈ S è ìîæíî

ãîâîðèòü î ïðåäåëå â ñîîòâåòñòâóþùåì îäíîìåðíîì ñëó÷àå:

lim
x→x0

f(x, y) = ϕ(y) .

Àíàëîãè÷íî, ïðè �èêñèðîâàííîì x ïîëó÷èì

lim
y→y0

f(x, y) = ψ(x) .

Åñëè òåïåðü ñóùåñòâóþò ïðåäåëû

lim
y→y0

ϕ(y) = a ∈ S, lim
x→x0

ψ(x) = b ∈ S ,

òî ïîëó÷èì

lim
y→y0

{

lim
x→x0

f(x, y)

}

= lim
y→y0

lim
x→x0

f(x, y),

lim
x→x0

{

lim
y→y0

f(x, y)

}

= lim
x→x0

lim
y→y0

f(x, y) .

Ýòî ïîâòîðíûå ïðåäåëû. Çàìåòèì, ÷òî èç ñóùåñòâîâàíèÿ äâîéíîãî

ïðåäåëà ñóùåñòâîâàíèå ïîâòîðíûõ ïðåäåëîâ íå âûòåêàåò è íàîáî-

ðîò. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïîâòîðíûé ïðåäåë çàâèñèò îò òîãî, â êàêîì

ïîðÿäêå ñîâåðøàåòñÿ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä.
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Ïðèìåð ("øàïêà") (ðèñ. 11.6). à) Ïóñòü z = f(x, y) = x2 + y2 ,
åñëè x è y � ðàöèîíàëüíûå; z = 0 , åñëè õîòÿ áû îäíà èç êîîðäèíàò

� èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà â òî÷êå (0, 0) äâîéíîé ïðåäåë ñóùå-
ñòâóåò, äëÿ ðàöèîíàëüíûõ y �óíêöèÿ lim

x→0
f(x, y) = ϕ(y) íå ñóùå-

ñòâóåò, ñëåäîâàòåëüíî, íå ñóùåñòâóåò è âòîðîé ïîâòîðíûé ïðåäåë

lim
y→0

lim
x→0

f(x, y) . Àíàëîãè÷íî, ïîâòîðíûé ïðåäåë lim
x→0

lim
y→0

f(x, y) íå

ñóùåñòâóåò.

x

z

y

�èñ. 11.6. Ïðèìåð "Øàïêà".

á) Ïóñòü z = f(x, y) = x2 + y2 , åñëè x è y � ðàöèîíàëüíûå èëè

òîëüêî îäíà êîîðäèíàòà èððàöèîíàëüíà; z = 0 , åñëè îáå êîîðäèíà-
òû � èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà. Òîãäà â òî÷êå (0, 0) äâîéíîé ïðåäåë

ñóùåñòâóåò. Íî âíóòðåííèé ïðåäåë lim
x→0

f(x, y) = ϕ(y) íè äëÿ êà-

êîãî y 6= 0 íå ñóùåñòâóåò. Àíàëîãè÷íî, íå ñóùåñòâóåò âíóòðåííèé

ïðåäåë lim
y→y0

f(x, y) = ψ(x) äëÿ x 6= 0 . Ñëåäîâàòåëüíî, è îáà ïî-

âòîðíûõ ïðåäåëà íå ñóùåñòâóþò.

Ïðèìåð ("îòêîñ") (ðèñ. 11.7). Ôóíêöèÿ z = f(x, y) îïðåäåëåíà íà
ìíîæåñòâå {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1} ; ïðè êàæäîì �èêñèðî-
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âàííîì x , 0 < x ≤ 1 , îïðåäåëèì �óíêöèþ (êàê �óíêöèþ òîëüêî

îò y , òàê êàê x �èêñèðîâàíî)

f(x, y) =











0, 0 ≤ y ≤ x
2 ,

1, x ≤ y ≤ 1 ,

ëèíåéíà, x
2 ≤ y ≤ x ,

f(0, 0) = 0 . Òîãäà èìååì ψ(x) = lim
y→0

f(x, y) = 0 äëÿ âñåõ

x 6= 0 , ϕ(y) = lim
x→x0

f(x, y) = 1 äëÿ âñåõ y 6= 0 . Ñîîòâåòñòâåííî,

lim
y→0

lim
x→0

f(x, y) = 1 , lim
x→0

lim
y→0

f(x, y) = 0 . Òàê êàê â ëþáîé âûêîëî-

òîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (0, 0) ñóùåñòâóþò òî÷êè, â êîòîðûõ çíà÷å-

íèÿ �óíêöèè ðàâíû 1, è ñóùåñòâóþò òî÷êè, â êîòîðûõ çíà÷åíèÿ

�óíêöèè ðàâíû 0, òî äâîéíîãî ïðåäåëà �óíêöèè â òî÷êå (0, 0) íå

ñóùåñòâóåò.

x

y

z

0

1

�èñ. 11.7. Ïðèìåð "Îòêîñ".

Ïðèìåð ("ïàëàòêà") (ðèñ. 11.8). Ôóíêöèÿ z = f(x, y) îïðåäåëåíà
íà ìíîæåñòâå {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1} ; ïðè êàæäîì �èêñè-

ðîâàííîì x , 0 < x ≤ 1 , îïðåäåëèì �óíêöèþ (êàê �óíêöèþ òîëüêî
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îò y , òàê êàê x �èêñèðîâàíî)

f(x, y) =











0, 0 ≤ y ≤ x
4 èëè x ≤ y ≤ 1 ,

1, y = x
2 ,

ëèíåéíà, x
4 ≤ y ≤ x

2 èëè

x
2 ≤ y ≤ x ,

f(0, 0) = 0 . Òîãäà îáà ïîâòîðíûõ ïðåäåëà ñóùåñòâóþò è îáðàùà-

þòñÿ â íóëü, à äâîéíîãî ïðåäåëà íåò.

x

y

z

0

1

�èñ. 11.8. Ïðèìåð "Ïàëàòêà".

Òåîðåìà î ïîâòîðíîì ïðåäåëå. Ïóñòü äëÿ (x, y) ∈ O (x0, y0)
çàäàíà �óíêöèÿ z = f(x, y) , z ∈ R . Ïóñòü ñóùåñòâóþò ïðåäå-

ëû lim
x→x0y→y0

f(x, y) = A è lim
x→x0

f(x, y) = ϕ(y) ( y 6= y0 ). Òîãäà

ñóùåñòâóåò lim
y→y0

lim
x→x0

f(x, y) è îí ðàâåí A .

Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ñóùåñòâóåò äâîéíîé ïðåäåë è îäèí èç

âíóòðåííèõ ïðåäåëîâ, òî ñóùåñòâóåò ïîâòîðíûé ïðåäåë, ðàâíûé

äâîéíîìó ïðåäåëó.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î . Òàê êàê ñóùåñòâóåò äâîéíîé ïðåäåë,

òî ýòî çíà÷èò, ÷òî ∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀ p = (x, y) 6= (x0, y0) = p0 ,
ρ(p, p0) < δ , |f(x, y)−A| < ε

2 . Â ýòîì íåðàâåíñòâå ïåðåéäåì ê ïðå-

äåëó ïðè x → x0 . Âîçüìåì y òàêîé, ÷òî |y − y0| < δ . Ïî óñëîâèþ

230



lim
x→x0

f(x, y) = ϕ(y) ñóùåñòâóåò. Ïîýòîìó ìîæåì íàïèñàòü

∣

∣

∣

∣

lim
x→x0

f(x, y)−A

∣

∣

∣

∣

≤ ε

2
< ε ïðè |y − y0| < δ .

Ýòî çíà÷èò, ÷òî |ϕ(y)−A| < ε ïðè 0 < |y − y0| < δ , îòêóäà ïîëó-
÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò lim

y→y0
ϕ(y) = A . ◮

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü ó �óíêöèè z = f(x, y) ñóùåñòâóåò äâîéíîé

ïðåäåë lim
x→x0
y→y0

f(x, y) = A è îáà ïîâòîðíûõ ïðåäåëà. Òîãäà ïîâòîð-

íûå ïðåäåëû ðàâíû:

lim
x→x0

lim
y→y0

f(x, y) = lim
y→y0

lim
x→x0

f(x, y) = A .

� 50. Íåïðåðûâíîñòü

50.1. Íåïðåðûâíîñòü �óíêöèè â òî÷êå

Ïóñòü R = {X, ρX} , S = {Y, ρY } , M ⊂ X è äëÿ ëþáîãî x ∈ M
îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå f(x) = y ∈ Y .

Îïðåäåëåíèå. �îâîðÿò, ÷òî �óíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå

x0 ∈ M (ò. å. f ∈ C(x0) ), åñëè ∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀x ∈ M ,

ρX(x, x0) < δ , ρY (f(x0), f(x)) < ε .
Ïîíÿòèå íåïðåðûâíîñòè íå çàâèñèò îò òîãî, ðàññìàòðèâàåì ëè

ìû åãî â ïðîñòðàíñòâàõ R è S , èëè â áîëåå îáøèðíûõ ìåòðè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâàõ R1 ⊃ R è S1 ⊃ S . Ïîýòîìó ïðè äîêàçàòåëüñòâå

òåîðåìû î íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè â òî÷êå äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü

ñëó÷àé, êîãäà îòîáðàæåíèå f îïðåäåëåíî íà âñåì X .

Ñëåäóþùèå òåîðåìû ïåðåíîñÿòñÿ íà ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà.

Òåîðåìà (ïðåäåëüíîå óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè â

òî÷êå). Äëÿ òîãî, ÷òîáû �óíêöèÿ f(x) áûëà íåïðåðûâíà â òî÷êå

x0 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü îäíî èç ñëåäóþ-

ùèõ óñëîâèé:

1) x0 � èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà M ;

2) lim
x→x0

f(x) = f(x0) .

Òåîðåìà î íåïðåðûâíîñòè ñëîæíîé �óíêöèè â òî÷êå. Ïóñòü

èìåþòñÿ ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà R = {X, ρX} , S = {Y, ρY } ,
T = {Z, ρZ} è íà ìíîæåñòâå M ⊂ X çàäàíî îòîáðàæåíèå

231



f(x) = y ∈ Y . Ïóñòü îáðàç ýòîãî îòîáðàæåíèÿ f (M) ⊂ N ,

ϕ(y) = z ∈ Z (ïðè y ∈ M ), f ∈ C(x0) , y0 = f(x0) , ϕ ∈ C(y0) .
Òîãäà ñëîæíàÿ �óíêöèÿ z = ϕ(f(x)) = F (x) áóäåò íåïðåðûâíîé â

òî÷êå x0 .

50.2. Íåïðåðûâíîñòü �óíêöèè íà ìíîæåñòâå

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâå,

åñëè îíà íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå ýòîãî ìíîæåñòâà.

Ïóñòü R = {X, ρX} è S = {Y, ρY } � äâà ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàí-

ñòâà, y = f(x) ( x ∈ X ) è f ∈ C(X) .

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü V ⊂ Y . Ïîëíûì ïðîîáðàçîì f−1(V ) ìíî-

æåñòâà V ïðè îòîáðàæåíèè f íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê x ∈ X
òàêèõ, ÷òî f(x) ∈ V , ò. å. f−1(V ) = {x ∈ X : f(x) ∈ V } .
Òåîðåìà (êðèòåðèé íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè íà âñåì ïðî-

ñòðàíñòâå). Äëÿ òîãî, ÷òîáû �óíêöèÿ y = f(x) áûëà íåïðåðûâíà
â ïðîñòðàíñòâå X íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî

îòêðûòîãî ìíîæåñòâà V ⊂ Y åãî ïîëíûé ïðîîáðàç f−1(V ) áûë

îòêðûòûì â X .

�èñ. 11.9. Êðèòåðèé íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè: íåîáõîäèìîñòü.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü (ðèñ. 11.9). Ïóñòü

�óíêöèÿ f(x) ∈ C(X) , V � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Y , à f−1(V ) �

åãî ïîëíûé ïðîîáðàç; ïóñòü x0 ∈ f−1(V ) , y0 = f(x0) ∈ V . Òàê êàê

V � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, òî y0 � âíóòðåííÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà V .

Çíà÷èò, ∃ δ > 0 ∀y ∈ Y , ρY (y, y0) < δ , y ∈ V . Â ñèëó íåïðåðûâ-

íîñòè f äëÿ ýòîãî δ ∃ η > 0 ∀x ∈ X , ρX(x, x0) < η , ρY (y, y0) < δ
( y = f(x) , y0 = f(x0) ). Çíà÷èò îáðàç âñåé η -îêðåñòíîñòè òî÷êè x0
âõîäèò â V , ò. å. Oη(x0) ⊂ f−1(V ) , è ìíîæåñòâî f−1(V ) îòêðûòî.
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�èñ. 11.10. Êðèòåðèé íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè: äîñòàòî÷íîñòü.

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü (ðèñ. 11.10). Ïóñòü äàíî, ÷òî äëÿ ëþ-

áîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà V ⊂ Y ìíîæåñòâî f−1(V ) îòêðûòî.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x èç X è ïóñòü y = f(x) . Âîçü-
ìåì V = Oε(y) . Òîãäà f−1(V ) îòêðûòî è ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü

Oδ(x) òàêàÿ, ÷òî Oδ(x) ⊂ f−1(V ) . Ñëåäîâàòåëüíî, f(Oδ(x)) ⊂ V
(ò. å. ∀x′ , ρ (x, x′) < δ , ρ (y, y′) < ε ). Çíà÷èò îòîáðàæåíèå íåïðå-
ðûâíî â òî÷êå x è f ∈ C(X) . ◮

Çàìå÷àíèå. Îáðàç îòêðûòîãî ìíîæåñòâà ïðè íåïðåðûâíîì îòî-

áðàæåíèè íå îáÿçàòåëüíî îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Íàïðèìåð, äëÿ íå-

ïðåðûâíîé �óíêöèè y = sinx îáðàçîì èíòåðâàëà (0, 2π) ÿâëÿåòñÿ

îòðåçîê [−1, 1] � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî.

50.3. Íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ

ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà â åâêëèäîâî

Ïóñòü y = f(x) : X
f−→ En = Y , ò. å. f îòîáðàæàåò ìåòðè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî â åâêëèäîâî. Òàê êàê y = {y1, ..., yn} , òî çíà÷åíèÿ

�óíêöèè ìîãóò áûòü çàäàíû ïîñðåäñòâîì ÷èñåë yk = fk(x) ∈ R
( k = 1, 2, ..., n ). Òàêèì îáðàçîì, ñâîéñòâà �óíêöèè ìîæíî èçó÷àòü

ïî ñâîéñòâàì åå êîìïîíåíò fk .
Òåîðåìà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû �óíêöèÿ y = f(x) áûëà íåïðåðûâíà

íà ìíîæåñòâå X , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû êîìïîíåíòû

fk(x) �óíêöèè f áûëè íåïðåðûâíû íà X .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè òî÷êà x0 � èçîëèðîâàííàÿ, òî

äîêàçûâàòü íå÷åãî, òàê êàê â èçîëèðîâàííîé òî÷êå âñÿêàÿ �óíêöèÿ
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íåïðåðûâíà. Åñëè x0 ∈ X ′
, òî ïî òåîðåìå î ïðåäåëüíîì óñëîâèè

�óíêöèè â òî÷êå (ñ. 231) äëÿ íåïðåðûâíîñòè íåîáõîäèìî è äîñòàòî-

÷íî, ÷òîáû lim
x→x0

f(x) = f(x0) . Òîãäà ïî òåîðåìå î ïðåäåëå îòîáðà-

æåíèÿ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà â åâêëèäîâî, îòîáðàæåíèå áóäåò

íåïðåðûâíûì, åñëè âñå åãî êîìïîíåíòû fk(x) áóäóò íåïðåðûâíû.

◮

Çàìå÷àíèå. Åñëè f, g � íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ, òî ïî ñîîò-

âåòñòâóþùèì òåîðåìàì î ïðåäåëàõ äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ �óíêöèé

f + g , fg è (f, g) � òîæå íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ.

� 51. Êîìïàêòíîñòü

51.1. Îòíîñèòåëüíàÿ êîìïàêòíîñòü

Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è K ⊂ X . Áóäåì ðàññìàòðè-

âàòü îòêðûòûå ïîêðûòèÿ {Vα} ìíîæåñòâà K : K ⊂ ⋃

k=1

{Vα} .
Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî K â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X íà-

çûâàåòñÿ êîìïàêòíûì , åñëè äëÿ ëþáîãî åãî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ

{Vα} íàéäåòñÿ êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå {Vαk
} ( k = 1, ..., n ), ò. å.

K ⊂
n
⋃

k=1

{Vαk
} .

Ëåììà îá îòêðûòûõ ìíîæåñòâàõ. Ïóñòü M ⊂ Y ⊂ X . Äëÿ

òîãî, ÷òîáû M áûëî îòêðûòî îòíîñèòåëüíî Y , íåîáõîäèìî è

äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íàøëîñü òàêîå ìíîæåñòâî G , îòêðûòîå â

X , ÷òî M = G
⋂

Y .

(X)

Y

M

G

�èñ. 11.11. Ëåììà îá îòêðûòûõ ìíîæåñòâàõ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î (ðèñ. 11.11). Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü. Ïóñòü

M îòêðûòî îòíîñèòåëüíî Y . Ýòî çíà÷èò, ÷òî ∀x ∈ M ∃ δx > 0
OYδx(x) ⊂ M . �àññìîòðèì OXδx(x) (OYδx(x) ⊂ OXδx(x) ). Ýòî åñòü
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îòêðûòîå ìíîæåñòâî â X . Ïîëîæèì G =
⋃

x∈M
OXδx(x) . Ýòî îáúå-

äèíåíèå îòêðûòûõ îòíîñèòåëüíî X ìíîæåñòâ, çíà÷èò îíî îòêðûòî

â X . Äîêàæåì, ÷òî M = G
⋂

Y . Äëÿ ýòîãî íàäî äîêàçàòü, ÷òî

M ⊂ G
⋂

Y è M ⊃ G
⋂

Y .

Ïóñòü x ∈ M , òîãäà x ∈ Y , íî x ∈ OYδx(x) ⊂ OXδx(x) ⊂ G .

Ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ G
⋂

Y è M ⊂ G
⋂

Y .

Äîêàæåì, ÷òî M ⊃ G
⋂

Y . Ïóñòü x ∈ G
⋂

Y . Òàê êàê

G
⋂

Y =
⋃

x∈M
OXδx(x)

⋂

Y =
⋃

x∈M
OYδx(x) ⊂M,

òî M ⊃ G
⋂

Y . Òàêèì îáðàçîì, M = G
⋂

Y .

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü M = G
⋂

Y , ãäå G îòêðûòî

â X . Äîêàæåì, ÷òî M îòêðûòî îòíîñèòåëüíî Y . Ïóñòü x ∈ M ,

òîãäà x ∈ G . Òàê êàê G îòêðûòî îòíîñèòåëüíî X , òî ∃Oδ(x)
Oδ(x) ⊂ G . �àññìîòðèì Oδ(x)

⋂

Y . Ýòî ïåðåñå÷åíèå åñòü OYδ (x) .
Íî OYδ (x) ⊂ G è OYδ (x) ⊂ Y , çíà÷èò OYδ (x) ⊂M . ◮

Òåîðåìà îá îòíîñèòåëüíîé êîìïàêòíîñòè. Åñëè K ⊂ Y ⊂ X
è K êîìïàêòíî îòíîñèòåëüíî Y , òî K êîìïàêòíî îòíîñèòåëü-

íî X , è íàîáîðîò.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü K êîìïàêòíî îòíîñèòåëüíî Y .

Ýòî çíà÷èò, ÷òî èç îòêðûòîãî îòíîñèòåëüíî Y ïîêðûòèÿ {Vα} ïðî-

ñòðàíñòâà K ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.

1. Ïóñòü {Gα} � ïðîèçâîëüíîå îòêðûòîå ïîêðûòèå K â X è ðàñ-

ñìîòðèì ìíîæåñòâà Vα = Gα
⋂

Y . Ïî ëåììå îá îòêðûòûõ ìíî-

æåñòâàõ Vα îòêðûòû â Y . Êðîìå òîãî, ýòè ìíîæåñòâà îáðàçóþò

îòêðûòîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà K â Y . Â ñèëó êîìïàêòíîñòè K

îòíîñèòåëüíî Y èç {Vα} ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå

{Vαk
} ìíîæåñòâà K â Y . �àññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùèå îòêðûòûå

ìíîæåñòâà {Gαk
} . Ýòî åñòü êîíå÷íîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà K â X

(î÷åâèäíî Vα ⊂ Gα ). Çíà÷èò, èç ëþáîãî ïîêðûòèÿ {Gα} â X ìîæ-

íî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå, è, ñëåäîâàòåëüíî, K êîìïàêò-

íî îòíîñèòåëüíî X .

2. ÏóñòüK êîìïàêòíî îòíîñèòåëüíî X . Ïóñòü {Vα } � îòêðûòîå

ïîêðûòèå ìíîæåñòâà K â Y . Ïî ëåììå â X íàéäóòñÿ îòêðûòûå

ìíîæåñòâà {Gα} òàêèå, ÷òî Vα = Gα
⋂

Y . Â ñèëó êîìïàêòíîñòè

K îòíîñèòåëüíî X ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå {Gαk
} ,

òîãäà {Vαk
} � êîíå÷íîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà K â Y . ◮
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(12.04.68)

Äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü R {X, ρ} ÷åðåç X. Ïóñòü Y � êîìïàêò

K ⊂ X , òîãäà ïîëó÷èì êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî.

51.2. Êîìïàêòíîñòü è çàìêíóòîñòü

Ñóùåñòâóþò çàìêíóòûå ïðîñòðàíñòâà, íå ÿâëÿþùèåñÿ êîìïàêòíû-

ìè, íàïðèìåð, ÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ.

Òåîðåìà î çàìêíóòîñòè êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà. Âñÿêîå êîì-

ïàêòíîå ìíîæåñòâî çàìêíóòî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü K ⊂ X êîìïàêòíî. ×òîáû

âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé î äîïîëíåíèè ê çàìêíóòîìó ìíîæåñòâó,

íàäî äîêàçàòü, ÷òî CK = G îòêðûòî. Òàêèì îáðàçîì, ∀y ∈ G íàäî

ïîêàçàòü, ÷òî ∃O(y) ⊂ G .

Çà�èêñèðóåì y ∈ G . �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x ∈ K .

Ïóñòü δ = δx = ρ(x, y) , ρ(x, y) > 0 . �àññìîòðèì îêðåñòíîñòü O δ
2
(x)

òî÷êè x è îêðåñòíîñòü O δ
2
(y) òî÷êè y . �àññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü

{

O δ
2
(x)

}

âñåõ òàêèõ îêðåñòíîñòåé ∀x ∈ K . Êàæäàÿ òàêàÿ îêðåñò-

íîñòü � îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Çíà÷èò

{

O δ
2
(x)

}

� îòêðûòîå ïîêðû-

òèå ìíîæåñòâà K . Òàê êàê K � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, òî èç ýòî-

ãî ïîêðûòèÿ ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå

{

O δk
2

(xk)
}

,

ãäå δk = δxk
ïðè k = 1, 2, ..., n . Îáîçíà÷èì δ0 = min

k=1,...n
δk > 0 .

Òîãäà O δ0
2

(y) íå ïåðåñåêàåòñÿ íè ñ îäíîé èç ïîñòðîåííûõ íàìè

îêðåñòíîñòåé O δk
2

(xk) , ò. å. O δk
2

(xk)
⋂

O δ0
2

(y) = ∅ ∀ k = 1, 2, ..., n ,

çíà÷èò, O δ0
2

(y)
⋂

K = ∅ , ò. å. O δ0
2

(y) ⊂ G . ◮

Òåîðåìà î êîìïàêòíîñòè çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà êîì-

ïàêòíîãî ìíîæåñòâà. Ïóñòü K ⊂ X , K êîìïàêòíî â X è F

� çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà K . Òîãäà F êîìïàêòíî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü {Vα} � ïðîèçâîëüíîå îòêðûòîå

ïîêðûòèå ìíîæåñòâà F . Òàê êàê F � çàìêíóòîå, òî V0 = CXF
� îòêðûòîå ìíîæåñòâî è {V0, Vα} � îòêðûòîå ïîêðûòèå ìíîæå-

ñòâà K . Èç ýòîãî ïîêðûòèÿ ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðû-

òèå {V0, Vαk
} ( k = 1, 2, ..., n ). Òîãäà ñèñòåìà {Vαk

} ( k = 1, 2, ..., n )
� êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå F , òàê êàê V0

⋂

F = ∅ . ◮
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Ñëåäñòâèå. Ïóñòü F � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà X ,

è ïóñòü K � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà X . Òîãäà

M = F
⋂

K êîìïàêòíî.

Äåéñòâèòåëüíî, M � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî êîìïàêòíîãî ìíî-

æåñòâà.

51.3. Ïåðåñå÷åíèå êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ

Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìà ìíîæåñòâ {Mα} íàçûâàåòñÿ öåíòðèðî-

âàííîé, åñëè ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ïîäñèñòåìà ýòîé ñèñòåìû èìååò íåïó-

ñòîå ïåðåñå÷åíèå, ò. å. åñëè äëÿ ëþáîãî íàáîðà èíäåêñîâ α1, ..., αn

ìíîæåñòâî

n
⋂

k=1

Mαk
6= ∅ .

Ïðèìåð. Ñèñòåìà èíòåðâàëîâ {(−∞,−n)}∞n=1 � öåíòðèðîâàííàÿ.

Ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ýòèõ èíòåðâàëîâ íå ïóñòî, à

ïåðåñå÷åíèå âñåõ èíòåðâàëîâ ïóñòî.

Òåîðåìà. Âñÿêàÿ öåíòðèðîâàííàÿ ñèñòåìà êîìïàêòíûõ ìíî-

æåñòâ èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü {Kα} � öåíòðèðîâàííàÿ ñèñòåìà

êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ è K � ìíîæåñòâî èç ñèñòåìû {Kα} . Äîïó-
ñòèì, ÷òî

⋂

α

Kα = ∅ . Ïóñòü x ∈ K . Òîãäà x /∈
⋂

α

Kα , çíà÷èò x íå

âõîäèò õîòÿ áû â îäíî Kα . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé

íîìåð α , ÷òî x ∈ Vα = CKα . Òàêèì îáðàçîì, îòêðûòûå ìíîæåñòâà

Vα = CKα îáðàçóþò îòêðûòîå ïîêðûòèå {Vα} ìíîæåñòâà K . Èç

{Vα} âûäåëèì êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå {Vαk
} ( k = 1, 2, ..., n ) ìíî-

æåñòâà K. Êàæäàÿ òî÷êà x ∈ K âõîäèò â íåêîòîðîå ìíîæåñòâî

Vαk
. Çíà÷èò, òî÷êà x íå âõîäèò â ñîîòâåòñòâóþùåå Kαk

. Ñëåäî-

âàòåëüíî,

n
⋂

k=1

Kαk

⋂

K = ∅ , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò öåíòðèðîâàííîñòè

ñèñòåìû {Kα} (ìû íàøëè íàáîð èç n+1 ýëåìåíòà öåíòðèðîâàííîé

ñèñòåìû {Kα} : Kαk
ïðè k = 1, 2, ..., n è ìíîæåñòâà K èç ýòîé æå

ñèñòåìû). Òàêèì îáðàçîì,

⋂

α

Kα 6= ∅ . ◮

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ìû ïîëó÷èì îáîáùåíèå òåîðåìû î âëîæåí-

íûõ îòðåçêàõ.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü X ⊃ K1 ⊃ K2 ⊃ ... ⊃ Kn ⊃ ... , ãäå Ki

( i = 1, 2, ... ) � íåïóñòûå êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà. Òîãäà

∞
⋂

n=1
Kn 6= ∅ .
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Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè ïðåäåëüíîé òî÷êè. Ïóñòü K ⊂ X ,

K êîìïàêòíî è ïóñòü M � åãî áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî,

M ⊂ K . Òîãäà â K íàéäåòñÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà M .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü çàêëþ÷åíèå òåîðåìû íåâåðíî,

ò. å. íèêàêàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà K íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé

äëÿ M . Çíà÷èò, ëþáàÿ òî÷êà y ∈ K èëè íå âõîäèò â M (òîãäà

y � âíåøíÿÿ òî÷êà äëÿ M , è çíà÷èò, íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü O(y)
òàêàÿ, ÷òî O(y)

⋂

M = ∅ ) èëè y âõîäèò â M , íî íå ÿâëÿåòñÿ

ïðåäåëüíîé òî÷êîé (òîãäà y � èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà M , è çíà÷èò,

íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü O(y) òàêàÿ, ÷òî O(y)
⋂

M = y ).
Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ òî÷êà y ∈ K èìååò òàêóþ îêðåñòíîñòü,

êîòîðàÿ ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîé òî÷êè ìíîæåñòâà M . Ñîâîêóï-

íîñòü âñåõ òàêèõ îêðåñòíîñòåé {O(y)} ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîêðû-

òèåì ìíîæåñòâà K . Òàê êàê K êîìïàêòíî, òî èç ýòîãî ïîêðûòèÿ

ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå {Ok(y)} ( k = 1, ..., n ),
ïðè÷åì â {Ok(y)} áóäåò ñîäåðæàòüñÿ íå áîëåå n òî÷åê ìíîæåñòâà

M . Íî ïî óñëîâèþ ìíîæåñòâî M áåñêîíå÷íî è M ⊂ K . Ïîëó÷åí-

íîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó. ◮

51.4. Êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà

â åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ

Ïóñòü EN � N -ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî.

a1 b1

a2

b2

�èñ. 11.12. 2-ìåðíàÿ êëåòêà.

Îïðåäåëåíèå. N -ìåðíîé êëåòêîé I íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü òà-

êèõ òî÷åê (x1, x2, ..., xN ) ∈ EN , ÷òî ak ≤ xk ≤ bk ( k = 1, ..., N ),

ãäå ak < bk (ðèñ. 11.12).

N -ìåðíàÿ êëåòêà I � ïðîñòåéøåå îãðàíè÷åííîå çàìêíóòîå ìíî-

æåñòâî â ïðîñòðàíñòâå EN .
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�àññìîòðèì âëîæåííóþ ñèñòåìó êëåòîê In ⊃ In+1 ( n = 1, 2, ... ).
Òåîðåìà î âëîæåííîé ñèñòåìå N -ìåðíûõ êëåòîê. Âñÿêàÿ

âëîæåííàÿ ñèñòåìà N -ìåðíûõ êëåòîê èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷å-

íèå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ N = 1 òåîðåìà óæå äîêàçà-

íà (ñìîòðè òåîðåìó Êàíòîðà î âëîæåííûõ îòðåçêàõ ï. 6.3, ñ. 35).

Ïóñòü N > 1 è {In} � âëîæåííàÿ ñèñòåìà N -ìåðíûõ êëåòîê. Çà-

�èêñèðóåì ÷èñëî k ( 1 ≤ k ≤ N ) è ðàññìîòðèì k -ûå êîîðäèíàòû

ýëåìåíòîâ êëåòîê. Ïî îïðåäåëåíèþ N-ìåðíîé êëåòêè ∀n = 1, 2, ...

a
(n)
k ≤ x

(n)
k ≤ b

(n)
k . Â ñèëó âëîæåííîñòè êëåòîê ( In ⊃ In+1 ,

n = 1, 2, ... ) ñëåäóåò, ÷òî îòðåçêè

[

a
(n)
k , b

(n)
k

]

( n = 1, 2, ... ) îáðà-

çóþò âëîæåííóþ ñèñòåìó îòðåçêîâ. Çíà÷èò ïî òåîðåìå Êàíòîðà ñó-

ùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà ck ∈
∞
⋂

n=1

[

a
(n)
k , b

(n)
k

]

, ÷òî a
(n)
k ≤ ck ≤ b

(n)
k .

Òîãäà òî÷êà c = (c1, ..., cN ) ∈ In ( ∀n = 1, 2, ... ). ◮

Òåîðåìà î êîìïàêòíîñòè N -ìåðíîé êëåòêè. Âñÿêàÿ N -ìåðíàÿ

êëåòêà êîìïàêòíà.

c

�èñ. 11.13. Êîìïàêòíîñòü êëåòêè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü I � N -ìåðíàÿ êëåòêà, I ⊂ EN . Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò îòêðûòîå ïîêðûòèå {Vα} êëåòêè I , èç
êîòîðîãî íåëüçÿ âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå. �àçäåëèì êëåò-

êó I íà 2N ðàâíûõ ÷àñòåé � ìåíüøèõ êëåòîê (ðèñ. 11.13). Òîãäà

ñðåäè ýòèõ ìåíüøèõ êëåòîê íàéäåòñÿ òàêàÿ, ÷òî èç åå áåñêîíå÷íîãî

îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ íåëüçÿ âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå. Ïðî-

äîëæàÿ äàëåå ýòîò ïðîöåññ, ïîëó÷èì ñòÿãèâàþùóþñÿ ñèñòåìó

N -ìåðíûõ êëåòîê òàêèõ, ÷òî èç èõ îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ íåëüçÿ âû-
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äåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå. Ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå î âëîæåí-

íîé ñèñòåìå N -ìåðíûõ êëåòîê íàéäåòñÿ c ∈
∞
⋂

n=1
In . Íî c ∈ Vα

èç ïîêðûòèÿ, à òàê êàê Vα îòêðûòî, òî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü

O(c) òàêàÿ, ÷òî O(c) ⊂ Vα . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóùåñòâóåò íîìåð n

òàêîé, ÷òî In ⊂ O(c) ⊂ Vα . Ïðîòèâîðå÷èå. ◮

Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî M ⊂ X ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì (ñì.

îïðåäåëåíèå â ï. 49.1 íà ñ. 222) , åñëè íàéäåòñÿ òàêîé øàð S ïðî-

ñòðàíñòâà X , ÷òî M ⊂ S .
Ñëåäñòâèå. Âñÿêîå îãðàíè÷åííîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â ïðî-

ñòðàíñòâå EN êîìïàêòíî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü F � îãðàíè÷åííîå çàìêíóòîå

ìíîæåñòâî â N -ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå EN . Òàê êàê îíî îãðàíè÷åíî,

òî îíî ìîæåò áûòü ïîãðóæåíî â N -ìåðíóþ êëåòêó I . Íî I êîìïàêò-
íà. Ïî òåîðåìå î êîìïàêòíîñòè çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà êîìïàêò-

íîãî ìíîæåñòâà F òîæå êîìïàêòíî. ◮

Òåîðåìà (êðèòåðèé êîìïàêòíîñòè â N -ìåðíîì åâêëèäîâîì

ïðîñòðàíñòâå). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ìíîæåñòâî â EN áûëî êîì-

ïàêòíî, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíî áûëî îãðàíè÷åíî è

çàìêíóòî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü óæå äîêàçàíà

(ñìîòðè ñëåäñòâèå èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû).

x1

x2

x3

�èñ. 11.14. Êðèòåðèé êîìïàêòíîñòè: íåîáõîäèìîñòü.

Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü çàìêíóòîñòè äîêàçàíà â òåîðåìå î çàìêíóòî-

ñòè êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà. Äîêàæåì òåïåðü íåîáõîäèìîñòü îãðà-

íè÷åííîñòè. Ïóñòü M ⊂ EN è ìíîæåñòâî M êîìïàêòíî. Äîïó-

ñòèì, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî íåîãðàíè÷åíî. Òîãäà äëÿ ëþáîãî øàðà S

íàéäåòñÿ òî÷êà x ∈ M òàêàÿ, ÷òî x /∈ S . Âîçüìåì òî÷êó x1 ∈ M
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è ðàññìîòðèì îêðåñòíîñòü O1(x1) . Òîãäà íàéäåòñÿ òî÷êà x2 ∈ M
òàêàÿ, ÷òî x2 /∈ O1(x1) (ðèñ. 11.14). Çíà÷èò, ρ (x1, x2) ≥ 1 . Âîçü-
ìåì îêðåñòíîñòü O(x2) òî÷êè x2 òàêóþ, ÷òî O(x2) ⊃ O1(x1) . Òî-
ãäà íàéäåòñÿ òî÷êà x3 /∈ O(x2) , è ñëåäîâàòåëüíî, ρ (x3, x1) ≥ 1 è

ρ (x3, x2) ≥ 1 . Ïðîäîëæàÿ äàëåå ýòîò ïðîöåññ, ïîëó÷èì áåñêîíå÷íîå

ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà M , ñîñòîÿùåå èç òî÷åê x1, x2, x3, ... . Ýòî
ïîäìíîæåñòâî, î÷åâèäíî, íå èìååò ïðåäåëüíûõ òî÷åê â EN , è òåì

áîëåå, â M , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò êîìïàêòíîñòè M â ñèëó òåîðåìû

î ñóùåñòâîâàíèè ïðåäåëüíîé òî÷êè â áåñêîíå÷íîì ïîäìíîæåñòâå

êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà. Çíà÷èò, ìíîæåñòâî M îãðàíè÷åíî. ◮

Çàìå÷àíèå. Òàê æå, êàê â ýòîé òåîðåìå, äîêàçûâàåòñÿ íåîáõîäè-

ìîñòü îãðàíè÷åííîñòè êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà â ïðîèçâîëüíîì ìåò-

ðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Òàêèì îáðàçîì, âñÿêîå êîìïàêòíîå ìíîæå-

ñòâî îãðàíè÷åíî è çàìêíóòî, à â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå âåðíî è

îáðàòíîå.

2)

2 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 18

(17.04.68)

ÏóñòüX � êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è M = {xn} ⊂ X .

M � ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî. Åñëè {xn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè, òî

ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíàÿ òî÷êà a ∈ X äëÿ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ïî àíàëîãèè ñ îäíîìåðíûì ñëó÷àåì äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü Êîøè ñõîäèòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå. Âñÿêîå êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî

ïîëíî.

2)
Îãðàíè÷åííîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå íå îáÿ-

çàòåëüíî êîìïàêòíî. Íàïðèìåð, ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç ñ÷åò-

íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê ñ ïîïàðíûìè ðàññòîÿíèÿìè, ðàâíûìè 1 (ïðîñòðàíñòâî

èçîëèðîâàííûõ òî÷åê), ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì, íî íå

êîìïàêòíûì, òàê êàê â íåì íåò ïðåäåëüíûõ òî÷åê (ñì. òåîðåìó î ñóùåñòâîâàíèè

ïðåäåëüíîé òî÷êè íà ñ. 238). (�åä.)
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� 52. Íåïðåðûâíîñòü è êîìïàêòíîñòü

52.1. Ñîõðàíåíèå êîìïàêòíîñòè

ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè

Ïóñòü X � êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, Y � ïðîèçâîëü-

íîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. �àññìîòðèì �óíêöèþ

y = f(x) : X → Y ,

íåïðåðûâíóþ íà X .

Êðèòåðèé íåïðåðûâíîñòè â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ãîâîðèò

î ñîõðàíåíèè ñâîéñòâ ïðè ïåðåõîäå ê ïðîîáðàçàì (ïðîîáðàç îòêðû-

òîãî ìíîæåñòâà îòêðûò, ñì. ï. 50.2 ñ. 232). Èç ñëåäóþùåé òåîðåìû

ñëåäóåò, ÷òî ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè ñîõðàíÿþòñÿ è íåêîòî-

ðûå ñâîéñòâà ïðîîáðàçîâ, èìåííî, ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè

ïðè ïåðåõîäå îò ïðîîáðàçîâ ê îáðàçàì ñîõðàíÿåòñÿ êîìïàêòíîñòü.

Òåîðåìà î ñîõðàíåíèè êîìïàêòíîñòè ïðè íåïðåðûâíîì îòî-

áðàæåíèè. Ïóñòü X � êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî,

Y � ïðîèçâîëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, íà X îïðåäåëåíà

�óíêöèÿ y = f(x) , f ∈ C(X) , f(X) ⊂ Y . Òîãäà f(X) � êîìïàêò-
íîå ìíîæåñòâî â Y.

Òàêèì îáðàçîì, íåïðåðûâíûé îáðàç êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà åñòü

êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî.

�èñ. 11.15. Îáðàç êîìïàêòà ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè � êîì-

ïàêò.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û. Ïóñòü {Vα} � îò-

êðûòîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà f(X) :
⋃

α

Vα ⊃ f(X) , Vα ⊂ Y . Îáî-

çíà÷èì f−1 (Vα) = Gα (ðèñ. 11.15). Ïî êðèòåðèþ íåïðåðûâíîñòè
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�óíêöèè â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå Gα � îòêðûòîå ìíîæåñòâî

â ïðîñòðàíñòâå X . Êàæäàÿ òî÷êà x ∈ X ïðèíàäëåæèò íåêîòî-

ðîìó Gα , ïîýòîìó {Gα} � îòêðûòîå ïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâà X .

ñëåäîâàòåëüíî

⋃

α

Gα = X . Â ñèëó êîìïàêòíîñòè ïðîñòðàíñòâà X

èç ïîêðûòèÿ {Gα} ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå {Gαk
}

( k = 1, 2, ..., n ) ìíîæåñòâà X , ñëåäîâàòåëüíî

n
⋃

k=1

Gαk
= X .

�àññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèñòåìó ìíîæåñòâ {Vαk
} . Òàê êàê

f(Gα) ⊂ Vα , à f
(

f−1 (Y )
)

= f(X) , òî

f(X) ⊂
n
⋃

k=1

f(Gαk
) ⊂

n
⋃

k=1

Vαk
.

Çíà÷èò {Vαk
} � êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå ìíîæåñòâà f(X) , ò. å. f(X)

êîìïàêòíî. ◮

Ñëåäñòâèå (îáîáùåíèå òåîðåìû Âåéåðøòðàññà äëÿ íåïðå-

ðûâíûõ �óíêöèé). Åñëè íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ y = f(x) çàäàíà

íà êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå K â ïðîñòðàíñòâå X , òî f(K) �

îãðàíè÷åííîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå Y .

52.2. �àâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü

Ïóñòü X , Y � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà è M ⊂ X . �àññìîòðèì

�óíêöèþ y = f(x) ( x ∈M , y ∈ Y ).

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ y = f(x) íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðå-

ðûâíîé íà ìíîæåñòâå M , åñëè ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x, x′ ∈ M ,

ρX(x, x′) < δ , ρY (f(x), f(x′)) < ε .
Òåîðåìà î ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè. Ïóñòü X � êîì-

ïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, Y � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàí-

ñòâî, è ïóñòü y = f(x) ( x ∈ X , y ∈ Y ) � �óíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ

íà ïðîñòðàíñòâå X . Òîãäà �óíêöèÿ f(x) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà

íà X.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê f(x) íåïðåðûâíà íà X , òî

∀x ∈ X ∀ ε > 0 ∃ η(ε, x) > 0 ∀ ξ ∈ X , ρX(x, ξ) < η(ε, x) = η(x) ,
ρY (f(x), f(ξ)) < ε .
Çà�èêñèðóåì ε > 0 . Êàæäîé òî÷êå x ∈ X ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå

îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè O η(x)
2

(x) = Gx . Òàêèì îáðàçîì, ìû ïî-

ñòðîèëè îòêðûòîå ïîêðûòèå {Gx} ïðîñòðàíñòâà X :

⋃

x

Gx = X .
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Ïî óñëîâèþ, X � êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ñëåäîâà-

òåëüíî, èç {Gx} ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå, ò. å. â

X íàéäóòñÿ òî÷êè x1, x2, ..., xn òàêèå, ÷òî

n
⋃

k=1

Gxk
= X . Â ñèëó

âûáîðà îêðåñòíîñòåé äëÿ ëþáûõ k = 1, 2, ..., n è äëÿ ëþáûõ ξ ∈ X

òàêèõ, ÷òî ρX(xk, ξ) <
η(xk,)

2 = ηk
2 , áóäåò ρY (f(xk), f(ξ)) < ε .

Òàê êàê

n
⋃

k=1

Gxk
= X , òî ∀ ξ ∈ X ∃ k ρX(xk, ξ) <

ηk
2 . Âîçüìåì

δ = min
k=1,...,n

ηk
2 > 0 è ðàññìîòðèì òî÷êè x òàêèå, ÷òî ρX(x, ξ) < δ .

Òàê êàê ρX(xk, ξ) <
ηk
2 < ηk äëÿ íåêîòîðîãî k , òî

ρX(x, xk) ≤ ρX(x, ξ) + ρX(ξ, xk) < δ +
ηk
2
< ηk .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

ρY (f(x), f(ξ)) < ρY (f(x), f(xk)) + ρY (f(ξ), f(xk)) < ε+ ε = 2ε .

◮

52.3. Íåïðåðûâíîñòü îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ

Òåîðåìà î íåïðåðûâíîñòè îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ. Ïóñòü

X � êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è y = f(x) � íåïðå-

ðûâíîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà X íà

ïðîñòðàíñòâî Y . Òîãäà �óíêöèÿ x = f−1(y) íåïðåðûâíà íà ìíî-

æåñòâå Y .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîñïîëüçóåìñÿ êðèòåðèåì íåïðåðûâíîñòè.

Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà G ⊂ X åãî ïðîîá-

ðàç V = f(G) ïðè îòîáðàæåíèè f−1(y) åñòü ìíîæåñòâî, îòêðûòîå

â Y . Òàêèì îáðàçîì, íàäî äîêàçàòü, ÷òî îáðàç âñÿêîãî îòêðûòîãî

ìíîæåñòâà ïðè îòîáðàæåíèè f åñòü îòêðûòîå ìíîæåñòâî.

�àññìîòðèì äîïîëíåíèå CG = F ìíîæåñòâà G . Ýòî � çàìêíó-

òîå ìíîæåñòâî â X . Òîãäà F êîìïàêòíî. Ïî òåîðåìå î ñîõðàíåíèè

êîìïàêòíîñòè ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè f(F ) � êîìïàêòíîå

ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå Y . Íî òàê êàê âñÿêîå êîìïàêòíîå ìíî-

æåñòâî çàìêíóòî, òî f(F ) � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå

Y . Â ñèëó âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè f(G) = Cf(F ) . Çíà÷èò ìíîæå-
ñòâî V = f(G) îòêðûòî. ◮
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� 53. Ñâÿçíîñòü

Òåîðåìà î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè åùå íå äîêàçàíà. Îíà èìååò

ñìûñë, êîãäà ïðîñòðàíñòâî îáðàçîâ åñòü ÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ, à �óíê-

öèÿ îïðåäåëåíà íà ñâÿçíîì ïðîñòðàíñòâå. "Òåîðåìà î ïðîìåæóòî÷-

íîì çíà÷åíèè ïîðîäèëà ñâÿçíîñòü." (Ñ.Á.Ñ.)

53.1. Îïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü A è B � ìíîæåñòâà òàêèå, ÷òî A
⋂

B = ∅ .

�îâîðÿò, ÷òî îíè îòäåëèìû ìíîæåñòâàìè òèïà G (êëàññ îòêðû-

òûõ èëè çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ), åñëè ñóùåñòâóþò íåïåðåñåêàþùè-

åñÿ ìíîæåñòâà G1, G2 ∈ G , G1

⋂

G2 = ∅ , òàêèå, ÷òî G1 ⊃ A ,

G2 ⊃ B .

Íàïðèìåð, äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêà ìîãóò áûòü îòäåëåíû

äðóã îò äðóãà îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè (èíòåðâàëàìè); äâà íåïå-

ðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëà ñ îáùåé ãðàíè÷íîé òî÷êîé îòäåëèòü çà-

ìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè íåëüçÿ.

Îò ïðèðîäû òåõ ìíîæåñòâ, êîòîðûìè ìû ïîêðûâàåì ìíîæåñòâà,

çàâèñèò îòäåëèìîñòü.

2 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 19

(18.04.68)

Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ íåñâÿçíûì, åñëè îíî

ðàçáèâàåòñÿ íà äâà íåïóñòûõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâà: X = A
⋃

B ,

A 6= ∅ , B 6= ∅ , A
⋂

B = ∅ , ìíîæåñòâà A è B îòêðûòû (à çíà-

÷èò, è çàìêíóòû: B = CA , A = CB ).

Âî âñÿêîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóþò äâà òðèâèàëüíûõ ìíîæåñ-

òâà, ÿâëÿþùèõñÿ îäíîâðåìåííî è îòêðûòûìè è çàìêíóòûìè, ýòî

ñàìî ïðîñòðàíñòâî X è ïóñòîå ìíîæåñòâî. Òàêèì îáðàçîì, ïðî-

ñòðàíñòâî íåñâÿçíî, åñëè â íåì ñóùåñòâóþò íåòðèâèàëüíûå ìíîæåñ-

òâà, îäíîâðåìåííî è îòêðûòûå è çàìêíóòûå. Ìîæíî òàêæå ñêàçàòü,

÷òî ïðîñòðàíñòâî íåñâÿçíî, åñëè îíî ðàçáèâàåòñÿ íà äâà íåïóñòûõ

ìíîæåñòâà, êîòîðûå îòäåëÿþòñÿ îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè.

Ïðîñòðàíñòâî ñâÿçíî, åñëè åãî íåëüçÿ ðàçáèòü íà äâà íåïóñòûõ ìíî-

æåñòâà, êîòîðûå îòäåëÿþòñÿ îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè.
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Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî ñâÿçíî, åñëè â íåì ñóùåñòâóåò

òîëüêî äâà îòêðûòî-çàìêíóòûõ òðèâèàëüíûõ ìíîæåñòâà, à èìåí-

íî, ñàìî ïðîñòðàíñòâî è åãî ïóñòîå ïîäìíîæåñòâî.

Ïóñòü M ⊂ X . Ìíîæåñòâî M ñâÿçíî, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì,

êîãäà îíî ðàññìîòðèâàåòñÿ êàê ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

Ñâÿçíîñòü ìíîæåñòâà íå çàâèñèò îò ïîãðóæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâî.

Îïðåäåëåíèå ñâÿçíîñòè ïî Õàóñäîð�ó. Ìíîæåñòâî M ⊂ X
íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè åãî íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäè-

íåíèÿ äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ íåïóñòûõ ìíîæåñòâ, îòäåëèìûõ îò-

êðûòûìè â X ìíîæåñòâàìè.

53.2. Ñâÿçíûå ìíîæåñòâà íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî M ⊂ R ñâÿçíî, åñëè

∀x, y ∈M ⇒ [x, y] ⊂M .

Ïîêàæåì ýêâèâàëåíòíîñòü ýòèõ äâóõ îïðåäåëåíèé ñâÿçíîñòè

ìíîæåñòâà íà ïðÿìîé.

Òåîðåìà (ñòðóêòóðà ñâÿçíûõ ìíîæåñòâ íà ÷èñëîâîé ïðÿ-

ìîé).Äëÿ òîãî, ÷òîáû ìíîæåñòâî íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé áûëî ñâÿç-

íî ïî Õàóñäîð�ó, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíî ñîäåðæà-

ëî âñå ïðîìåæóòî÷íûå òî÷êè, ò.å. åñëè x, y ∈ M , òî äëÿ ∀ z ,
x < z < y , ⇒ z ∈M .

Ñëåäñòâèå. Ñóùåñòâóþò ñëåäóþùèå ñâÿçíûå ìíîæåñòâà íà ÷è-

ñëîâîé ïðÿìîé R :

òî÷êà x0 , (−∞, b) , (−∞, b] , (a,+∞) ,

[a,+∞) , (−∞,+∞) , (a, b) , [a, b) , (a, b] , [a, b] ,

ãäå a è b � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, a ≤ b .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û. Äîêàæåì, ÷òî M ⊂ R íåñâÿçíî

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∃x, y ∈M , x < y , ∃ z /∈M , x < z < y .
Åñëè ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ, òî ìíîæåñòâî M ìîæíî ðàçáèòü íà

äâå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ÷àñòè, îòäåëèìûå îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîëîæèì

M1 =M
⋂

(−∞, z) , M2 =M
⋂

(z,+∞) .
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Äëÿ ýòèõ ìíîæåñòâ èìååì M1

⋃

M2 = M , à äëÿ îòêðûòûõ ìíî-

æåñòâ G1 = (−∞, z) ⊃ M1 è G2 = (z,+∞) ⊃ M2 G1

⋂

G2 = ∅ .

Çíà÷èò ìíîæåñòâî M íåñâÿçíî.

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî ìíîæåñòâî M íåñâÿçíî, ò. å. åãî ìîæíî ðàç-

áèòü íà äâà òàêèõ íåïóñòûõ ìíîæåñòâà M1 è M2 , ÷òî âûïîëíÿåòñÿ

M1

⋃

M2 =M è ÷òî M1 ⊂ G1 , M2 ⊂ G2 , ãäå G1

⋂

G2 = ∅ è G1 ,

G2 � îòêðûòûå ìíîæåñòâà. Òîãäà ñóùåñòâóþò x ∈M1 , y ∈M2 , è

ïóñòü x < y . Ïîëîæèì

G0 = G1

⋂

(−∞, y) = G1

⋂

(−∞, y]

(òàê êàê y ∈ M2 ⇒ y ∈ G2 ⇒ y /∈ G1 ). Ïóñòü z = sup
ξ∈G0

ξ .

Äîêàæåì, ÷òî z < y . Â ñàìîì äåëå, y ∈ G2 , íî G2 îòêðûòî.

Ïîýòîìó y âõîäèò â G2 âìåñòå ñ íåêîòîðîé ñâîåé îêðåñòíîñòüþ

O(y) . Ïîýòîìó ìíîæåñòâî G0 èìååò âåðõíþþ ãðàíü, ìåíüøóþ, ÷åì

y (èíà÷å â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè y íàõîäèëèñü áû òî÷êè èç

G0 ).

Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî z > x .

Î÷åâèäíî, ÷òî òî÷êà z /∈ G1 (èíà÷å îíà âõîäèëà áû â G1 ñ öåëîé

îêðåñòíîñòüþ è íå áûëà áû âåðõíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà G0 ). Òàê

æå z /∈ G2 (èíà÷å îíà âõîäèëà áû â G2 ñ öåëîé îêðåñòíîñòüþ

è ñíîâà íå áûëà áû âåðõíåé ãðàíüþ òî÷åê èç G0 ). Çíà÷èò z íå

âõîäèò íè â M1 íè â M2 , îòêóäà ñëåäóåò z /∈M . Òàêèì îáðàçîì,

ìû äîêàçàëè, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî M íåñâÿçíî, òî îíî íå îáëàäàåò

ñâîéñòâîì ñîäåðæàòü ïðîìåæóòî÷íûå òî÷êè. ◮

53.3. Ñâÿçíîñòü è íåïðåðûâíîñòü

Êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, íåïðåðûâíûé îáðàç ñâÿçíîãî

ìíîæåñòâà åñòü ñâÿçíîå ìíîæåñòâî.

Òåîðåìà î ñîõðàíåíèè ñâÿçíîñòè ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðà-

æåíèè. Ïóñòü X , Y � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà è y = f(x)
� �óíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ íà ïðîñòðàíñòâå X . Òîãäà, åñëè X �

ñâÿçíî, òî f(X) ñâÿçíî â Y .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîïóñòèì, ÷òî f(X) íåñâÿçíî, ò. å.

ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâà M1,M2 ∈ Y òàêèå, ÷òî f(X) = M1

⋃

M2 ,

ãäå M1

⋂

M2 = ∅ , M1 6= ∅ , M2 6= ∅ , M1 ⊂ G1 M2 ⊂ G2 , ãäå

G1

⋂

G2 = ∅ è G1 , G2 � îòêðûòûå â Y ìíîæåñòâà. �àññìîòðèì
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ìíîæåñòâà f−1(G1) = V1 è f−1(G2) = V2 . Ïî êðèòåðèþ íåïðå-

ðûâíîñòè ìíîæåñòâà V1 è V2 îòêðûòû â ïðîñòðàíñòâå X è íå ïå-

ðåñåêàþòñÿ, êàê ïðîîáðàçû íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ. Òàê êàê

X = V1
⋃

V2 , òî X íåñâÿçíî. Ìû ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. ◮

Êàê ñëåäñòâèÿ ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè. Ïóñòü f(x) � íåïðå-

ðûâíîå îòîáðàæåíèå ñâÿçíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X â

÷èñëîâóþ ïðÿìóþ R . Òîãäà f(X) ñâÿçíî â R , ò.å. �óíêöèÿ f(x)
ïðèíèìàåò âñå ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè y1 ∈ f(X) , y2 ∈ f(X) , y1 ≤ y2 , òî ∀ y ,
y1 ≤ y ≤ y2 , ∃x ∈ X f(x) = y .
Òåîðåìà î ìàêñèìàëüíîì è ìèíèìàëüíîì çíà÷åíèÿõ. Åñëè

X � êîìïàêò, à Y = R ,òî äåéñòâèòåëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ

f(x) ïðèíèìàåò íà X ñâîè ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå çíà÷å-

íèÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, F = f(X) � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â R . Çíà÷èò

F � îãðàíè÷åííîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Ñëå-

äîâàòåëüíî sup
y∈F

y ∈ F , inf
y∈F

y ∈ F . ◮

Îòìåòèì, ÷òî ñâÿçíûå êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà íà ÷èñëîâîé ïðÿ-

ìîé � îòðåçêè. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè X � ñâÿçíûé êîìïàêò, f(x) �

äåéñòâèòåëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ íà X , òî f(X) = [m,M ] ,
ãäå m = inf

x∈X
f(x) , M = sup

x∈X
f(x) .
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�ëàâà 12

Äè��åðåíöèàëüíîå

èñ÷èñëåíèå �óíêöèé

ìíîãèõ ïåðåìåííûõ

2 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 20

(20.04.68)

Äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ ëèíåéíàÿ ñòðóêòóðà ïðîñòðàíñòâà ïðîîáðà-

çîâ è ïðîñòðàíñòâà îáðàçîâ. Ëèíåéíîé ñòðóêòóðîé îáëàäàþò åâêëè-

äîâû ïðîñòðàíñòâà.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü X = En , Y = Em è îòîáðàæåíèÿ

y = f(x) , x ∈M ⊂ En , y ∈ Em . Ïðîñòåéøèé ñëó÷àé îòîáðàæåíèé

� ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ A ïðîñòðàíñòâà En â Em : y = Ax .
Ïóñòü L (En, Em) � ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé En â

Em .

Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ‖x‖En = ‖x‖n íîðìó ýëåìåíòà x ∈ En ,
ñîîòâåòñòâåííî ‖y‖Em = ‖y‖m � íîðìà ýëåìåíòà y ∈ Em . Äëÿ

ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ y = Ax : En
A−→ Em ∀x ∈ En

‖y‖m = ‖Ax‖m ≤ K ‖x‖n .
Íàèìåíüøåå ÷èñëî K , äëÿ êîòîðîãî ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ

äëÿ ëþáîãî x ∈ En , íàçûâàåòñÿ íîðìîé ‖A‖ îòîáðàæåíèÿ A :

249



Kmin = ‖A‖ = sup
‖x‖n=1

‖Ax‖m
‖x‖n

= sup
‖x‖n=1

‖Ax‖m ≥ 0 .

Òàêèì îáðàçîì, ‖A‖ ∈ R+ .

Ìîæíî îïðåäåëèòü óìíîæåíèå ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ïóñòü

çàäàíû åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà En , Em , El . Åñëè ðàññìîòðèì

îòîáðàæåíèÿ A : En → Em è B : Em → El , òî ïîëó÷èì îòîáðà-

æåíèå BA = C : En → El .

� 54. Ïðîèçâîäíûå è äè��åðåíöèàëû

ïåðâîãî ïîðÿäêà

Ïóñòü äàíî îòîáðàæåíèå En
f−→ Em è ìíîæåñòâî M ⊂ En . Áóäåì

èçó÷àòü ñëó÷àé n > 1 , m = 1 è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî �óíêöèÿ f

çàäàíà íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå M ⊂ En , ò. å. M =M i .

54.1. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå

Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì çàïèñûâàòü �óíêöèþ â �îðìå �óíêöèè îò

äâóõ ïåðåìåííûõ z = f(x, y) , (x, y) ∈M ⊂ E2
.

Ïóñòü p0 = (x0, y0) ∈ M . Òîãäà p = (x, y0) ∈ M è äëÿ

x èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè O(x0) ìîæíî ðàññìîòðåòü �óíêöèþ

ϕ(x) = f(x, y0) . Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë

ϕ′(x) = lim
h→0

f(x+ h, y0)− f(x, y0)

h
,

òî ýòîò ïðåäåë íàçûâàåòñÿ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé

∂f
∂x

= f ′
x(x, y0)

�óíêöèè f ïî x â òî÷êå p = (x, y0) . Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ

∂f
∂y

= f ′
y(x0, y) � ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè f ïî y â òî÷êå

p = (x0, y) .
Åñëè �óíêöèÿ f � �óíêöèÿ îò n ïåðåìåííûõ, òî ïîëó÷èì n

÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ: ïî êàæäîé ïåðåìåííîé ñâîÿ ïðîèçâîäíàÿ.

Ïðè âû÷èñëåíèè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ �èêñèðóþòñÿ âñå ïåðåìåí-

íûå, êðîìå òîé, ïî êîòîðîé áåðåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ.

Íå âñå ñâîéñòâà �óíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé ïåðåíîñÿòñÿ íà

�óíêöèè n ïåðåìåííûõ. Íàïðèìåð, èç ñóùåñòâîâàíèÿ ÷àñòíûõ ïðî-

èçâîäíûõ �óíêöèè z = f(x, y) â îêðåñòíîñòè òî÷êè p0 = (x0, y0)
íå ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü �óíêöèè â òî÷êå p0 .
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Ïðèìåð. Äëÿ �óíêöèè

z = f(x, y) =

{

1, x 6= 0, y 6= 0 ,

0, x = 0, èëè y = 0 ,

ñóùåñòâóþò f ′
x(0, 0) = 0 , f ′

y(0, 0) = 0 , íî �óíêöèÿ ðàçðûâíà â

òî÷êå (0,0)

1)
.

Ïðè âû÷èñëåíèè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ �óíêöèè äâóõ ïåðåìåí-

íûõ ïîâåäåíèå �óíêöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ íå â îêðåñòíîñòè òî÷êè,

à òîëüêî íà ãîðèçîíòàëüíîé è âåðòèêàëüíîé ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ

÷åðåç çàäàííóþ òî÷êó p0 .

54.2. Äè��åðåíöèàë ïåðâîãî ïîðÿäêà

�óíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ

�èñ. 12.1. Êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü.

Êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü (ðèñ. 12.1) � àíàëîã êàñàòåëüíîé ê ãðà�èêó

�óíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé. �àññìîòðèì òî÷êó (x0, y0, z0) . Óðàâíå-
íèå íàêëîííîé ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòó òî÷êó, ìîæåò áûòü

çàïèñàíî â ñëåäóþùåì âèäå:

z − z0 = a(x− x0) + b(y − y0),

èëè z = L(x, y) , ãäå L(x, y) = z0 + a(x− x0) + b(y− y0) � ëèíåéíàÿ

íåîäíîðîäíàÿ �óíêöèÿ.

1)
Ïðèìåð �óíêöèè, ðàçðûâíîé â òî÷êå (0,0) è èìåþùåé ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

âñþäó â îêðåñòíîñòè òî÷êè (0,0), ñìîòðè â êíèãå [3℄ íà ñ. 148. (�åä.)
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Îïðåäåëåíèå. Ïëîñêîñòü z = L(x, y) íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíîé

ïëîñêîñòüþ ê ïîâåðõíîñòè ζ = f(x, y) â òî÷êå (x0, y0, z0) , ãäå
z0 = f(x0, y0) , åñëè

f(x, y)− L(x, y) = o (ρ(p, p0)) , ρ(p, p0) → 0 ,

ãäå p = (x, y) , p0 = (x0, y0) .
Òàêèì îáðàçîì, êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü ê ïîâåðõíîñòè â òî÷êå �

ýòî òàêàÿ ïëîñêîñòü, êîòîðàÿ èìååò â îêðåñòíîñòè òî÷êè ñîïðèêîñ-

íîâåíèå ñ ïîâåðõíîñòüþ ïîðÿäêà âûøå ïåðâîãî.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ z = f(x, y) íàçûâàåòñÿ äè��åðåíöèðó-

åìîé â òî÷êå p0 = (x0, y0) , åñëè åå ïðèðàùåíèå èìååò ãëàâíóþ

ëèíåéíóþ ÷àñòü îòíîñèòåëüíî ïðèðàùåíèÿ àðãóìåíòîâ, ò. å. åñëè

∆f(x0, y0) = f(x, y)−f(x0, y0) = a(x−x0)+b(y−y0)+o(ρ), ρ→ 0 ,

ãäå ρ =
√

(x − x0)2 + (y − y0)2 . Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè

∆f(x0, y0) = a∆x0 + b∆y0 + o(ρ), ρ→ 0 .

Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü, ÷òî ïîâåðõíîñòü ζ = f(x, y) èìååò êàñà-

òåëüíóþ ïëîñêîñòü â òî÷êå (x0, y0, f(x0, y0)) òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà �óíêöèÿ f(x, y) äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå p0 = (x0, y0) .
Îïðåäåëåíèå. �ëàâíàÿ ëèíåéíàÿ ÷àñòü ïðèðàùåíèÿ �óíêöèè

a∆x0 + b∆y0 ,

åñëè îíà ñóùåñòâóåò, íàçûâàåòñÿ äè��åðåíöèàëîì �óíêöèè f(x, y)
â òî÷êå (x0, y0) .

Îáîçíà÷èì ∆x0 = dx0 , ∆y0 = dy0 . Åñëè äè��åðåíöèàë �óíê-
öèè îáîçíà÷èòü ÷åðåç df(x, y) , òî

df(x, y) = adx+ bdy,

∆f(x, y) = adx + bdy + o(ρ) (ρ→ 0) .

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

∆xf(x0, y0) = f(x, y0)− f(x0, y0) ;

∆yf(x0, y0) = f(x0, y)− f(x0, y0) ;

∆x∆yf(x0, y0) = f(x, y)− f(x0, y)− f(x, y0) + f(x0, y0) ;
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∂f

∂x
(x0, y0) =

(

∂f

∂x

)

0

;
∂f

∂y
(x0, y0) =

(

∂f

∂y

)

0

.

Çàìå÷àíèå 1 (íåïðåðûâíîñòü äè��åðåíöèðóåìîé �óíê-

öèè). Åñëè �óíêöèÿ äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå (x0, y0) , òî îíà

íåïðåðûâíà â ýòîé òî÷êå.

Çàìå÷àíèå 2 (íåîáõîäèìîå óñëîâèå äè��åðåíöèðóåìîñòè).

Åñëè �óíêöèÿ f(x, y) äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå (x0, y0) , òî îíà
â ýòîé òî÷êå èìååò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ∆y0 = 0 , òî

f(x, y0)− f(x0, y0) = a∆x0 + o(ρ) (ρ → 0) ,

îòêóäà

∆xf(x0, y0)

∆x0
= a+ o

(

ρ

∆x0

)

= a+ o(1) (ρ→ 0) .

Çíà÷èò,

∂f
∂x

(x0, y0) ñóùåñòâóåò è ðàâíà a . Àíàëîãè÷íî ∂f
∂y

(x0, y0)
ñóùåñòâóåò è ðàâíà b . ◮

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì îñíîâíóþ �îðìóëó äëÿ äè��åðåíöèà-

ëà �óíêöèè:

df =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy .

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò åäèíñòâåííîñòü äè��åðåíöèàëà.

�åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äè��åðåíöèàëà �óíêöèè ìíîãèõ ïåðå-

ìåííûõ � ïðèðàùåíèå àïïëèêàòû êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè (ðèñ. 12.2).

Çàìå÷àíèå 3 (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äè��åðåíöèðóåìîñòè

�óíêöèè â òî÷êå). Ïóñòü f(x, y) èìååò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

∂f
∂x

,

∂f
∂y

â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè O(x0, y0) òî÷êè (x0, y0) , è
∂f
∂x

,

∂f
∂y

íåïðåðûâíû â ñàìîé òî÷êå (x0, y0) . Òîãäà �óíêöèÿ f(x, y) äè�-

�åðåíöèðóåìà â òî÷êå (x0, y0) .
Â ñàìîì äåëå, ïðèìåíÿÿ �îðìóëó Ëàãðàíæà, ïîëó÷èì

∆f(x0, y0) = f(x, y)− f(x0, y0) =

= f(x, y)− f(x, y0) + f(x, y0)− f(x0, y0) =

=
∂f

∂y
(x, y0 + ϑ1∆y0)∆y0 +

∂f

∂x
(x0 + ϑ2∆x0, y0)∆x0 .
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�èñ. 12.2. �åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äè��åðåíöèàëà � ïðèðàùåíèå àï-

ïëèêàòû êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè.

Ïî íåïðåðûâíîñòè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå (x0, y0)

∂f

∂x
(x0 + ϑ2∆x0, y0) =

∂f

∂x
(x0, y0) + α(x, y),

ãäå α → 0 ïðè (x, y) → (x0, y0) ,

∂f

∂y
(x, y0 + ϑ2∆y0) =

∂f

∂y
(x0, y0) + β(x, y),

ãäå β → 0 ïðè (x, y) → (x0, y0) .

Çíà÷èò,

∆f =
∂f

∂x
∆x0 +

∂f

∂y
∆y0 + α∆x0 + β∆y0 =

=

(

∂f

∂x

)

0

∆x0 +

(

∂f

∂y

)

0

∆y0 + o(ρ) (ρ→ 0) ,

îòêóäà è ñëåäóåò äè��åðåíöèðóåìîñòü. ◮
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2 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 21

(24.04.68)

�èñ. 12.3. Ñõåìà çíàêîâ äëÿ ñîñòàâëåíèÿ âòîðîé ñìåøàííîé ðàçíî-

ñòè.

Òåîðåìà (êðèòåðèé äè��åðåíöèðóåìîñòè �óíêöèè äâóõ

ïåðåìåííûõ). Äëÿ òîãî, ÷òîáû �óíêöèÿ z = f(x, y) áûëà äè�-

�åðåíöèðóåìà â òî÷êå (x0, y0) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:

1) ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

(

∂f
∂x

)

0
è

(

∂f
∂y

)

0
ñóùåñòâóþò;

2) ∆x∆yf(x0, y0) = o(ρ) ( ρ→ 0 ).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î (ïî Âàëëå-Ïóññåíó [1℄ ñ. 149). Íåîáõîäèìîñòü

óñëîâèÿ 1) î÷åâèäíà. �àññìîòðèì òîæäåñòâî

f(x, y)− f(x0, y0) =

= f(x, y0)− f(x0, y0) + f(x, y0)− f(x0, y0) + ∆x∆yf(x0, y0)

(ñì. íà ðèñ. 12.3 ñõåìó çíàêîâ äëÿ ñîñòàâëåíèÿ âòîðîé ñìåøàííîé

ðàçíîñòè). Â ñèëó óñëîâèÿ 1) ïðè ρ→ 0

f(x, y0)− f(x0, y0) =

(

∂f

∂x

)

0

∆x0 + o(∆x0) =

(

∂f

∂x

)

0

∆x0 + o(ρ) ,

f(x0, y)− f(x0, y0) =

(

∂f

∂y

)

0

∆y0 + o(ρ) .

Òîãäà ïîëó÷èì

f(x, y)− f(x0, y0) =

=

(

∂f

∂x

)

0

∆x0 +

(

∂f

∂y

)

0

∆y0 +∆x∆yf(x0, y0) + o(ρ) (ρ→ 0) ,
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è äëÿ òîãî, ÷òîáû

(

∂f
∂x

)

0
∆x0 +

(

∂f
∂y

)

0
∆y0 = df(x0, y0) íåîáõîäèìî

è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

∆x∆yf(x0, y0) + o(ρ) = o(ρ) (ρ → 0) ,

îòêóäà ñëåäóåò óñëîâèå ∆x∆yf(x0, y0) = o(ρ) (ρ → 0) . ◮

54.3. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ñëîæíîé �óíêöèè

Ïóñòü îòîáðàæåíèå Φ :

{

u = ϕ(x, y)
v = ψ(x, y)

îïðåäåëåíî â îêðåñòíîñ-

òè O(x0, y0) òî÷êè (x0, y0) , Φ(x0, y0) = (u0, v0) è �óíêöèÿ

z = f(u, v) îïðåäåëåíà â îêðåñòíîñòè O(u0, v0) . �àññìîòðèì
ñëîæíóþ �óíêöèþ z = f (ϕ(x, y), ψ(x, y)) = F (x, y) .

Òåîðåìà (ïðîèçâîäíàÿ ñëîæíîé �óíêöèè). Ïóñòü �óíêöèÿ

f(u, v) äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå (u0, v0) . Åñëè �óíêöèè ϕ , ψ

èìåþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

(

∂ϕ
∂x

)

0
,

(

∂ψ
∂x

)

0
â òî÷êå (x0, y0) , òî

ñëîæíàÿ �óíêöèÿ F (x, y) èìååò ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ

(

∂F
∂x

)

0
â

òî÷êå (x0, y0) . Åñëè �óíêöèè ϕ , ψ èìåþò ÷àñòíûå ïðîèçâîä-

íûå

(

∂ϕ
∂y

)

0
,

(

∂ψ
∂y

)

0
â òî÷êå (x0, y0) ,òî ñëîæíàÿ �óíêöèÿ F (x, y)

èìååò ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ

(

∂F
∂y

)

0
â òî÷êå (x0, y0) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê �óíêöèÿ f(u, v) äè��åðåíöèðóåìà
â òî÷êå (u0, v0) , òî

f(u, v)− f(u0, v0) =

=

(

∂f

∂u

)

0

∆u0 +

(

∂f

∂v

)

0

∆v0 + o

(
√

(∆u0)
2
+ (∆v0)

2

)

ïðè ∆u0 → 0 , ∆v0 → 0 . Ýòà �îðìóëà ñïðàâåäëèâà ïðè ëþáûõ

ïðèðàùåíèÿõ ∆u0 è ∆v0 . Âîçüìåì ïðèðàùåíèÿ ñïåöèàëüíîãî âè-

äà. �àññìîòðèì �óíêöèè u = ϕ(x, y0) , v = ψ(x, y0) . Òîãäà ïðè-

ðàùåíèÿ ∆u0 = ϕ(x, y0) − ϕ(x0, y0) è ∆v0 = ψ(x, y0) − ψ(x0, y0) .
Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê �óíêöèè ϕ è ψ â òî÷êå (x0, y0) èìåþò ÷àñò-
íûå ïðîèçâîäíûå, òî ∆u0 → 0 è ∆v0 → 0 êîãäà ∆x0 → 0 , è áîëåå
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òîãî,

∆u0

∆x0
è

∆v0
∆x0

îãðàíè÷åíû. Òåïåðü

F (x0 +∆x0, y)− F (x0, y0)

∆x0
=

=

(

∂f

∂u

)

0

ϕ(x0 +∆x0, y0)− ϕ(x0, y0)

∆x0
+

+

(

∂f

∂v

)

0

ψ(x0 +∆x0, y)− ψ(x0, y0)

∆x0
+ o(1)

ïðè ∆x0 → 0 . Ïåðåéäåì â ýòîì ðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè ∆x0 → 0 .
Ïîëó÷èì, ÷òî �óíêöèÿ F (x, y) èìååò ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî x
è ýòà ïðîèçâîäíàÿ âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùåé �îðìóëîé

∂F

∂x
=
∂f

∂u

∂ϕ

∂x
+
∂f

∂v

∂ψ

∂x
.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì, ÷òî

∂F

∂y
=
∂f

∂u

∂ϕ

∂y
+
∂f

∂v

∂ψ

∂y
. ◮

Â ÷àñòíîñòè, åñëè u = ϕ(x) , v = ψ(x) , F (x) = f(ϕ(x), ψ(x)) ,
òî ïîëó÷èì �îðìóëó:

dF

dx
=
∂f

∂u

dϕ

dx
+
∂f

∂v

dψ

dx
.

54.4. Äè��åðåíöèàë âåêòîð-�óíêöèè

Ìû ðàññìàòðèâàåì îòîáðàæåíèå f : En → Em , ãäå n > 1 ,
m > 1 . Â ÷àñòíîñòè ïðè n = 2 , m = 2 (x, y) → f (x, y) = (u, v) .
Ïóñòü îòîáðàæåíèå f îïðåäåëåíî â îêðåñòíîñòè O(x0, y0) òî÷êè

p0 = (x0, y0) .
Îïðåäåëåíèå. Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå A ∈ L (En, Em) ïðîñòðàí-

ñòâà En â Em íàçûâàåòñÿ äè��åðåíöèàëîì

2)
�óíêöèè f â òî÷êå

p0 , åñëè

‖f(p)− f(p0)−A(p− p0)‖m
‖p− p0‖n

→ 0

2)
Ñìîòðè, íàïðèìåð, [5℄, ò.2, � 41. (�åä.)
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ïðè p→ p0 , èëè

f(p)− f(p0) = A(p− p0) + r(p− p0),

ãäå ‖r(p− p0)‖m = o (‖p− p0‖n) ïðè p→ p0 ; áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî

�óíêöèÿ f äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå p0 , åå äè��åðåíöèàë â ýòîé

òî÷êå ðàâåí df = A(p− p0) è f ′ = A .

�åîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ äè��åðåíöèàëà âåêòîð-�óíê-

öèè � ýòî îòîáðàæåíèå, êàñàòåëüíîå ê äàííîìó (ðèñ. 12.4).

�èñ. 12.4. Îòîáðàæåíèå, êàñàòåëüíîå ê äàííîìó.

Òåîðåìà (êðèòåðèé äè��åðåíöèðóåìîñòè âåêòîð-�óíê-

öèè). Ïóñòü âåêòîð-�óíêöèÿ f(x, y) = {ϕ(x, y), ψ(x, y)} , îïðåäå-
ëåííà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè O(x0, y0) òî÷êè p0 = (x0, y0) .
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòà âåêòîð-�óíêöèÿ èìåëà â òî÷êå p0 äè��å-

ðåíöèàë, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëè äè��å-

ðåíöèàëû dϕ è dψ �óíêöèé ϕ è ψ â òî÷êå p0 = (x0, y0) .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü. Èç âåêòîðíîãî

ðàâåíñòâà

f(p)− f(p0) = A(p− p0) + r(p− p0) ,

ãäå ‖r(p − p0)‖m = o (‖p− p0‖n) ïðè p→ p0 , ñëåäóåò, ÷òî

ϕ(x, y) − ϕ(x0, y0) = a∆x0 + b∆y0 + o(ρ) (ρ → 0),

è àíàëîãè÷íîå ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî äëÿ �óíêöèè ψ . Çíà÷èò, âñå
êîìïîíåíòû �óíêöèè f äè��åðåíöèðóåìû.

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü ñóùåñòâóþò dϕ(x0, y0) è dψ(x0, y0) .
Äîêàæåì, ÷òî

f(p)− f(p0)−A(p− p0) = o(p− p0) (p→ p) .
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Â ñèëó êðèòåðèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà âåêòîð-�óíêöèè, ïðåäåë

ñóùåñòâóåò, åñëè îí ñóùåñòâóåò äëÿ êîìïîíåíò âåêòîð-�óíêöèè. Íî

îí è ñóùåñòâóåò äëÿ êîìïîíåíò, ÷òî ñëåäóåò èç ïîêîìïîíåíòíîé

äè��åðåíöèðóåìîñòè �óíêöèé ϕ è ψ . ◮

2 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 22

(26.04.68)

Ïóñòü En � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî è òî÷êà p0 ∈ En . Ïóñòü â

îêðåñòíîñòè O(p0) çàäàíî îòîáðàæåíèå y = f(x) ( x ∈ O(p0) ,
y ∈ Em ):

y1 = ϕ1(x1, ..., xn)
y2 = ϕ2(x1, ..., xn)
...........................
ym = ϕm(x1, ..., xn)

.

Ñëåäñòâèå. Åñëè âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

∂ϕi
∂xj

(i = 1, ...,m ; j = 1, ..., n)

ñóùåñòâóþò â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè p0 è â ñàìîé òî÷êå

p0 íåïðåðûâíû, òî îòîáðàæåíèå y = f(x) äè��åðåíöèðóåìî â

òî÷êå p0 .

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå: f ∈ D(y0) îçíà÷àåò, ÷òî �óíêöèÿ f äè��å-

ðåíöèðóåìà â òî÷êå y0 . Ìàòðèöà

(

∂ϕi

∂xj

)

èç ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ßêîáè.

�åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äè��åðåíöèàëà � ýòî ãëàâíàÿ ëèíåéíàÿ

÷àñòü ïðèðàùåíèÿ �óíêöèè (ðèñ. 12.5).

54.5. Äè��åðåíöèðîâàíèå ñëîæíîé �óíêöèè

Ïóñòü çàäàíû îòîáðàæåíèÿ z = f(y) ∈ E1
, y = ϕ(x) ∈ Em

( x ∈ O(x0) ⊂ En , y0 = ϕ(x0) ), f îïðåäåëåíà â O(y0) ⊂ Em .

Òîãäà

z = F (x) = f(ϕ(x)) : En
ϕ−→ Em

f−→ E1

� ñëîæíàÿ �óíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ äëÿ x ∈ O(x0) ⊂ En .
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�èñ. 12.5. �åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äè��åðåíöèàëà.

Òåîðåìà î äè��åðåíöèðîâàíèè ñëîæíîé �óíêöèè. Ïóñòü

äàíà ñëîæíàÿ �óíêöèÿ z = F (x) = f(ϕ(x)) . Ïóñòü f ∈ D(y0) ,
ϕ ∈ D(x0) ( y0 = ϕ(x0) ). Òîãäà ñëîæíàÿ �óíêöèÿ F (x) äè��åðåí-

öèðóåìà â òî÷êå x0 .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Áóäåì ïèñàòü x0 = x , x = (x1, x2) ,
y = (y1, y2) . Äîêàæåì, ÷òî

∆F (x) = F (x+∆x) − F (x) = A∆x1 +B∆x2 + o(ρ) =

∂F

∂x1
∆x1 +

∂F

∂x2
∆x2 + o(ρ) (ρ→ 0) ,

ãäå ρ =
√

(∆x1)2 + (∆x2)2 . Ïî óñëîâèþ �óíêöèÿ f ∈ D(y0) . Ýòî
çíà÷èò, ÷òî

∆f(y) = f(y +∆y)− f(y) =

=
∂f

∂y1
∆y1 +

∂f

∂y2
∆y2 + o

(

√

(∆y1)2 + (∆y2)2
)

.

Òàê êàê �óíêöèÿ

y1 = ϕ1(x1, x2)
y2 = ϕ2(x1, x2)

}

= ϕ äè��åðåíöèðóåìà â òî÷-

êå (x1, x2) , òî

∆ϕ1 =
∂ϕ1

∂x1
∆x1 +

∂ϕ1

∂x2
∆x2 + o (ρ) ,

∆ϕ2 =
∂ϕ2

∂x1
∆x1 +

∂ϕ2

∂x2
∆x2 + o (ρ) ,

ïðè ρ → 0 . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ∆ϕ1 = O(ρ) , ∆ϕ2 = O(ρ)
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(ρ→ 0) . Çíà÷èò
√

(∆ϕ1)2 + (∆ϕ2)2 = O(ρ) . Òîãäà

∆F (x) = F (x+∆x) − F (x) =

=
∂f

∂y1

(

∂ϕ1

∂x1
∆x1 +

∂ϕ1

∂x2
∆x2

)

+
∂f

∂y2

(

∂ϕ2

∂x1
∆x1 +

∂ϕ2

∂x2
∆x2

)

+

+ o (ρ) =

=

(

∂f

∂y1

∂ϕ1

∂x1
+
∂f

∂y2

∂ϕ2

∂x1

)

∆x1 +

(

∂f

∂y1

∂ϕ1

∂x2
+
∂f

∂y2

∂ϕ2

∂x2

)

∆x2+

+ o (ρ) (ρ→ 0) .

Çíà÷èò, ñëîæíàÿ �óíêöèÿ äè��åðåíöèðóåìà è

∂F

∂x1
=

∂f

∂y1

∂ϕ1

∂x1
+
∂f

∂y2

∂ϕ2

∂x1
,

∂F

∂x2
=

∂f

∂y1

∂ϕ1

∂x2
+
∂f

∂y2

∂ϕ2

∂x2
. ◮

Â ÷àñòíîñòè ìû âíîâü ïîëó÷èëè �îðìóëó äëÿ ÷àñòíîé ïðîèç-

âîäíîé ñëîæíîé �óíêöèè.

54.6. Èíâàðèàíòíîñòü �îðìû äè��åðåíöèàëà

ïåðâîãî ïîðÿäêà

Ïóñòü z = F (x) = f(ϕ(x)) . Ïî îïðåäåëåíèþ äè��åðåíöèàëà

dF =
∂F

∂x1
dx1 +

∂F

∂x2
dx2 .

Ýòî âûðàæåíèå, ïîëüçóÿñü ïîëó÷åííûìè âûøå ðåçóëüòàòàìè, ìû

ìîæåì ïåðåïèñàòü êàê

dF =
∂F

∂x1
dx1 +

∂F

∂x2
dx2 =

∂f

∂y1
dy1 +

∂f

∂y2
dy2 .

Òàêèì îáðàçîì, �îðìà äëÿ äè��åðåíöèàëà ïåðâîãî ïîðÿäêà èíâà-

ðèàíòíà.
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54.7. Äè��åðåíöèàë ñëîæíîãî îòîáðàæåíèÿ

Ïóñòü çàäàíû îòîáðàæåíèÿ z = f(y) ∈ El , y = ϕ(x) ∈ Em

( x ∈ O(x0) ⊂ En , y0 = ϕ(x0) ), f îïðåäåëåíî â O(y0) ⊂ Em .

Òîãäà

z = F (x) = f(ϕ(x)) : En
ϕ−→ Em

f−→ El

� ñëîæíîå îòîáðàæåíèå, îïðåäåëåííîå äëÿ x ∈ O(x0) ⊂ En .
Òåîðåìà. Åñëè îòîáðàæåíèå f äè��åðåíöèðóåìî â òî÷êå y0 , è
îòîáðàæåíèå ϕ äè��åðåíöèðóåìî â òî÷êå x0 , òî ñëîæíîå îòîá-

ðàæåíèå F äè��åðåíöèðóåìî â òî÷êå x0 .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî êðèòåðèþ äè��åðåíöèðóåìîñòè

âåêòîð-�óíêöèè, F ∈ D(x0) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå �óíê-

öèè Fi(x) = fi (ϕ(x)) ( i = 1, ..., l ) äè��åðåíöèðóåìû â òî÷êå x0 .
Íî òàê êàê f ∈ D(y0) , òî fi ∈ D(y0) . Òîãäà, òàê êàê ϕ ∈ D(x0) ,
òî è

Fi(x) = fi (ϕ(x)) ∈ D(x0)

ïî òåîðåìå î äè��åðåíöèðîâàíèè ñëîæíîé �óíêöèè. Ñëåäîâàòåëü-

íî, îòîáðàæåíèå F ∈ D(x0) . ◮

Çàìå÷àíèå. Ïóñòü

∆y = ∆ϕ = A∆x + o(ρ) (ρ→ 0) , ∆f = B∆y + o(r) (r → 0) .

Òîãäà ∆F = BA∆x + o(ρ) (ρ→ 0) .
Äåéñòâèòåëüíî, A = ϕ′(x0) , B = f ′(y0) . Åñëè y0 = ϕ(x0) , òî

C = F ′(x0) = f ′ (ϕ(x0)) · ϕ′(x0) = BA .

54.8. Íåïðåðûâíàÿ äè��åðåíöèðóåìîñòü

Ïóñòü äàíî îòîáðàæåíèå y = f(x) : En
f−→ Em è G ⊂ En �

îòêðûòîå ìíîæåñòâî èç En . Åñëè x0 ∈ G è f ∈ D(x0) , òî äè�-

�åðåíöèàë df(x0) �óíêöèè f(x) (ï. 54.4 ñ. 257) îïðåäåëÿåòñÿ ìàò-
ðèöåé A(x0) ∈ L (En, Em) ðàçìåðà n × m èç çíà÷åíèé ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ, à èìåííî, df = A(x0) dx .
Îïðåäåëåíèå. Åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ G f ∈ D(x) , òî ãîâîðÿò,
÷òî îòîáðàæåíèå f äè��åðåíöèðóåìî â îáëàñòè G ( f ∈ D(G) ).

Åñëè f ∈ D(G) , òî äè��åðåíöèðîâàíèå �óíêöèè f ïîðîæäàåò

îòîáðàæåíèå îáëàñòè G â En , êîòîðîå êàæäîé òî÷êå x ∈ G ñòàâèò

â ñîîòâåòñòâèå äè��åðåíöèàë A(x) ∈ L (En, Em) .
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Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå f : En
f−→ Em

íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìî â îáëàñòè G , åñëè df(x) ÿâëÿåòñÿ

íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì èç G â L (En, Em) .
Òåïåðü ìû ìîæåì ñ�îðìóëèðîâàòü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ äè�-

�åðåíöèàë ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèå â îáëàñòè.

Òåîðåìà î íåïðåðûâíîì äè��åðåíöèðîâàíèè.Îòîáðàæåíèå

f : En → Em íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìî â îáëàñòè G òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

∂fi
∂xj

� íåïðåðûâíûå

�óíêöèè â îáëàñòè G .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó êðèòåðèåâ äè��åðåíöèðóåìîñòè

è íåïðåðûâíîñòè âåêòîð-�óíêöèè ñëåäóåò íåîáõîäèìîñòü.

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Îòîáðàæåíèå f íåïðåðûâíî äè��åðåí-

öèðóåìî â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè G, òàê êàê âñå åãî êîìïîíåíòû

íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò òî÷êè â ñèëó êðèòåðèÿ íåïðåðûâíîñòè

îòîáðàæåíèÿ. ◮

� 55. Ïðîèçâîäíûå è äè��åðåíöèàëû

âûñøèõ ïîðÿäêîâ

55.1. Òåîðåìû î ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ

Ïóñòü çàäàíà �óíêöèÿ y = f(x) : En
f−→ E1

. Ïóñòü äëÿ ïðîñòîòû

çàïèñè n = 2 , ò. å. çàäàíà �óíêöèÿ z = f(x, y) , (x, y) ∈ G , è

ñóùåñòâóþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà

∂f
∂x

= f ′
x(x, y) è

∂f
∂y

= f ′
y(x, y) . Åñëè ýòè �óíêöèè � äè��åðåíöèðóåìûå �óíêöèè,

òî ïîëó÷àåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà

f ′′
xx(x, y) , f ′′

xy(x, y) , f ′′
yx(x, y) , f ′′

yy(x, y) .

Âîîáùå ãîâîðÿ, f ′′
xy 6= f ′′

yx .

ÒåîðåìàÞíãà î ðàâåíñòâå ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ. Ïóñòü

÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà f ′
x è f ′

y ñóùåñòâóþò â

íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè O(x, y) òî÷êè (x, y) è ýòè �óíêöèè f ′
x

è f ′
y äè��åðåíöèðóåìû â ñàìîé òî÷êå (x, y) . Òîãäà â ýòîé òî÷êå

f ′′
xy(x, y) = f ′′

yx(x, y) .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. �àññìîòðèì âòîðóþ ñìåøàííóþ ðàçíîñòü

(ñì. ñõåìó çíàêîâ íà ðèñ. 12.6)

∆x∆yf(x, y) = f(x+ h, y + h)− f(x+ h, y)− f(x, y + h) + f(x, y) .
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�èñ. 12.6. Ê òåîðåìå Þíãà.

Ïóñòü ϕ(x) = f(x, y + h)− f(x, y) . Òîãäà

∆x∆yf(x, y) = ϕ(x+ h)− ϕ(x) .

Ïðèìåíÿÿ �îðìóëó Ëàãðàíæà, ïîëó÷èì ∆x∆yf(x, y) = ϕ′(x+θh)h .
Íî ϕ′(x) = f ′

x(x, y + h)− f ′
x(x, y) . Çíà÷èò

∆x∆yf(x, y) = h {f ′
x(x+ θh, y + h)− f ′

x(x + θh, y)} .

Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî �óíêöèÿ f ′
x äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå

(x, y) . Òîãäà ïðè h→ 0

f ′
x(x+ θh, y + h)− f ′

x(x, y) = f ′′
xx(x, y)θh+ f ′′

xy(x, y)h+ o(h),

f ′
x(x+ θh, y)− f ′

x(x, y) = f ′′
xx(x, y)θh+ o(h) .

Îòñþäà

∆x∆yf(x, y) = h2f ′′
xy(x, y) + o(h2) (h→ 0) .

Àíàëîãè÷íî, ïîëàãàÿ ψ(y) = f(x+ h, y)− f(x, y) , ïîëó÷èì

∆x∆yf(x, y) = h2f ′′
yx(x, y) + o(h2) (h→ 0) .

Ïðèðàâíÿâ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ, ðàçäåëèâ íà h2 è óñòðåìèâ h

ê íóëþ, ïîëó÷èì ÷òî f ′′
xy(x, y) = f ′′

yx(x, y) . ◮
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2 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 23

(27.04.68)

Â òåîðåìå Þíãà äëÿ ðàâåíñòâà ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ ïðåäïîëà-

ãàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå âñåõ ÷åòûðåõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî

ïîðÿäêà â òî÷êå (x, y) . Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ïðåäïîëàãàåòñÿ ñó-

ùåñòâîâàíèå îäíîé ñìåøàííîé ïðîèçâîäíîé â íåêîòîðîé îêðåñòíîñ-

òè òî÷êè (x, y) è åå íåïðåðûâíîñòü â òî÷êå (x, y) .
ÒåîðåìàØâàðöà (î ñóùåñòâîâàíèè âòîðîé ñìåøàííîé ïðî-

èçâîäíîé è èõ ñîâïàäåíèè). Ïóñòü �óíêöèÿ f(x, y) îïðåäåëå-

íà â îêðåñòíîñòè O(x, y) òî÷êè (x, y) è â ýòîé îêðåñòíîñòè

ñóùåñòâóþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå f ′
x , f

′
y , f

′′
xy . Ïóñòü ñìåøàí-

íàÿ ïðîèçâîäíàÿ f ′′
xy ∈ C(x, y) . Òîãäà â òî÷êå (x, y) ñóùåñòâóåò

âòîðàÿ ñìåøàííàÿ ïðîèçâîäíàÿ f ′′
yx , ïðè÷åì f ′′

yx(x, y) = f ′′
xy(x, y) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. �àññìîòðèì âûðàæåíèå

δ = f(x+ h, y + k)− f(x+ h, y)− f(x, y + k) + f(x, y) .

Ïîëîæèì

ϕ(x) = f(x, y + k)− f(x, y) = ϕ(x, k) .

Òîãäà δ = ϕ(x+h)−ϕ(x) . Ïðèìåíèâ �îðìóëó Ëàãðàíæà, ïîëó÷èì,
÷òî

δ = hϕ′(x+ θh) = h {f ′
x(x+ θh, y + k)− f ′

x(x+ θh, y)} .

Ïî óñëîâèþ f ′′
xy ñóùåñòâóåò. Çíà÷èò, ïî �îðìóëå Ëàãðàíæà

δ = hkf ′′
xy(x+ θh, y + θ1k) .

Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî f ′′
xy ∈ C(x, y) . Òîãäà

f ′′
xy(x+ θh, y + θ1k) = f ′′

xy(x, y) + o(1)

ïðè ρ =
√
k2 + h2 → 0 . Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

δ = hk
{

f ′′
xy(x, y) + o(1)

}

(ρ→ 0)

è ñëåäîâàòåëüíî,

ϕ(x + h)− ϕ(x)

hk
− f ′′

xy(x, y) = o(1) (ρ→ 0) .
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Çíà÷èò ∀ ε > 0 ∃h0 > 0, k0 > 0 ∀h, k , 0 < |h| < h0 , 0 < |k| < k0 ,

∣

∣

∣

∣

ϕ(x + h)− ϕ(x)

hk
− f ′′

xy(x, y)

∣

∣

∣

∣

< ε ,

èëè, ÷òî åñòü òî æå ñàìîå, ïðè êàæäîì �èêñèðîâàííîì h

∣

∣

∣

∣

1

h

{

ϕ(x+ h, k)

k
− ϕ(x, k)

k

}

− f ′′
xy(x, y)

∣

∣

∣

∣

< ε .

Òàê êàê ϕ(x) = f(x, y + k)− f(x, y) è

lim
k→0

ϕ(x, k)

k
= f ′

y(x, y) , lim
k→0

ϕ(x + h, k)

k
= f ′

y(x+ h, y) ,

òî îòñþäà ïîëó÷èì

∣

∣

∣

∣

f ′
y(x+ h, y)− f ′

y(x, y)

h
− f ′′

xy(x, y)

∣

∣

∣

∣

≤ ε

äëÿ ëþáûõ h òàêèõ, ÷òî 0 < |h| < h0 . Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðåäåë

f ′′
yx(x, y) = lim

h→0

f ′
y(x+ h, y)− f ′

y(x, y)

h

ñóùåñòâóåò è ðàâåí f ′′
xy(x, y) . Çíà÷èò, âòîðàÿ ñìåøàííàÿ ïðîèçâîä-

íàÿ f ′′
yx ñóùåñòâóåò è ñïðàâåäëèâî f ′′

yx(x, y) = f ′′
xy(x, y) . ◮

Îáû÷íî òåîðåìà ïðèìåíÿåòñÿ â îñëàáëåííîé �îðìå: åñëè ñìå-

øàííûå ïðîèçâîäíûå íåïðåðûâíû, òî îíè ðàâíû (ñì. [10℄, [11℄). Êàê

ñëåäñòâèå ïîëó÷àåì, ÷òî, åñëè ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå íåïðåðûâ-

íû, òî îíè ðàâíû, åñëè îíè îòëè÷àþòñÿ òîëüêî ïîðÿäêîì äè��å-

ðåíöèðîâàíèÿ. Íàïðèìåð, f ′′′
xyx = f ′′′

xxy , åñëè ýòè ïðîèçâîäíûå íå-

ïðåðûâíû, òàê êàê ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðåìó ê äâóì ïîñëåäíèì

äè��åðåíöèðîâàíèÿì.

55.2. Äè��åðåíöèàëû âûñøèõ ïîðÿäêîâ

(äëÿ ñêàëÿðíûõ �óíêöèé)

Ïóñòü �óíêöèÿ z = f(x, y) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè

O(x, y) òî÷êè (x, y) = p . Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå L , ñâÿçàííîå ñ
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òî÷êîé (x, y) è îïðåäåëÿåìîå âåêòîðîì







∂f
∂x

∂f
∂y






, è âåêòîð ïðè-

ðàùåíèé (dx, dy) îïðåäåëÿþò äè��åðåíöèàë �óíêöèè f(x, y) ïî

�îðìóëå

df =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy =







∂f
∂x

∂f
∂y






(dx, dy) .

Òàêèì îáðàçîì, ñ �óíêöèåé ìîæíî ñâÿçàòü ëèíåéíóþ �îðìó

Ë =
∂f

∂x
ξ +

∂f

∂y
η ,

êîòîðóþ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Ë ((x, y), (ξ, η)) . Òîãäà äè��å-
ðåíöèàë ïåðâîãî ïîðÿäêà �óíêöèè f(x, y) åñòü

df = Ë ((x, y), (dx, dy)) .

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèþ f(x, y) áóäåì íàçûâàòü äè��åðåíöèðóå-

ìîé â òî÷êå (x, y) , åñëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ëèíåéíàÿ �îðìà Ë

îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (x, y) , à â ñàìîé òî÷êå
(x, y) ïðè ëþáûõ �èêñèðîâàííûõ ξ , η áóäåò èìåòü äè��åðåíöèàë.

Ïóñòü ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

∂f
∂x

,

∂f
∂y

îïðåäåëåíû â îêðåñòíîñòè

òî÷êè (x, y) è äè��åðåíöèðóåìû â òî÷êå (x, y) . Ïðèäàäèì x è y

íîâûå ïðèðàùåíèÿ δx è δy . �àññìîòðèì äè��åðåíöèàë âûðàæå-

íèÿ df = Ë ((x, y), (dx, dy)) , âîñïîëüçóåìñÿ ïðè ýòîì òåì, ÷òî ïî

òåîðåìå Þíãà

∂2f
∂x∂y

= ∂2f
∂y∂x

â òî÷êå (x, y) :

δdf(x, y) = δ

{

∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy

}

= δ
∂f

∂x
dx+ δ

∂f

∂y
dy =

=

(

∂2f

∂x2
δx+

∂2f

∂y∂x
δy

)

dx +

(

∂2f

∂x∂y
δx+

∂2f

∂y2
δy

)

dy =

=
∂2f

∂x2
dxδx +

∂2f

∂x∂y
(δxdy + δydx) +

∂2f

∂y2
dyδy .

Ïîëó÷åííàÿ áèëèíåéíàÿ �îðìà íàçûâàåòñÿ ïîâòîðíûì äè��åðåí-

öèàëîì �óíêöèè f(x, y) â òî÷êå (x, y) . Åñëè ïîëîæèì δ = d , òî
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ïîëó÷èì äè��åðåíöèàë âòîðîãî ïîðÿäêà

d2f(x, y) =
∂2f

∂x2
dx2 + 2

∂2f

∂x∂y
dxdy +

∂2f

∂y2
dy2 .

� 56. Ôîðìóëà Òåéëîðà äëÿ �óíêöèè

ìíîãèõ ïåðåìåííûõ

Ìû ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå En → E1
äëÿ ñëó÷àÿ n = 2 , îïðå-

äåëåííîå â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè O(x, y) . Ïîëîæèì h = dx ,
k = dy . Ïóñòü f ∈ D(x, y) . Òîãäà

∆f = f(x+ h, y + k)− f(x, y) =
∂f

∂x
h+

∂f

∂y
k + o(ρ),

ãäå ρ =
√
h2 + k2 → 0 .

56.1. Ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì

â �îðìå Ëàãðàíæà

Ïóñòü �óíêöèÿ f(x, y) îïðåäåëåííà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè

O(x, y) òî÷êè (x, y) è âî âñåé ýòîé îêðåñòíîñòè èìååò äè��åðåíöè-
àëû df, d2f, ..., dnf ïîðÿäêà 1, 2, . . . , n ñîîòâåòñòâåííî. Ìû áóäåì

ñèìâîëè÷åñêè çàïèñûâàòü

df =
∂f

∂x
dx +

∂f

∂y
dy =

(

∂

∂x
dx+

∂

∂y
dy

)

f ;

d2f =

(

∂

∂x
dx+

∂

∂y
dy

)2

f ;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

dnf =

(

∂

∂x
dx+

∂

∂y
dy

)n

f .

Çàìå÷àíèå. Åñëè x = x(t) , y = y(t) , òî dx = dx
dt
dt = ϕ(t)dt ,

çíà÷èò, äè��åðåíöèàëû çàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ ìû íå ìîæåì ñ÷è-

òàòü ïîñòîÿííûìè. Íî åñëè x = a + ct , y = b + et , òî dx = cdt ,
dy = edt , è �îðìóëû äëÿ äè��åðåíöèàëîâ âûñøèõ ïîðÿäêîâ îñòà-

þòñÿ òàêèìè æå, êàê åñëè áû x è y áûëè íåçàâèñèìûìè ïåðåìåí-

íûìè à dx , dy � ïîñòîÿííûå ïðèðàùåíèÿ.
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2 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 24

(04.05.68)

Ïóñòü �óíêöèÿ z = f(x, y) îïðåäåëåíà â îòêðûòîì ìíîæåñòâå

G è òî÷êà (x0, y0) ∈ G . Òîãäà ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî

Oε(x0, y0) ⊂ G . Âîçüìåì ε1 , 0 < ε1 < ε , è ðàññìîòðèì ìíîæå-

ñòâî

F0 = {(x, y) ∈ G : ρ ((x, y), (x0, y0)) ≤ ε1} ⊂ G .

Ýòî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà

G , îáëàäàþùèõ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: åñëè (x, y) ∈ F0 , òî è îò-

ðåçîê, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè (x0, y0) è (x, y) , öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ

â F0 . Ìíîæåñòâà, îáëàäàþùèå òàêèì ñâîéñòâîì, íàçûâàþòñÿ çâåç-

äíûìè ìíîæåñòâàìè îòíîñèòåëüíî òî÷êè (x0, y0) . Èç îïðåäåëå-
íèÿ íå ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî F0 âûïóêëî, òàê êàê òî÷êà (x0, y0)
�èêñèðîâàíà. Ìíîæåñòâî

F0 = {(x, y) ∈ G : ρ ((x, y), (x0, y0)) ≤ ε1} ⊂ G ,

ïðèâåäåííîå âûøå, ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ïðîñòûì çâåçäíûì ìíîæå-

ñòâîì è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàìêíóòûé êðóã ñ öåíòðîì â òî÷êå

(x0, y0) (ðèñ. 12.7).

�èñ. 12.7. Êðóã ñ ãðàíèöåé � íàèáîëåå ïðîñòîå çâåçäíîå ìíîæåñòâî.

Òåîðåìà (�îðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â �îð-

ìå Ëàãðàíæà). Ïóñòü �óíêöèÿ z = f(x, y) îïðåäåëåíà â íåêî-

òîðîì çâåçäíîì îòíîñèòåëüíî òî÷êè (x0, y0) ìíîæåñòâå F0 .

Ïóñòü â êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà F0 �óíêöèÿ f(x, y) èìååò
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äè��åðåíöèàëû 1-ãî, 2-ãî, . . . ,n-ãî ïîðÿäêîâ. Ïîëîæèì x = x0+h ,
y = y0+k . Òîãäà ñïðàâåäëèâà �îðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëå-

íîì â �îðìå Ëàãðàíæà

f(x, y) = f(x0, y0) +
1

1!

(

∂

∂x
h+

∂

∂y
k

)

f(x0, y0)+

+
1

2!

(

∂

∂x
h+

∂

∂y
k

)2

f(x0, y0) + ...+

+
1

(n− 1)!

(

∂

∂x
h+

∂

∂y
k

)n−1

f(x0, y0)+

+
1

n!

(

∂

∂x
h+

∂

∂y
k

)n

f(x0 + θh, y0 + θk) ,

ãäå 0 < θ < 1 .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. �àññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ �óíêöèþ

F (t) = f(x0 + th, y0 + tk), ãäå 0 ≤ t ≤ 1 .

Îòìåòèì, ÷òî F (0) = f(x0, y0) , F (1) = f(x0 + h, y0 + k) = f(x, y) .
Ýòà �óíêöèÿ åñòü ñëîæíàÿ �óíêöèÿ F (t) = f(ξ, η) , ãäå ξ = x0+th ,
η = y0 + tk . Òàê êàê äè��åðåíöèàë �óíêöèè f ñóùåñòâóåò, òî ñó-

ùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ F ′
�óíêöèè F :

F ′(t) =
∂f

∂ξ
h+

∂f

∂η
k =

(

∂

∂ξ
h+

∂

∂η
k

)

f .

Òàê êàê âòîðîé, . . . , n-ûé äè��åðåíöèàëû �óíêöèè f ñóùåñòâó-

þò, òî ñóùåñòâóþò òàêæå è âòîðàÿ, . . . , n-àÿ ïðîèçâîäíûå �óíêöèè

F (t) . Çíà÷èò, äëÿ �óíêöèè F (t) ìû ìîæåì íàïèñàòü �îðìóëó Òåé-

ëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â �îðìå Ëàãðàíæà:

F (t) = F (0) +
t

1!
F ′(0) + ...+

tn−1

(n− 1)!
F (n−1)(0) +

tn

n!
F (n)(θt),

ãäå 0 < θ < 1 . Ïîëîæèì t = 1 . Òîãäà èìååì

F (1) = F (0) +
1

1!
F ′(0) + ...+

1

(n− 1)!
F (n−1)(0) +

1

n!
F (n)(θ)

(0 < θ < 1) .
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Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ �óíêöèè f ïîëó÷èì

f(x, y) = f(x0, y0) +
1

1!

(

∂

∂x
h+

∂

∂y
k

)

f(x0, y0)+

+
1

2!

(

∂

∂x
h+

∂

∂y
k

)2

f(x0, y0) + ...+

+
1

(n− 1)!

(

∂

∂x
h+

∂

∂y
k

)n−1

f(x0, y0)+

+
1

n!

(

∂

∂x
h+

∂

∂y
k

)n

f(x0 + θh, y0 + θk) ,

ãäå 0 < θ < 1 . ◮

×åðåç äè��åðåíöèàëû �îðìóëà Òåéëîðà çàïèøåòñÿ òàê:

f(x, y) = f(x0, y0) +
1

1!
df(x0, y0) +

1

2!
d2f(x0, y0)+

+ ...+
1

(n− 1)!
dn−1f(x0, y0) +

1

n!
dnf(x0 + θh, y0 + θk) ,

ãäå 0 < θ < 1 .

56.2. Ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì

â �îðìå Ëàãðàíæà, ñëó÷àé n = 1

Äëÿ n = 1 �îðìóëà Òåéëîðà ïðèìåò âèä

f(x, y) = f(x0, y0) + h
∂f

∂x
(x0 + θh, y0 + θk) + k

∂f

∂y
(x0 + θh, y0 + θk),

ãäå 0 < θ < 1 .
Äîïóñòèì, ÷òî âòîðîé äè��åðåíöèàë d2f(x0, y0) ñóùåñòâóåò â

òî÷êå (x0, y0) . Ýòî çíà÷èò, ÷òî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
∂f
∂x

è

∂f
∂y

äè�-

�åðåíöèðóåìû â òî÷êå (x0, y0) , ò. å.

∂f

∂x
(x, y) =

=

(

∂f

∂x

)

0

+

(

∂2f

∂x2

)

0

·(x−x0)+
(

∂2f

∂x∂y

)

0

·(y−y0)+o(ρ), ρ→ 0 ,
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∂f

∂y
(x, y) =

=

(

∂f

∂y

)

0

+

(

∂2f

∂x∂y

)

0

·(x−x0)+
(

∂2f

∂y2

)

0

·(y−y0)+o(ρ), ρ→ 0 ,

ãäå ρ =
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 . Åñëè ïîäñòàâèì x = x0 + θh ,
y = y0 + θk , òî ïîëó÷èì

∂f

∂x
(x0 + θh, y0 + θk) =

=

(

∂f

∂x

)

0

+ θ

{(

∂2f

∂x2

)

0

h+

(

∂2f

∂x∂y

)

0

k

}

+ o
(

θ
√

h2 + k2
)

,

∂f

∂y
(x0 + θh, y0 + θk) =

=

(

∂f

∂y

)

0

+ θ

{(

∂2f

∂x∂y

)

0

h+

(

∂2f

∂y2

)

0

k

}

+ o
(

θ
√

h2 + k2
)

,

ïðè ρ→ 0 . Îòñþäà

f(x, y) = f(x0, y0) + h

(

∂f

∂x

)

0

+ k

(

∂f

∂y

)

0

+

+θ

{

h2
(

∂2f

∂x2

)

0

+ 2kh

(

∂2f

∂x∂y

)

0

+ k2
(

∂2f

∂y2

)

0

}

+o
(

θ2(h2 + k2)
)

,

èëè îêîí÷àòåëüíî,

f(x, y) = f(x0, y0) + df(x0, y0) + θ
{

d2f(x0, y0) + o(h2 + k2)
}

(ρ→ 0) .

Ýòî âèä �îðìóëû, óäîáíûé äëÿ èññëåäîâàíèÿ �óíêöèè íà ýêñòðå-

ìóì.

56.3. Ýêñòðåìóìû �óíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ

Îïðåäåëåíèÿ ýêñòðåìóìîâ äëÿ �óíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ îñòà-

þòñÿ òàêèìè æå, êàê è äëÿ �óíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé.
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Òåîðåìà (íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà �óíêöèé ìíî-

ãèõ ïåðåìåííûõ). Åñëè �óíêöèÿ f(x, y) äè��åðåíöèðóåìà â òî-

÷êå (x0, y0) , òî äëÿ òîãî, ÷òîáû �óíêöèÿ f(x, y) â ýòîé òî÷êå

èìåëà ýêñòðåìóì íåîáõîäèìî, ÷òîáû åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

∂f
∂x

è

∂f
∂y

â òî÷êå (x0, y0) áûëè ðàâíû íóëþ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î î÷åâèäíî. Ïîëîæèì y = y0 , ñîõðàíÿÿ x ïå-
ðåìåííûì. Òîãäà ïîëó÷èì �óíêöèþ îò îäíîé ïåðåìåííîé f(x, y0) .
Ïî òåîðåìå Ôåðìà, åñëè ýòà �óíêöèÿ äîñòèãàåò â òî÷êå x0 ýêñòðå-

ìóì, òî åå ïðîèçâîäíàÿ â ýòîé òî÷êå ðàâíà íóëþ, ò. å.

∂f
∂x

(x0, y0) = 0 .

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â òî÷êå ýêñòðåìóìà

∂f
∂y

(x0, y0) = 0 .

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå îáðàùåíèÿ â íóëü ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

�óíêöèè â òî÷êå (x0, y0) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ ñóùåñòâîâà-

íèÿ ýêñòðåìóìà �óíêöèè â ýòîé òî÷êå. ◮ .

Îïðåäåëåíèå. Òî÷êè, â êîòîðûõ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îáðàùàþò-

ñÿ â íóëü, íàçûâàþòñÿ êðèòè÷åñêèìè.

Äëÿ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê �îðìóëà Òåéëîðà ïðèíèìàåò âèä

f(x, y) = f(x0, y0) + θ
{

d2f(x0, y0) + o(h2 + k2)
}

.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

(

d2f
)

0
6≡ 0 . �àññìîòðèì êâàäðàòè÷íóþ �îðìó

(

d2f
)

(x0, y0) =
∂2f

∂x2
h2 + 2

∂2f

∂x∂y
hk +

∂2f

∂y2
k2 .

ßñíî, ÷òî åñëè ýòà êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà ñòðîãî ïîëîæèòåëüíàÿ, òî

â òî÷êå (x0, y0) �óíêöèÿ f èìååò ìèíèìóì, åñëè ýòà êâàäðàòè÷íàÿ

�îðìà ñòðîãî îòðèöàòåëüíàÿ, òî â òî÷êå (x0, y0) �óíêöèÿ èìååò

ìàêñèìóì. Åñëè êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà çíàêîïåðåìåííàÿ, òî ýêñòðå-

ìóìà íå áóäåò. Åñëè êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà îòðèöàòåëüíàÿ, íî íå

ñòðîãî îòðèöàòåëüíàÿ (ïîëîæèòåëüíàÿ, íî íå ñòðîãî ïîëîæèòåëü-

íàÿ), òî âòîðîãî äè��åðåíöèàëà íå äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îòâåòèòü íà

âîïðîñ, åñòü ëè â òî÷êå ýêñòðåìóì.
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� 57. Íåÿâíûå �óíêöèè

57.1. Òåîðåìû î íåÿâíûõ �óíêöèÿõ

äëÿ ñëó÷àÿ îäíîãî óðàâíåíèÿ

Ïóñòü �óíêöèÿ z = F (x, y) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè

O2(x0, y0) ⊂ E2
òî÷êè (x0, y0) è ïóñòü z0 = F (x0, y0) = 0 .

Îïðåäåëåíèå. Åñëè ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòü O1(x0) ⊂ E1
òî÷êè

x0 è òàêàÿ �óíêöèÿ y = f(x) , îïðåäåëåííàÿ â ýòîé îêðåñòíîñòè,

êîòîðàÿ îáðàùàåò óðàâíåíèå F (x, y) = 0 â òîæäåñòâî, ò. å. äëÿ êî-

òîðîé âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) f(x0) = y0 ,

2) ∀x ∈ O1(x0) F (x, f(x)) ≡ 0 ,

òî ãîâîðÿò, ÷òî óðàâíåíèå F (x, y) = 0 îïðåäåëÿåò íåÿâíî �óíêöèþ

y = f(x) .

Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ

1. î ñóùåñòâîâàíèè íåÿâíîé �óíêöèè � ýòî âîïðîñ î ñóùåñòâî-

âàíèè òàêîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è òàêîé �óíêöèè f(x) , ÷òî
âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 1) è 2) îïðåäåëåíèÿ.

Êðîìå òîãî, åñòåñòâåííî âñòàþò âîïðîñû

2. î åäèíñòâåííîñòè è

3. î ãëàäêîñòè íåÿâíîé �óíêöèè, ò. å. î íåïðåðûâíîñòè è äè�-

�åðåíöèàëüíûõ ñâîéñòâàõ.

Ìû ðàññìàòðèâàëè ïðîñòåéøèé ñëó÷àé ýòîé çàäà÷è, êîãäà ãîâî-

ðèëè îá îáðàòíîé �óíêöèè. Ìû çàäàâàëè �óíêöèþ y = ϕ(x) è ðàñ-
ñìàòðèâàÿ óðàâíåíèå F (x, y) = y−ϕ(x) = 0 îòâå÷àëè íà âîïðîñ, êî-

ãäà ýòî óðàâíåíèå ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî x , ò. å. èñêàëè ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ â âèäå x = ψ(y) . Ìû óæå âèäåëè, ÷òî ýòî âîçìîæíî,

åñëè �óíêöèÿ ϕ ìîíîòîííà è íåïðåðûâíà, ÷òî áûâàåò, íàïðèìåð,

êîãäà ϕ′(x) > 0 ( ϕ′(x) < 0 ) (óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè è ñòðîãîé

ìîíîòîííîñòè �óíêöèè ϕ′(x) ). Çàìåòèì, ÷òî ϕ′(x) = ∂F
∂x

6= 0 �

îòëè÷íà îò íóëÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî òîé ïåðåìåííîé, îòíîñè-

òåëüíî êîòîðîé ðàçðåøàåì óðàâíåíèå.
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�èñ. 12.8. Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè íåÿâíîé �óíêöèè, ïîñòðîåíèå.

Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ íåÿâíîé �óíêöèè äëÿ ñëó÷àÿ îä-

íîãî óðàâíåíèÿ.Ïóñòü â îêðåñòíîñòè O2(x0, y0) òî÷êè (x0, y0)
çàäàíà �óíêöèÿ z = F (x, y) , êîòîðàÿ íåïðåðûâíà â ýòîé îêðåñò-

íîñòè è ïóñòü F (x0, y0) = 0 è ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ

(

∂F
∂y

)

0
�óíê-

öèè F (x, y) â òî÷êå (x0, y0) îòëè÷íà îò 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò

òàêàÿ îêðåñòíîñòü O1(x0) ⊂ E1
òî÷êè x0 è ñóùåñòâóåò òàêàÿ

�óíêöèÿ y = f(x) , îïðåäåëåííàÿ â ýòîé îêðåñòíîñòè, êîòîðàÿ

íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 , óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ y0 = f(x0) , ïðè-
÷åì ∀x ∈ O(x0) F (x, f(x)) ≡ 0 .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. �àññìîòðèì �óíêöèþ F (x0, y) , êîòîðàÿ
îïðåäåëåíà äëÿ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè O1(y0) òî÷êè y0 . Çàäàäèì
ε > 0 . Ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè F (x0, y) â òî÷êå y0 îòëè÷íà îò íóëÿ.

Áóäåì ñ÷èòàòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî

(

∂F
∂y

)

0
= ∂F

∂y
(x0, y0) > 0 .

Ýòî çíà÷èò, ÷òî �óíêöèÿ F (x0, y) ñòðîãî âîçðàñòàåò â òî÷êå y0 ,
çíà÷èò íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü O1

∗(y0) ⊂ O1(y0) , ÷òî áóäåò

âûïîëíÿòüñÿ F (x0, y) > F (x0, y0) , åñëè y > y0 è y ∈ O1
∗(y0) , è

F (x0, y) < F (x0, y0) , åñëè y < y0 è y ∈ O1
∗(y0) . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

ðàäèóñ ýòîé îêðåñòíîñòè O1
∗(y0) ìåíüøå ε . Òàêèì îáðàçîì ìû ïî-

ëó÷èëè, ÷òî ∀ ε > 0 ∃ ε1 ( 0 < ε1 ≤ ε ), ∀ y , y0 < y < y0 + ε1 ,
F (x0, y) > 0 è ∀ y , y0 − ε1 < y < y0 , F (x0, y) < 0 . Çà�èêñèðóåì
÷èñëà y1, y2 (ðèñ. 12.8) òàêèå, ÷òî

y0 − ε < y1 < y0 < y2 < y0 + ε .

Òîãäà F (x0, y1) < 0 , F (x0, y2) > 0 , F (x0, y0) = 0 .
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�àññìîòðèì �óíêöèþ F (x, y1) , îïðåäåëåííóþ â îêðåñòíîñòè

O(x0) òî÷êè x0 è íåïðåðûâíóþ â ýòîé îêðåñòíîñòè. Òàêèì æå

ñâîéñòâîì îáëàäàåò �óíêöèÿ F (x, y2) . Íî çíà÷åíèå F (x0, y1) < 0 ,
à F (x0, y2) > 0 . Îòñþäà, ïî òåîðåìå î ñîõðàíåíèè çíàêà íåïðåðûâ-
íîé �óíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé ∃ δ > 0 ∀x , x0 − δ < x < x0 + δ ,
F (x, y1) < 0 è F (x, y2) > 0 .

Òåïåðü ðàññìîòðèì �óíêöèþ F (x, y) = ϕ(y) , ãäå x � �èêñèðî-

âàííàÿ òî÷êà òàêàÿ, ÷òî x0− δ < x < x0+ δ . Ýòà �óíêöèÿ ïîëîæè-
òåëüíà äëÿ y = y2 è îòðèöàòåëüíà äëÿ y = y1 . Êðîìå òîãî, ýòà
�óíêöèÿ íåïðåðûâíà. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà y = f(x) , â
êîòîðîé ýòà �óíêöèÿ ϕ îáðàùàåòñÿ â 0 (ïî òåîðåìå î ïðîìåæóòî÷-

íîì çíà÷åíèè íåïðåðûâíîé �óíêöèè): ϕ(y) = 0 .

Òàêèì îáðàçîì, ∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀x , x0 − δ < x < x0 + δ ,
ñóùåñòâóåò òî÷êà y = f(x) òàêàÿ, ÷òî F (x, f(x)) = 0 . Ïðè ýòîì

|f(x)− y0| < ε . Îòìåòèì, ÷òî íåïðåðûâíîñòü �óíêöèè y = f(x)
åùå íå äîêàçàíà, òàê êàê f(x) = fε(x) ñàìà çàâèñèò îò ε .

Äîêàæåì íåïðåðûâíîñòü (ðèñ. 12.9). Çàäàäèì ìîíîòîííî óáû-

âàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë {εn} . Ïî ýòîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïî äîêàçàííîìó, ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë {δn} , êîòîðóþ ìîæåì âçÿòü ìîíîòîííî óáû-

âàþùåé ê íóëþ, òàêóþ, ÷òî

∀x, |x− x0| < δ1, |f1(x) − y0| < ε1 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∀x, |x− x0| < δn, |fn(x) − y0| < εn .

�èñ. 12.9. Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè íåÿâíîé �óíêöèè, íåïðåðûâ-

íîñòü.
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Ïîëîæèì f(x) = fn(x) , åñëè δn+1 ≤ |x− x0| < δn è ïóñòü âûïîë-

íÿåòñÿ f(x0) = y0 . Òîãäà |f(x)− y0| < εn åñëè |x− x0| < δn . À
ýòî çíà÷èò, ÷òî

f(x) → f(x0) = y0 ïðè x→ x0 .

Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà â îêðåñòíîñòè

O1(x0) = {x : |x− x0| < δ1} è íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 . ◮

Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè íåÿâíîé �óíêöèè äëÿ ñëó÷àÿ îä-

íîãî óðàâíåíèÿ. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû ñóùåñòâî-

âàíèÿ íåÿâíîé �óíêöèè äëÿ ñëó÷àÿ îäíîãî óðàâíåíèÿ è êðîìå òî-

ãî, ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ

∂F
∂y

ïîëîæèòåëüíà (îòðèöàòåëüíà) â

îêðåñòíîñòè O2(x0, y0) òî÷êè (x0, y0) . Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ

îêðåñòíîñòü O1(x0) òî÷êè x0 , ÷òî â ýòîé îêðåñòíîñòè ñóùå-

ñòâóåò, è ïðèòîì åäèíñòâåííàÿ, �óíêöèÿ y = f(x) òàêàÿ, ÷òî

F (x, f(x)) ≡ 0 .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ O1(x0) (ïîä

îêðåñòíîñòüþ O1(x0) ïîäðàçóìåâàåòñÿ îêðåñòíîñòü, ïîñòðîåííàÿ â

òåîðåìå ñóùåñòâîâàíèÿ íåÿâíîé �óíêöèè) �óíêöèÿ ϕ(y) = F (x, y)
ñòðîãî âîçðàñòàåò, òàê êàê

∂F
∂y

> 0 , ïðè÷åì ϕ(y2) > 0 , ϕ(y1) < 0 .

Íî òàê êàê �óíêöèÿ ϕ(y) íåïðåðûâíà è ñòðîãî âîçðàñòàåò, òî ñó-

ùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà y∗ = f(x) òàêàÿ, ÷òî ϕ(y∗) = 0 . Ïðè
ýòîì �óíêöèÿ y∗ = f(x) àâòîìàòè÷åñêè íåïðåðûâíà â O1(x0) , òàê
êàê ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå ñóùåñòâîâàíèÿ íåÿâíîé �óíêöèè äëÿ

îäíîãî óðàâíåíèÿ ýòà �óíêöèÿ íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 , à â äðóãèõ
òî÷êàõ ýòîé îêðåñòíîñòè óñëîâèÿ òåîðåìû òàêæå âûïîëíÿþòñÿ. ◮

Òåîðåìà î äè��åðåíöèðóåìîñòè íåÿâíîé �óíêöèè. Ïóñòü

âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè íå-

ÿâíîé �óíêöèè äëÿ îäíîãî óðàâíåíèÿ è êðîìå òîãî �óíêöèÿ

F (x, y) ∈ D(x0, y0) . Òîãäà íåÿâíàÿ �óíêöèÿ y = f(x) äè��åðåí-

öèðóåìà â òî÷êå x0 .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî òåîðåìàì ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåí-

íîñòè ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ íåÿâíàÿ �óíêöèÿ y = f(x) . ßñíî,
÷òî F (x, f(x)) − F (x0, y0) = 0 . Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

F (x, f(x))−F (x0, y0) =
(

∂F

∂x

)

0

∆x0+

(

∂F

∂y

)

0

∆y0+o(ρ) (ρ→ 0) .
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Çäåñü ∆y0 = f(x)− y0 . Çíà÷èò
(

∂F

∂x

)

0

∆x0 +

(

∂F

∂y

)

0

∆y0 + o(ρ) = 0 (ρ→ 0) .

o(ρ) ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü â âèäå o(ρ) = α∆x0 + β∆y0 , ãäå
|α| → 0 , |β| → 0 ïðè x→ x0 . Òîãäà

{(

∂F

∂x

)

0

+ α

}

∆x0 +

{(

∂F

∂y

)

0

+ β

}

∆y0 = 0 .

Îòñþäà

∆y0
∆x0

= −
(

∂F
∂x

)

0
+ α

(

∂F
∂y

)

0
+ β

.

Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî âûðàæåíèÿ èìååò ïðåäåë ïðè ∆x0 → 0 , çíà÷èò,
f ′(x0) ñóùåñòâóåò, ïðè÷åì

f ′(x0) = −
(

∂F
∂x

)

0
(

∂F
∂y

)

0

.

◮

Ñëåäñòâèå. Åñëè z = F (x, y) äè��åðåíöèðóåìà â O2(x0, y0) , òî
íåÿâíàÿ �óíêöèÿ y = f(x) äè��åðåíöèðóåìà â O1(x0) .
Çàìå÷àíèå. Ïóñòü y = f(x) � íåÿâíàÿ �óíêöèÿ, çàäàâàåìàÿ óðàâ-
íåíèåì F (x, y) = 0 è îïðåäåëåííàÿ â îêðåñòíîñòè O1(x0) . Òîãäà
èìååì F (x, f(x)) ≡ 0 è ïî ïðàâèëàì äè��åðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé

�óíêöèè

∂F

∂x
+
∂F

∂y
· f ′(x) = 0 .

Äëÿ ïðèìåíåíèÿ äè��åðåíöèðîâàíèÿ íàäî çíàòü, ÷òî âíóòðåííÿÿ

�óíêöèÿ äè��åðåíöèðóåìà.

57.2. Òåîðåìû î íåÿâíûõ �óíêöèÿõ

äëÿ ñèñòåì óðàâíåíèé

Ïóñòü â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè O3(x0, y01 , y
0
2) ⊂ E3

òî÷êè

(x0, y01 , y
0
2) îïðåäåëåíà ñèñòåìà óðàâíåíèé

{

F (x, y1, y2) = 0
G(x, y1, y2) = 0

è

{

F (x0, y01 , y
0
2) = 0

G(x0, y01 , y
0
2) = 0

.
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Îïðåäåëåíèå. Åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü O1(x0) ⊂ E1
òî÷êè

x0 è òàêèå �óíêöèè

{

y1 = f(x)
y2 = g(x)

, îïðåäåëåííûå â ýòîé îêðåñò-

íîñòè, êîòîðûå îáðàùàþò ñèñòåìó óðàâíåíèé

{

F (x, y1, y2) = 0
G(x, y1, y2) = 0

â òîæäåñòâî, ò. å. äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1)

{

y01 = f(x0)
y02 = g(x0)

,

2) ∀x ∈ O1(x0)

{

F (x, f(x), g(x)) ≡ 0
G(x, f(x), g(x)) ≡ 0

, òî ãîâîðÿò, ÷òî ñèñòåìà

óðàâíåíèé

{

F (x, y1, y2) = 0
G(x, y1, y2) = 0

îïðåäåëÿåò â îêðåñòíîñòè O1(x0)

íåÿâíûå �óíêöèè

{

y1 = f(x)
y2 = g(x)

.

Ïîëîæèì

J(x, y, z) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂F
∂y

∂F
∂z

∂G
∂y

∂G
∂z

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
D(F,G)

D(y, z)

(ýòîò îïðåäåëèòåëü íàçûâàåòñÿ ÿêîáèàíîì).

Çàìå÷àíèå. ßêîáèàíû è èõ �îðìàëüíûå ñâîéñòâà. Ïóñòü

çàäàíû �óíêöèè F (y1, y2) , G(y1, y2) è �óíêöèè y1 = ϕ(x1, x2) ,
y2 = ψ(x1, x2) . Òîãäà äëÿ ñëîæíûõ �óíêöèé

F (y1, y2) = F1(x1, x2) , G(y1, y2) = G1(x1, x2)

èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

D(F,G)

D(x1, x2)
=

D(F,G)

D(y1, y2)
· D(ϕ, ψ)

D(x1, x2)
.

Ìû ïîëó÷èëè åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå �îðìóëû äëÿ ïðîèçâîäíîé

ñëîæíîé �óíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî.
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2 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 26

(08.05.68)

Ëåììà. Ïóñòü �óíêöèÿ z = F (x, y) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé

îêðåñòíîñòè O2(x0, y0) òî÷êè (x0, y0) è ïóñòü â ýòîé îêðåñò-

íîñòè ñóùåñòâóþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

∂F
∂x

,

∂F
∂y

, íåïðåðûâíûå

â ñàìîé òî÷êå (x0, y0) , à F (x0, y0) = 0 . Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ

îêðåñòíîñòü O2
1(x0, y0) ⊂ O2(x0, y0) , â êîòîðîé �óíêöèÿ F (x, y)

áóäåò íåïðåðûâíà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó òåîðåìû îá îãðàíè÷åííîñòè

íåïðåðûâíîé �óíêöèè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü O2
1(x0, y0) òî÷êè

(x0, y0) , â êîòîðîé ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

∂F
∂x

è

∂F
∂y

áóäóò îãðàíè-

÷åíû, ò. å. ∃M > 0 ∀ (x, y) ∈ O2
1(x0, y0)

∣

∣

∂F
∂x

∣

∣ ≤M ,

∣

∣

∣

∂F
∂y

∣

∣

∣
≤M .

Âîçüìåì äâå òî÷êè (x, y), (x′, y′) ∈ O2
1(x0, y0) . Äëÿ ýòèõ òî÷åê

∆F (x, y) = F (x′, y′)−F (x, y) = F (x′, y′)−F (x, y′)+F (x, y′)−F (x, y) .

Ïðèìåíèâ �îðìóëó Ëàãðàíæà, ïîëó÷èì, ÷òî

∆F (x, y) =

(

∂F

∂x

)

ξ

(x′ − x) +

(

∂F

∂y

)

η

(y′ − y) .

Çíà÷èò, äëÿ ëþáûõ òî÷åê (x, y), (x′, y′) ∈ O2
1(x0, y0)

|∆F | ≤M {|∆x|+ |∆y|} .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèÿ F íåïðåðûâíà â òî÷êå (x, y) , ò. å.
�óíêöèÿ F íåïðåðûâíà âî âñåé îêðåñòíîñòè O2

1(x0, y0) (èñïîëüçî-

âàíà òîëüêî îãðàíè÷åííîñòü ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ).

Çàìåòèì, ÷òî èç äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ äè��åðåíöèðóåìîñòè

(ï. 54.2, ñ. 253) ñëåäóåò, ÷òî F (x, y) ∈ D(x0, y0) . ◮

Òàêèì îáðàçîì íàìè äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà. Åñëè �óíêöèÿ F (x, y) èìååò â òî÷êå (x0, y0) íåïðåðûâ-
íûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

∂F
∂x

,

∂F
∂y

∈ C(x0, y0) è

∂F
∂y

(x0, y0) 6= 0 , à

F (x0, y0) = 0 , òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè O1(x0) òî÷êè x0 ñó-

ùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ íåïðåðûâíàÿ íåÿâíàÿ �óíêöèÿ

y = f(x) , äè��åðåíöèðóåìàÿ â òî÷êå x0 . Åñëè æå ÷àñòíûå ïðî-

èçâîäíûå íåïðåðûâíû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè O2(x0, y0) òî÷êè
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(x0, y0) , òî íåÿâíàÿ �óíêöèÿ y = f(x) áóäåò äè��åðåíöèðóåìà â

íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè O1
∗(x0) ⊂ O1(x0) òî÷êè x0 .

Òåîðåìà (îáîáùåííàÿ òåîðåìà î íåÿâíîé �óíêöèè). Ïóñòü

�óíêöèÿ z = F (x1, x2, y) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè

O3(x01, x
0
2, y

0) òî÷êè (x01, x
0
2, y

0) è â ýòîé îêðåñòíîñòè èìååò

íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

∂F
∂x1

,

∂F
∂x2

,

∂F
∂y

. Ïóñòü òàêæå

(

∂F
∂y

)

0
6= 0 è F (x01, x

0
2, y

0) = 0 . Òîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñò-

íîñòü O2(x01, x
0
2) òî÷êè (x01, x

0
2) , â êîòîðîé ñóùåñòâóåò , ïðè÷åì

åäèíñòâåííàÿ, �óíêöèÿ y = f(x1, x2) òàêàÿ, ÷òî

1) y0 = (x01, x
0
2) ,

2) F (x1, x2, f(x1, x2)) ≡ 0 , ïðè÷åì ýòà �óíêöèÿ y = f(x1, x2)
äè��åðåíöèðóåìà â îêðåñòíîñòè O2(x01, x

0
2) .

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû àíàëîãè÷íî äàííûì ðàíåå äîêàçà-

òåëüñòâàì ñîîòâåòñòâóþùèõ òåîðåì î íåÿâíîé �óíêöèè. Çàìåòèì,

÷òî äè��åðåíöèðóÿ òîæäåñòâî F (x1, x2, f(x1, x2)) ≡ 0 ïîëó÷èì

∂F

∂x1
dx1 +

∂F

∂x2
dx2 +

∂F

∂y
df = 0 ,

îòêóäà

df = −
∂F
∂x1

∂F
∂y

dx1 −
∂F
∂x2

∂F
∂y

dx2 .

Òåîðåìà î íåÿâíîé �óíêöèè äëÿ ñèñòåì óðàâíåíèé. Ïóñòü

äàíû äâå �óíêöèè

{

u = F (x, y, z)
v = G(x, y, z)

, çàäàííûå â íåêîòîðîé

îêðåñòíîñòè O3(x0, y0, z0) òî÷êè (x0, y0, z0) è ïóñòü

{

F (x0, y0, z0) = 0
G(x0, y0, z0) = 0

.

Ïóñòü â ýòîé îêðåñòíîñòè �óíêöèè F è G èìåþò íåïðåðûâíûå

ïåðâûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå è

J(x0, y0, z0) 6= 0 .

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü O1(x0) òî÷êè x0 , ÷òî â

ýòîé îêðåñòíîñòè ñèñòåìà óðàâíåíèé

{

F (x, y, z) = 0
G(x, y, z) = 0

èìååò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

{

y = f(x)
z = g(x)

, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì:
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1) y0 = f(x0) ; z0 = g(x0) ;

2) F (x, f(x), g(x)) ≡ 0 ; G (x, f(x), g(x)) ≡ 0 ;
3) �óíêöèè f è g èìåþò â îêðåñòíîñòè O1(x0) íåïðåðûâíûå

ïðîèçâîäíûå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê ÿêîáèàí J(x0, y0, z0) 6= 0 ,
òî ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

∂F
∂y

èëè

∂F
∂z

â

òî÷êå (x0, y0, z0) îòëè÷íà îò íóëÿ. Ïóñòü

(

∂F
∂z

)

0
6= 0 . �àññìîòðèì

óðàâíåíèå G(x, y, z) = 0 . Ïî îáîáùåííîé òåîðåìå î íåÿâíîé �óíê-
öèè ñóùåñòâóþò òàêàÿ îêðåñòíîñòü O2(x0, y0) è åäèíñòâåííàÿ îïðå-
äåëåííàÿ â íåé �óíêöèÿ z = h(x, y) , óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì:

1) z0 = h(x0, y0) ;

2) G (x, y, h(x, y)) ≡ 0 â îêðåñòíîñòè O2(x0, y0) ;
3) �óíêöèÿ h(x, y) èìååò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

â îêðåñòíîñòè O2(x0, y0) . Çàìåíÿÿ â ñèñòåìå âòîðîå óðàâíåíèå

ðàâíîñèëüíûì åìó z = h(x, y) , ïîëó÷èì ðàâíîñèëüíóþ ñèñòåìó

{

F (x, y, z) = 0
z = h(x, y)

. Ïîäñòàâèâ z = h(x, y) â ïåðâîå óðàâíåíèå, ïîëó-

÷èì ñèñòåìó

{

F (x, y, h(x, y)) = 0
z = h(x, y)

.

Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ �óíêöèþ Φ(x, y) = F (x, y, h(x, y)) .
Òàê êàê

Φ(x0, y0) = F (x0, y0, h(x0, y0)) = F (x0, y0, z0) = 0 ,

òî óñëîâèåì ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ Φ(x, y) = 0 áóäåò óñëîâèå

(

∂Φ
∂y

)

0
6= 0 . Âû÷èñëèì ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ

∂Φ
∂y

. Äëÿ ýòîãî ïðî-

äè��åðåíöèðóåì ïî y ðàâåíñòâî Φ(x, y) = F (x, y, h(x, y)) :

∂Φ

∂y
=
∂F

∂y
− ∂F

∂z

∂h

∂y
.

Òàê êàê G (x, y, h(x, y)) ≡ 0 , òî äè��åðåíöèðóÿ ýòî óðàâíåíèå ïî

y, ïîëó÷èì

∂G

∂y
+
∂G

∂z

∂h

∂y
= 0 .

Îòñþäà

∂h
∂y

= −
∂G
∂y

∂G
∂z

. Ïîäñòàâèâ ýòî çíà÷åíèè â âûðàæåíèå äëÿ

∂Φ
∂y

,
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ïîëó÷èì

∂Φ

∂y
=
∂F

∂y
− ∂F

∂z
·
∂G
∂y

∂G
∂z

=

∂F
∂y

· ∂G
∂z

− ∂F
∂z

· ∂G
∂y

∂G
∂z

=
J(x, y, z)

∂G
∂z

.

Ïî óñëîâèþ J(x0, y0, z0) 6= 0 è

(

∂F
∂z

)

0
6= 0 è çíà÷èò,

∂Φ
∂y

6= 0 â

îêðåñòíîñòè O2(x0, y0) . Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò òàêàÿ îêðåñò-
íîñòü O1(x0) è åäèíñòâåííàÿ �óíêöèÿ y = f(x) , äëÿ êîòîðîé

y0 = f(x0) , F (x, f(x), h (x, f(x))) ≡ 0 , ïðè÷åì �óíêöèÿ f èìååò

íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå â îêðåñòíîñòè O1(x0) . Òåïåðü

íàøà ñèñòåìà ïðèìåò âèä

{

y = f(x)
z = h(x, y)

, îòêóäà

{

y = f(x)
z = h(x, f(x)) = g(x)

.

Ïî òåîðåìå î äè��åðåíöèðóåìîñòè ñëîæíîé �óíêöèè �óíêöèÿ g

èìååò â îêðåñòíîñòè O1(x0) íåïðåðûâíóþ ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ

g′ . Êðîìå òîãî,

f(x0) = y0, g(x0) = h(x0, f(x0)) = h(x0, y0) = z0 .

Ïîäñòàíîâêîé ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî â O1(x0)

{

F (x, f(x), g(x)) ≡ 0
G(x, f(x), g(x)) ≡ 0

. ◮

Ïóñòü îòîáðàæåíèå (x1, x2) → (y1, y2) çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ

�óíêöèé

{

y1 = f(x1, x2)
y2 = g(x1, x2)

, ïðè÷åì

{

f(x0
1
, x02) = y01

g(x0
1
, x0

2
) = y02

. Ïðèìåíèì

òåîðåìó î íåÿâíîé �óíêöèè ê ñèñòåìå

{

F ≡ f(x1, x2)− y1 = 0
G ≡ g(x1, x2)− y2 = 0

.

Ïóñòü

J(x1, x2) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂f
∂x1

∂f
∂x2

∂g
∂x1

∂g
∂x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
D(f, g)

D(x1, x2)
.

Òîãäà ïîëó÷èì â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè îáðàòíîé �óíêöèè. Ïóñòü �óíê-

öèè f, g ∈ C1
(

O2(x01, x
0
2)
)

è â îêðåñòíîñòè O2(x01, x
0
2) ÿêîáèàí
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J(x1, x2) 6= 0 . Òîãäà íàéäåòñÿ O2
∗(x

0
1, x

0
2) òàêàÿ, â êîòîðîé ñó-

ùåñòâóþò åäèíñòâåííûå îáðàòíûå �óíêöèè

{

x1 = ϕ(y1, y2)
x2 = ψ(y1, y2)

.

(x0
1, x

0
2)

E2(x1, x2)

(y01, y
0
2)

E2(y1, y2)

�èñ. 12.10. Òåîðåìà îá îáðàòíîé �óíêöèè.

2 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 27

(12.05.68)

� 58. Äîïîëíåíèå ê òåîðèè ýêñòðåìóìà

�óíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ

Äëÿ �óíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé, çàäàííîé íà îòðåçêå, ìû óæå ðàñ-

ñìàòðèâàëè çàäà÷ó î íàõîæäåíèè àáñîëþòíîãî ýêñòðåìóìà (ñì. § 32
ñ. 133). �àññìîòðèì òåïåðü ýòó çàäà÷ó äëÿ �óíêöèè äâóõ ïåðåìåí-

íûõ z = f(x, y) , îïðåäåëåííîé â íåêîòîðîì çàìêíóòîì ìíîæåñòâå

D̄ ñ âíóòðåííîñòüþ D è ãðàíèöåé ∂D . Íàõîæäåíèå àáñîëþòíîãî

ýêñòðåìóìà â D̄ , êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, òîæå ñîñòîèò èç äâóõ

çàäà÷ (ðèñ. 12.11):

�èñ. 12.11. Ïîèñê ýêñòðåìóìà �óíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ.

1) íàõîæäåíèå ýêñòðåìóìà â îòêðûòîé îáëàñòè D ;
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2) íàõîæäåíèå ýêñòðåìóìà íà ãðàíèöå ∂D îáëàñòè D .

Ïåðâóþ çàäà÷ó ìû óæå ðåøàëè äëÿ äè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé

(ñì. ï. 56.3, ñ. 272). Çäåñü ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ íàõîæäåíèåì êðè-

òè÷åñêèõ òî÷åê (xi, yi) , â êîòîðûõ df = 0 , åñëè èõ êîíå÷íîå ÷èñëî.
Âî âòîðîé çàäà÷å, â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ �óíêöèè îäíîé ïåðåìåí-

íîé, ãðàíèöà ìíîæåñòâà ñîñòîèò èç áîëüøîãî ÷èñëà òî÷åê è ìåòîä

ïðîñòîãî ïåðåáîðà ãðàíè÷íûõ òî÷åê çäåñü ïðèìåíèòü íåëüçÿ. Åñ-

ëè ãðàíèöà îáëàñòè ãëàäêàÿ, òî ìîæåì åå ïðåäñòàâèòü óðàâíåíèåì

F (x, y) = 0 , ãäå F ∈ C1(D) . Òîãäà çàäà÷à 2) � ýòî çàäà÷à íà-

õîæäåíèÿ ýêñòðåìóìà �óíêöèè z = f(x, y) ïðè óñëîâèè, ÷òî åå

ïåðåìåííûå ñâÿçàíû óðàâíåíèåì F (x, y) = 0 , (x, y) ∈ ∂D . Ýòà

çàäà÷à íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì. Åñëè ãðàíèöà

îáëàñòè çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ íåñêîëüêèõ óðàâíåíèé Fi(x, y) = 0
(i = 1, 2, ..., k) , òî "èäåì ïî ðàçìåðíîñòè âíèç ò. å. èññëåäóåì íà ýêñ-

òðåìóì �óíêöèþ z = f(x, y) ñíà÷àëà â îòêðûòîé îáëàñòè D , çàòåì

íà ëèíèÿõ Fi(x, y) = 0 , çàòåì â êîíöåâûõ òî÷êàõ Aj ýòèõ ëèíèé

(ðèñ. 12.11).

�èñ. 12.12. Ïðèáëèæåíèå îáëàñòè ìíîãîóãîëüíèêîì.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëèíåéíîé �óíêöèè f(x, y) = ax + by ìåòîäû

äè��åðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ äëÿ ïîèñêà ýêñòðåìóìà íå ïðèìå-

íèìû, è îáëàñòü D , íå ÿâëÿþùóþñÿ ìíîãîóãîëüíèêîì, ïðèáëèæåí-

íî çàìåíÿþò ìíîãîóãîëüíèêîì (íàïðèìåð, ñ 10 � 20 âåðøèíàìè)

(ðèñ. 12.12).

�àññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà.

58.1. Óñëîâíûé ýêñòðåìóì

Ïóñòü èìååòñÿ �óíêöèÿ z = f(x, y) ïðè íàëè÷èè óðàâíåíèÿ ñâÿçè

F (x, y) = 0 . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óðàâíåíèå F (x, y) = 0 óäîâëåò-
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âîðÿåò òåì óñëîâèÿì, êîòîðûå áûëè ñ�îðìóëèðîâàíû â òåîðåìå î

ñóùåñòâîâàíèè íåÿâíîé �óíêöèè. Åñëè ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî y
óðàâíåíèå F (x, y) = 0 , òî ïîëó÷èì óðàâíåíèå y = ϕ(x) , îòêóäà
z = f (x, ϕ(x)) = ψ(x) . Êðèòè÷åñêèå òî÷êè íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèÿ
ψ′(x) = 0 , ò. å. èç óðàâíåíèÿ

∂f

∂x
+
∂f

∂y
ϕ′(x) = 0 .

Ïðîèçâîäíóþ ϕ′(x) ìîæíî íàéòè, ïðîäè��åðåíöèðîâàâ óðàâíåíèå
F (x, ϕ(x)) ≡ 0 :

∂F

∂x
+
∂F

∂y
ϕ′(x) = 0 .

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èì ñèñòåìó



















∂f
∂x

+ ∂f
∂y
ϕ′ = 0

∂F
∂x

+ ∂F
∂y
ϕ′ = 0

F (x, y) = 0

.

Çäåñü ÷èñëî óðàâíåíèé óâåëè÷èëîñü, òàê êàê çíà÷åíèå ϕ′
â êðèòè-

÷åñêîé òî÷êå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íîâóþ íåèçâåñòíóþ. Îòíî-

ñèòåëüíî ϕ′
ñèñòåìà ëèíåéíà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

∂F
∂y

6= 0 . Òîãäà èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ϕ′ = −
∂F
∂x

∂F
∂y

.

Îòñþäà ïîëó÷èì ñèñòåìó äëÿ íàõîæäåíèÿ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, íå

ðåøàÿ óðàâíåíèÿ ñâÿçè

{

∂f
∂x

∂F
∂y

− ∂f
∂y

∂F
∂x

= 0

F (x, y) = 0
.

58.2. Ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà

Ýòîò ìåòîä ñâîäèò çàäà÷ó íà íàõîæäåíèå óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ê

óæå çíàêîìîé çàäà÷å íà áåçóñëîâíûé ýêñòðåìóì. Äëÿ íàõîæäåíèÿ

óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà èññëåäóþò íà ýêñòðåìóì âñïîìîãàòåëüíóþ

�óíêöèþ òðåõ ïåðåìåííûõ � �óíêöèþ Ëàãðàíæà

Φ(x, y, λ) = f(x, y) + λF (x, y) .
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Äëÿ íàõîæäåíèÿ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê (ñì. ï. 56.3 ) íàäî ðåøèòü ñè-
ñòåìó

∂Φ
∂x

= 0 , ∂Φ
∂y

= 0 , ∂Φ
∂λ

= 0 , ò. å.



















∂f
∂x

+ λ∂F
∂x

= 0

∂f
∂y

+ λ∂F
∂y

= 0

F (x, y) = 0

.

Êàê è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, ìû ïîëó÷èëè ñèñòåìó óðàâíåíèé

äëÿ íàõîæäåíèÿ óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà (êðèòè÷åñêèõ òî÷åê), òîëü-

êî çäåñü âìåñòî ϕ′
ñòîèò λ . Åñëè èñêëþ÷èòü λ èç ýòîé ñèñòåìû, òî

ïîëó÷àåòñÿ â òî÷íîñòè òà ñèñòåìà óðàâíåíèé, êîòîðàÿ �èãóðèðóåò

â êîíöå ïðåäûäóùåãî ïóíêòà.

Â ñëó÷àå íåñêîëüêèõ óðàâíåíèé ñâÿçè ïîñòóïàåì àíàëîãè÷íûì îá-

ðàçîì. Ïóñòü èìååòñÿ �óíêöèÿ z = f(x1, ..., xn, y1, ..., ym) îò n+m
ïåðåìåííûõ, ïðè÷åì èçâåñòíî, ÷òî åå ïåðåìåííûå óäîâëåòâîðÿþò

m óðàâíåíèÿì ñâÿçè

F1(x1, ..., xn, y1, ..., ym) = 0 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Fm(x1, ..., xn, y1, ..., ym) = 0 .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå óðàâíåíèÿ ñâÿçè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

ñóùåñòâîâàíèÿ íåÿâíîé �óíêöèè. �àññìîòðèì �óíêöèþ Ëàãðàíæà

Φ = f + λ1F1 + ...+ λmFm .

Äîêàæåì, ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê íàäî ðåøèòü ñè-

ñòåìó



















∂Φ
∂xi

= 0 (i = 1, ..., n)

∂Φ
∂yj

= 0 (j = 1, ...,m)

Fj = 0 (j = 1, ...,m)

.

Ìû çíàåì, ÷òî óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùåå êðèòè÷åñêèå òî÷êè, åñòü

dz = 0 , ò. å.

∂f

∂x1
dx1 + ...+

∂f

∂xn
dxn +

∂f

∂y1
dy1 + ...+

∂f

∂ym
dym = 0 .
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Ïðîäè��åðåíöèðóåì óðàâíåíèÿ ñâÿçè:

∂F1

∂x1
dx1 + ...+

∂F1

∂xn
dxn +

∂F1

∂y1
dy1 + ...+

∂F1

∂ym
dym = 0 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∂Fm
∂x1

dx1 + ...+
∂Fm
∂xn

dxn +
∂Fm
∂y1

dy1 + ...+
∂Fm
∂ym

dym = 0 .

Óìíîæèâ ïåðâîå óðàâíåíèå íà λ1, . . . , ïîñëåäíåå íà λm è ñëîæèâ

 óðàâíåíèåì, íàïèñàííûì âûøå, ïîëó÷èì

(

∂f

∂x1
+ λ1

∂F1

∂x1
+ ...+ λm

∂Fm
∂x1

)

dx1 + ...+

+

(

∂f

∂xn
+ λ1

∂F1

∂xn
+ ...+ λm

∂Fm
∂xn

)

dxn+

+

(

∂f

∂y1
+ λ1

∂F1

∂y1
+ ...+ λm

∂Fm
∂y1

)

dy1 + ...+

+

(

∂f

∂ym
+ λ1

∂F1

∂ym
+ ...+ λm

∂Fm
∂ym

)

dym = 0 .

Ïðèðàâíÿâ ê íóëþ êîý��èöèåíòû ïåðåä dy1, . . . , dym , ïîëó÷èì ëè-

íåéíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî λ1, . . . , λm . Îïðåäåëèòåëü

ýòîé ñèñòåìû åñòü ÿêîáèàí

D(F1,...,Fm)
D(y1,...,ym) 6= 0 . Òîãäà ñóùåñòâóþò òà-

êèå λ1, . . . , λm , ÷òî

∂f

∂y1
+ λ1

∂F1

∂y1
+ ...+ λm

∂Fm
∂y1

= 0 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∂f

∂ym
+ λ1

∂F1

∂ym
+ ...+ λm

∂Fm
∂ym

= 0 .

Òàê êàê dx1, . . . , dxn � äè��åðåíöèàëû íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ,

òî èç óðàâíåíèÿ dz = 0 ñëåäóåò







∂f
∂x1

+ λ1
∂F1

∂x1
+ ...+ λm

∂Fm

∂x1
= 0

.............................................
∂f
∂xn

+ λ1
∂F1

∂xn
+ ...+ λm

∂Fm

∂xn
= 0

.

Äîáàâèâ ê ýòèì óðàâíåíèÿì ïðåäûäóùèå óðàâíåíèÿ ñâÿçè, ìû è

ïîëó÷èì ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç n + m + m óðàâíåíèé ñ n + 2m
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íåèçâåñòíûìè x1, . . . , xn , y1, . . . , ym , λ1, . . . , λm , óêàçàííóþ âû-

øå. Ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ ñâÿçè ìîãóò áûòü çàïèñàíû â áîëåå ñèì-

ìåòðè÷íîì âèäå

∂Φ
∂λj

= 0 , j = 1, . . . ,m .

2 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 28

(17.05.68)

58.3. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà

íåÿâíîé �óíêöèè

Ïóñòü çàäàíà �óíêöèÿ z = f(x1, ..., xn, y1, ..., ym) , ïðè÷åì

Fj(x1, ..., xn, y1, ..., ym) = 0 (j = 1, ...,m) .

Íàìè áûëà ââåäåíà �óíêöèÿ Ëàãðàíæà

Φ = f + λ1F1 + ...+ λmFm

è áûëî äîêàçàíî, ÷òî êðèòè÷åñêèå òî÷êè

(x01, ..., x
0
n, y

0
1 , ..., y

0
m, λ

0
1, ..., λ

0
m)

íàõîäÿòñÿ èç ñèñòåìû







∂Φ
∂xi

= 0 (i = 1, ..., n)
∂Φ
∂yj

= 0 (j = 1, ...,m)

Fj = 0 (j = 1, ...,m)

.

Èññëåäóåì âòîðîé äè��åðåíöèàë d2f = d2Φ â êðèòè÷åñêîé òî÷êå.

Ïóñòü λj � òå ÷èñëà, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò âûïèñàííîé âûøå

ñèñòåìå. Èìååì:

d2Φ = d2f + λ1d
2F1 + ...+ λmd

2Fm ,

d2f =

(

∂

∂x1
dx1 + ...+

∂

∂y1
dy1 + ...

)2

f +
∂f

∂y1
d2y1 + ... ,

d2Fj =

(

∂

∂x1
dx1 + ...+

∂

∂y1
dy1 + ...

)2

Fj +
∂Fj
∂y1

d2y1 + ... .
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Îòñþäà

d2Φ =

(

∂

∂x1
dx1 + ...+

∂

∂y1
dy1 + ...

)2

(f + λ1F1 + ...+ λmFm) +

+

(

∂f

∂y1
+ λ1

∂F1

∂y1
+ ...+ λm

∂Fm
∂y1

)

d2y1 + ... = 0 .

Íî

∂f

∂y1
+ λ1

∂F1

∂y1
+ ...+ λm

∂Fm
∂ym

=
∂Φ

∂y1
= 0 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

è çíà÷èò,

d2Φ =

(

∂

∂x1
dx1 + ...+

∂

∂y1
dy1 + ...

)2

Φ .

Â ýòîé �îðìóëå, òàê êàê d2f = d2Φ , íàäî ó÷åñòü óðàâíåíèÿ ñâÿ-

çè. Ïðîäè��åðåíöèðîâàâ óðàâíåíèÿ ñâÿçè, íàéäåì âûðàæåíèå dyj
÷åðåç dxi . Èññëåäóÿ ïîëó÷èâøóþñÿ êâàäðàòè÷íóþ �îðìó íà çíà-

êîîïðåäåëåííîñòü, ïîëó÷èì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñëîâíîãî ýêñòðå-

ìóìà êàê â ïóíêòå 56.3.

58.4. Äîïîëíåíèÿ ê äîñòàòî÷íûì óñëîâèÿì

àáñîëþòíîãî ýêñòðåìóìà

Ïóñòü z = f(x1, ..., xn) . Èçó÷èì ïîâåäåíèå âòîðîãî äè��åðåíöèàëà

(

d2f
)

0
â êðèòè÷åñêîé òî÷êå. Èìååì

∆f = θ
{(

d2f
)

0
+ o(ρ2)

}

,

ãäå ρ2 = (dx1)
2
+ ...+(dxn)

2
, 0 < θ < 1 . Åñëè êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà

ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà, òî è ïðèðàùåíèå ∆f ñòðîãî ïîëîæèòåëüíî.

Ëåììà î êâàäðàòè÷íûõ �îðìàõ. Ïóñòü êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà

n
∑

k=1

n
∑

l=1

aklxkxl = Φ(x)

ñòðîãî ïîëîæèòåëüíàÿ, ò.å. Φ(x) > 0 ïðè âñåõ x 6= 0 . Ïîëîæèì

|x|2 = x21 + ...+ x2n .
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Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî C > 0 , ÷òî ∀x Φ(x) ≥ C |x|2 .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ñëó÷àåì |x| = 1 ,

òàê êàê Φ(tx) = t2Φ(x) , |tx|2 = t2 |x|2 . Ôóíêöèÿ Φ(x) ∈ C(En) .
Ìíîæåñòâî |x| = 1 � ñ�åðà ðàäèóñà 1 � çàìêíóòîå îãðàíè÷åííîå

è ñëåäîâàòåëüíî, êîìïàêòíîå â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ìíîæå-

ñòâî. Ïî òåîðåìå î íåïðåðûâíîé íà êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå �óíê-

öèè Φ(x) äîñòèãàåò íà åäèíè÷íîé ñ�åðå ñâîåãî ìèíèìàëüíîãî çíà-

÷åíèÿ. Çíà÷èò, íàéäåòñÿ òî÷êà x0 , |x0| = 1 , òàêàÿ, ÷òî

min
|x|=1

Φ(x) = Φ(x0) = C > 0 .

Òîãäà ∀x , |x| = 1 , Φ(x) ≥ C . ◮

58.5. Ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü

Ïóñòü

y1 = f1(x1, x2, x3) ,

y2 = f2(x1, x2, x3) ,

y3 = f3(x1, x2, x3)

� �óíêöèè, çàäàííûå íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå D3
. Êîãäà y3 �

ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ y3 = Ay1 + By2 , ìû èìååì ïðîñòåéøèé âèä

�óíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè � ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü. Ïóñòü

x0 = (x01, x
0
2, x

0
3) ∈ D3, y01 = f1(x

0), y02 = f2(x
0), y0 =

(

y01 , y
0
2

)

.

Åñëè äëÿ êàêîé-íèáóäü èç �óíêöèé yi , íàïðèìåð, äëÿ y3 , ñóùå-
ñòâóåò �óíêöèÿ Φ(y1, y2) , îïðåäåëåííàÿ â îêðåñòíîñòè O2

(

y0
)

òà-

êàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî x èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè O3(x0)

y3 = f3(x1, x2, x3) = Φ (f1(x1, x2, x3), f2(x1, x2, x3)) ,

òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìåæäó �óíêöèÿìè y1, y2, y3 ñóùåñòâóåò

�óíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü, èìåííî, ÷òî f3 âûðàæàåòñÿ ÷åðåç

f1 è f2 .
Åñëè �óíêöèè f1, f2, f3 ∈ D

(

O3(x0)
)

è Φ(y1, y2) ∈ D
(

O2
(

y0
))

,

òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýòà �óíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü ãëàäêàÿ,

èìåííî, ÷òî f3 ãëàäêî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç f1 è f2 .
Òåîðåìà. Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ãëàäêîé

�óíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè.Ïóñòü f1, f2, f3 ∈ D
(

O3(x0)
)

.
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Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû ìåæäó �óíêöèÿìè f1, f2, f3 ñóùåñòâîâà-

ëà ãëàäêàÿ �óíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-

íî, ÷òîáû ÿêîáèàí J = D(f1,f2,f3)
D(x1,x2,x3)

≡ 0 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè

O3(x0) .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü. Ïóñòü ñóùåñòâóåò

�óíêöèÿ Φ(y1, y2) , îïðåäåëåííàÿ â îêðåñòíîñòè O2
(

y0
)

òàêàÿ, ÷òî

äëÿ ëþáîãî x èç îêðåñòíîñòè O3(x0)

y3 = f3(x1, x2, x3) = Φ (f1(x1, x2, x3), f2(x1, x2, x3)) = Φ(y1, y2) .

Òîãäà äëÿ i = 1, 2, 3

∂f3
∂xi

=
∂Φ

∂y1

∂f1
∂xi

+
∂Φ

∂y2

∂f2
∂xi

.

Çäåñü êîý��èöèåíòû

∂Φ
∂y1

,

∂Φ
∂y2

íå çàâèñÿò îò i . Ñëåäîâàòåëüíî,
òðåòüÿ ñòðîêà ÿêîáèàíà

J =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

∂f1
∂x3

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

∂f2
∂x3

∂f3
∂x1

∂f3
∂x2

∂f3
∂x3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç äâå ïðåäûäóùèå ñòðîêè ñ êîý��èöèåí-

òàìè

∂Φ
∂y1

,

∂Φ
∂y2

. Ïî ñâîéñòâàì îïðåäåëèòåëåé îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

J ≡ 0 .
Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî J ≡ 0 â îêðåñòíî-

ñòè O3(x0) . Äîïóñòèì, ÷òî ðàíã ìàòðèöû ÿêîáèàíà ðàâåí 2 è, äëÿ

îïðåäåëåííîñòè, ïóñòü

∣

∣

∣

∣

∣

∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

∣

∣

∣

∣

∣

6= 0 ∀x ∈ O3(x0) . Òîãäà, ïî

èçâåñòíîé òåîðåìå î ðàíãå ìàòðèöû èç ëèíåéíîé àëãåáðû, òðåòüÿ

ñòðîêà ÿêîáèàíà ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïåðâûå äâå. �àññìîò-

ðèì óðàâíåíèÿ

{

f1(x1, x2, x3)− y1 = 0
f2(x1, x2, x3)− y2 = 0

.

Ïî òåîðåìå î íåÿâíîé �óíêöèè ýòà ñèñòåìà ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå

{

x1 = ϕ1(x3, y1, y2)
x2 = ϕ2(x3, y1, y2)

.
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Ïðîäè��åðåíöèðóåì òîæäåñòâà

{

f1(ϕ1, ϕ2, x3) = y1
f2(ϕ1, ϕ2, x3) = y2

ïî x3 è ïîëó÷èì

∂f1
∂x1

· ∂ϕ1

∂x3
+
∂f1
∂x2

· ∂ϕ2

∂x3
+
∂f1
∂x3

= 0 ,

∂f2
∂x1

· ∂ϕ1

∂x3
+
∂f2
∂x2

· ∂ϕ2

∂x3
+
∂f2
∂x3

= 0 .

Òîãäà è

∂f3
∂x1

· ∂ϕ1

∂x3
+
∂f3
∂x2

· ∂ϕ2

∂x3
+
∂f3
∂x3

= 0

êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ äâóõ ïðåäûäóùèõ ñòðîê. Íî

y3 = f3 (ϕ1(x3, y1, y2), ϕ2(x3, y1, y2), x3) = Φ(x3, y1, y2)

è

∂Φ

∂x3
=
∂f3
∂x1

· ∂ϕ1

∂x3
+
∂f3
∂x2

· ∂ϕ2

∂x3
+
∂f3
∂x3

.

Ñëåäîâàòåëüíî,

∂Φ
∂x3

= 0 . Òîãäà y3 � ýòî �óíêöèÿ ëèøü ïåðåìåí-

íûõ y1 , y2 , ò. å. y3 = Φ(y1, y2) .
Åñëè âñå ìèíîðû ÿêîáèàíà âòîðîãî ïîðÿäêà ðàâíû íóëþ, òî

âñå åãî ñòðîêè ïðîïîðöèîíàëüíû è �óíêöèè yi âûðàæàþòñÿ ÷åðåç
êàêóþ-íèáóäü îäíó èç íèõ, íàïðèìåð, ÷åðåç y1 , ñ ïîìîùüþ âûðà-

æåíèÿ âèäà yi = aiy1 + ci . Ýòî è áóäåò èñêîìàÿ �óíêöèîíàëüíàÿ

çàâèñèìîñòü â äàííîì ñëó÷àå. ◮
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Сергей Борисович Стечкин
(1920 – 1995)

Круг научных интересов доктора физико-математических на-
ук, профессора С. Б. Стечкина был весьма широк. Это классиче-
ские задачи по теории приближения функций, теории тригономет-
рических и ортогональных рядов, задачи по приближению неогра-
ниченных операторов ограниченными и геометрические задачи тео-
рии приближений, исследования по теории чисел.

Помимо основной работы в Математическом институте им.
В. А. Стеклова, С. Б. Стечкин вел большую педагогическую рабо-
ту в Московском и Уральском государственных университетах, его
лекции пользовались неизменным успехом у слушателей. Многие
его ученики стали известными учеными.

В 1957 - 1967 годах С. Б. Стечкин был заместителем директора
МИАН по Свердловскому отделению, созданному при его активном
участии, затем СОМИ было преобразовано в Институт Математи-
ки и Механики Уральского Отделения РАН. В 1967г. С. Б. Стечкин
организовал журнал "Математические заметки"и первые двадцать
лет был его главным редактором. Вот уже скоро четыре десятка
лет проводятся летние научные математические школы С. Б. Стеч-
кина, сначала под его руководством, а с 1996 под руководством его
учеников.


