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Для систем с периодическими коэффициентами структура фундаментальных матриц
описывается теоремой Флоке (см., например, (1), стр. 90, теорема 5.1). Обобщение теоремы
Флоке на системы с квазипериодическими коэффициентами было сделано А. Е. Гельманом
(см.  (7, 8)) (случай 2n = ) и JI. Я. Адриановой (см. (2)) (случай произвольного п). Системы с
почти периодическими коэффициентами при некоторых специальных предположениях
изучены Лилло (см. (9)) и Б. Ф. Быловым (см. (3-6)).

В настоящей работе доказывается теорема, обобщающая теорему Флоке на R-системы с
почти периодическими коэффициентами (равномерно почти периодическими, см. (10)). Для
доказательства используется методика работы (13), причем первая часть настоящей работы
посвящена развитию этой методики, и относится к произвольным R-системам. Использу-
ются также упомянутые выше результаты и способы рассуждений Б. Ф. Былова.

Определение  R-системы .  1.  Пусть функция ( )q t удовлетворяет условию Липшица.
Для каждого 0e >  построим по индукции  ( 1, 2,...)iT i =  так: 0 1, supiT T= =  длин отрезков,
не содержащих отрезков [ ]1 2,t t  таких, что 2 1 1iTt t -- �  и
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б) °( )q t RÎ , если 1( )q t RÎ , 1( )q t R- Î .
2. ( )A t RÎ ,  если выполнено следующее. Пусть ( ) ( )  ( 1, 2,...)kU t k = — произвольные

перроновские преобразования, приводящие систему ( )x A t x=&  к треугольному виду
( ) ( )ku B t u=& ,  и пусть kt ®+¥ — произвольная последовательность такие, что существует
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Тогда для всякого 0e >  найдется последовательность 0i tq �  и последовательность
индексов   ( 1,2,...)ik i =  такие, что
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равномерно на каждом отрезке при 0t� , причем для функции ( )q t  имеет место
( ) ( ) ( )( )q t q t det l e t- - - -�

для любых 0t t� �  и некоторого 0de �  ( de  — функция от e ) .
Приведем основную идею доказательства. Пусть это не так. Тогда для некоторого 0 0e >

и некоторого k можно найти отрезок L прямой,  на котором функция ( )kq t  имеет среднее
приращение 0 / 2l e> - ; но на этом отрезке найдутся непересекающиеся интервалы,
объединение которых имеет относительную (на L) меру, близкую к 1, причем на каждом из
интервалов ( )kq t  имеет среднее приращение 0l e< - . Это приводит к противоречию,
которое доказывает лемму.

С помощью леммы 1 доказывается следующая
Лемм а 2. Пусть вектор-функции
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Тогда для всякого 0h >  найдутся числа 1 1,...,  ( )nl l l l h- < , числа 0j tq �  и индексы
   ( 1, 2,...)jk j =  такие, что существует

( ) lim ( ) ( )
j jk j k jj

r t q t qq q
®¥

é ù= + -ë û
(предел равномерный на каждом отрезке при 0t� ) , причем для всякого 1, 2,...,i n=
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для всякого 0e > , некоторого 0de � ( de  — функция от e ) и всех 0t t� � .
Мы рассматриваем системы

( )0( )  в  ;   ( ) ; ;   ( )nx A t x E A t a t t A t R= ³ Î& � ; (I)

( ) ( , );    ( , ) ( )y A t y y t y t g t yj j= +& � (II)
( ( ) и  ( , )A t y tj , непрерывны по t  и по у ) .
Определение  1.  Максимальным показателем вектор-функции  х ( t ) назовем
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Определение  2. Число l  назовем грубым показателем системы  ( I ) , если для
всякого 0e >  найдется 0d >  такое, что из
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следует, что система (II) имеет обобщенное (т. е. обычное или сдвиг обычного или
предельное — см. (11)) решение, характеристический показатель которого ( , )m l e l eÎ - + .
Множество грубых показателей системы (I) назовем грубым действительным
спектром sL  системы (I). (Этим определением удобно заменить определение
соответствующего понятия, данное в (13)).

Т е о р е м а  1. Для всякого обобщенного решения ( )x t системы (I)
      ( ( ) )s su A t Rl lÎL ÎL Î .

Доказательство получается комбинацией двух результатов: теоремы 2 заметки (13)  и
леммы 2 настоящей заметки.

Перейдем теперь к случаю, когда ( )A t — почти периодическая матрица при
t-¥ < < +¥ .

Т е о р е м а  2 . Пусть ( )A t — почти периодическая матрица ( ( ) )A t RÎ .
Тогда существует перроновское преобразование ( )x U t u= , приводящее сист ему ( I )  к

треугольному виду
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причем диагональные коэффициенты ( )iib t  «интегрально близки» к некоторым
константам il :
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1, 2,...,i n=  ( для всякого 0e > , некоторого 0de > ( d e  — функция oт e ) и всех t t� ).
Наметим доказательство. Приведем систему (I) перроновским преобразованием 1( )U t к

треугольному виду. Можно показать, что из равномерной на прямой непрерывности ( )A t
вытекает, что 1( )U t  равномерно непрерывна на прямой. Пользуясь этим и леммой 2,
получим, что найдется предельная система
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которая перроновским преобразованием °1( )U t  приводится к виду (1) —(2), причем °1( )U t
равномерно непрерывна на прямой. Воспользовавшись тем, что *( ) lim ( )kk
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получаем, что сама система (I) перроновским преобразованием приводится к (1) — (2).
Т е о р е м а  3 . Пусть система ( I ) имеет  п  различных характеристических

показателей 1 2, ,..., ( ( )n A t Rl l l Î  — почти периодическая матрица).
Тогда всякая фундаментальная матрица ( )X t  системы (I) имеет вид
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где S ( t ) —ляпуновская почти периодическая матрица; функция ( )  ( 1, 2,..., )ip t i n=  почти
периодическая и имеет среднее, равное il .

Д о к а з а т е л ь с т в о . С помощью теоремы 2 методами работ (12,13) получаем, что
выполнены условия теоремы Б. Ф. Былова (см. (3),  теорема 2).  С помощью этой теоремы
получаем наше утверждение.

Обобщив рассуждения Б.  Ф.  Былова (см.  (3)),  с помощью теоремы 2  получаем в общем
случае (т. е. когда система (I) не обязана иметь n различных характеристических
показателей) следующую теорему (обобщающую теорему Флоке).



Т е о р е м а  4 . Пусть ( )A t RÎ  — почти периодическая матрица и пусть 1( ),..., ( )nx t x t  —
нормальна я  система решений сис темы ( I ) , причем характеристический показатель
решения ( )ix t  равен il .

Тогда, существует ляпуновское почти периодическое преобразование ( )x S t u= ,
приводящее сист ему ( I )  к клеточно-диагональному виду
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где каждая система
( ) ( )k

k kv B t v=&
такова, что логарифмическая производная нормы всякого ее решения «интегрально
близка» к одной из констант il  (одной и той же для данного k) .

З а м е ч а н и е  1.  Из доказанных теорем вытекает,  что для R-системы с почти
периодическими коэффициентами 0

sL = L , где 0L  — совокупность характеристических
показателей обычных решений системы.

З а м е ч а н и е  2. Доказанные теоремы дают способ вычисления характеристических
показателей R-систем с почти периодическими коэффициентами, вполне аналогичный тому,
который дает теорема Флоке для систем с периодическими коэффициентами.
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