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О ТИПИЧНЫХ СВОЙСТВАХ УСЛОВНОЙ ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОЙ
УСТОЙЧИВОСТИ. III

ВВЕДЕНИЕ
1. Пусть (Е,  р,  В) — векторное расслоение со слоем Rn и базой В (В — полное

метрическое пространство, расстояние в котором обозначается через dB(·, ·)). На (Е, р, В)
фиксируем некоторую риманову метрику.

2. Пусть G есть группа R или группа Z и пусть ÎÃ Hom (G, Aut (E, p, В)), где через Hom (G,
Aut (Е, p, В)) обозначается множество гомоморфизмов группы G в группу автоморфизмов
векторного расслоения (Е, р, В), обозначаемую через Aut (Е, p, В). Напомним, что образом
Ãt точки tÎG при гомоморфизме Ã является пара (Χt, χt), где Xt — гомеоморфизм Е на Е,
χt — гомеоморфизм В на В, причем:

а) pXt= χtp при всяком tÎG;
б) при всяких bÎВ,  tÎG сужение Хt[b] на слой p-1(b) отображения Xt есть линейное

отображение p-1(b)→p-1(χtb);
в) Хt+s=ХtХs, χt+s=χtχs при всяких tÎG; sÎG.
Вместо Xt будем писать X, вместо χt — χ.
Потребуем от гомоморфизма Ã, чтобы для некоторой функции a(·)  : B→R,

удовлетворяющей при всяких bÎB, tÎG равенству

a(χtb)=a(b), (1)

при всяких bÎB, tÎG выполнялось неравенство

[ ] ( )( )batbX t exp£ (2)

Так как (Хt[b])-1=Х-t[χtb] (bÎB, tÎG), то наложенное условие перейдет в эквивалентное,
если вместо «при всяких bÎB, tÎG выполнялось неравенство (2)» написать: «при всяких*

bÎB, +Î *Gt  выполнялось неравенство

[ ] [ ]{ } ( )( )btabXbX tt exp,max
1
£

-
». (2')

3. Для всякого**) θÎG* определим гомоморфизм ÎÃq Hom (Z, Aut (E, p, В)) формулой

( ) ( )qq
q c=qÃ=Ã ssXss , ( )ZÎs (3)

Так как по условию при всяком tÎG выполнено неравенство [ ] ( )( )batbX t exp£ , то при

всяком sÎZ выполнено неравенство [ ] ( )( )basbX s q×£q exp , т. е. гомоморфизм qÃ

удовлетворяет условию п.  2  (см.  фразу,  содержащую формулы (1),  (2))  с функцией aθ(·) :
B→R+ (вместо a(·) : B→R+), определенной формулой ( ) ( )baba

def
q=q  (bÎB).

4. Показатель Ляпунова λk(Ã, b) гомоморфизма ÎÃ Hom (G, Aut (E, p, В)) определяется
при всяких bÎB, kÎ{1, ..., n} формулой

* ++ = ** RG , если G = R; NG =+
* , если G = Z; ( )NR+

*  — множество всех вещественных (целых) чисел > 0.
** G*=G\{0}.
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здесь Gi(p
-1(b)) — грассманово многообразие i-мерных векторных подпространств слоя p-

1(b), через i
*R  обозначается множество всех ненулевых векторов векторного пространства

Ri, в выражении t→+∞ имеется в виду,  что tÎG (напомним, что G=R либо G=Z),  |  ·  |  —
норма, индуцированная фиксированной выше римановой метрикой векторного
расслоения (Е, р, В).

Доказательство корректности приведенного определения дано в [1]. Там же доказано,
что |λk(Ã, b)| ≤ а(b) при всяких bÎВ, kÎ{1, ..., п}.

5. Центральный показатель Ωk(Ã, b) гомоморфизма ÎÃ Hom  (G,  Aut  (Е,  p,  В))
определяется при всяких bÎВ, kÎ{1, ..., п} формулой (подробности см. в [2])
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Смысл некоторых обозначений разъяснен выше после формулы (4); дополнительно
поясним следующее: через t

CX  обозначается сужение на множество С отображения Xτ.

Вместо Xτ пишем также (это отмечено выше) Xτ[b]. Так как Хt[b] : ( )
( ) ( )bpbp t
bp

c® --
-

11
1

 —
линейное отображение, то ХtRn-k+1 — векторное подпространство векторного пространства
р-1(χtb). Норма линейного отображения t

iX R  определяется стандартным образом:

( )1

def
sup -t

Îx

t x×x= XX
i

i

*R
R . Вместо Ω1(Ã, b) пишется также Ω(Ã, b).

6. Положив для всякого ξÎE
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(в выражении t→+∞ имеется в виду, что tÎG), рассмотрим при всяких bÎВ, kÎ{1, ..., п}
множество

( ) ( ) ( ) ( ){ }bbpbE kkn ,,:, 1

def1 Ãl£xÃlÎx=Ã -
+- (7)

В [1, § 1]*) доказано, что En-k+1(Ã, b) — векторное подпространство слоя р-1(b).
Для всяких bÎВ, kÎ{1, ..., п} определяется число
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7. Пусть bÎВ, +Îq *G  таковы, что bb =cq . Рассмотрим гомоморфизм ÎÃ Hom (Z, Aut (Е,

p, В)). Так как bb =cq , то ( ) ( )bpbp 11 -q- =c .
Оператором монодромии гомоморфизма ÎÃ Hom (Z, Aut (Е, p, В)) в точке b называется

отображение
( ) [ ] ( ) ( )bpbpbXbM 11

def
:, --q

q ®=Ã . (9)

Оператор монодромии М( qÃ , b) —автоморфизм векторного пространства р-1(b), так как

(Xθ, χθ) Î  Aut (Е, p, В).

*) В [1] для множества ( ) ( ) ( ){ }bbp k ,,:1 Ãl£xÃlÎx -  применено обозначение E ( ) ( ) ( ){ }bbp k ,,:1 Ãl£xÃlÎx - .



Сравнивая это определение с определением 1 [3], видим, что оператор монодромии
гомоморфизма ÎÃ Hom (Z, Aut (Е, p, В)) в точке b, как он здесь определен, есть оператор
монодромии автоморфизма (Xθ, χθ) векторного расслоения (Е, р, В) в неподвижной точке b
гомеоморфизма χθ, определенный в [3, определение 1].

Напомним, что собственные значения оператора монодромии М( qÃ , b) называются

мультипликаторами автоморфизма (Xθ, χθ)  в точке b. Условимся нумеровать
мультипликаторы автоморфизма (Xθ, χθ) в точке b (каждое собственное значение
оператора монодромии М( qÃ , b) берется при этом столько раз, какова его кратность) в

порядке невозрастания их модулей: при этом соглашении k-й мультипликатор
автоморфизма (Xθ, χθ) в точке b будем обозначать через μk[ qÃ , b], а само это соглашение

запишется тогда в виде цепочки неравенств:
[ ] [ ]bb n ,...,1 qq Ãm³³Ãm (10)

§ 1. Пусть гомоморфизм ÎÃ Hom  (G,  Aut  (Е,  p,  В)), где G есть группа R или группа Z,
удовлетворяет условию п. 2 введения (см. фразу, содержащую формулы (1), (2)).

Лемма. Пусть bÎВ, +Îq *G таковы, что bb =cq . Тогда

( ) ( ) ( )( )bbb k
kk ,,, qqq ÃW=ÃW=Ãl  при всяком kÎ{1, ..., n}**).

Дока зател ьство.  Пусть даны bÎВ, +Îq *G  такие,  что χθb=b. Пусть дано любое kÎ{1,

..., п}.
1. В силу предложений 2, 5 [2] имеет место цепочка неравенств

( ) ( ) ( )( )bbb k
kk ,,, qqq ÃW£ÃW£Ãl . (11)

2. Слой р-1(b), а вместе с ним и его векторное подпространство En-k+1( qÃ , b) наделены

евклидовой структурой, поскольку на векторном расслоении (Е,  р,  В) задана риманова
метрика; скалярное произведение в р-1(b) обозначаем здесь через <·, ·>. Возьмем какой-
нибудь ортонормированный базис {ζ1,  ...,  ζq} евклидова пространства En-k+1( qÃ , b).

Разложив произвольный вектор ζÎEn-k+1( qÃ , b) по этому базису, получим при всяком

mÎN:
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(при выводе последнего равенства этой цепочки использовано неравенство z£zz j, ).

Отсюда при всяком mÎN следует неравенство
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Имеем
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**) Для k = 1 эта лемма является вариантом предложения, составляющего содержание примера 8.1.3 [4, с.
118—119].



Последнее неравенство следует из формулы (7) (для qÃ  вместо Ã), так как

( )bE knj ,1 q+- ÃÎz (jÎ (1, ..., q}), а предпоследнее равенство — из формулы
( ) ( )j

mmqj

j
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+¥®ÎÎ+¥®

= limmaxmaxlim
,...,1,...,1

, верной для всяких числовых последовательностей

( ){ } { }( )rja Nm
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m ,...,1ÎÎ , где r — произвольное натуральное число).

Итак, доказано неравенство
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2. Докажем, что для всякого kÎ (1, ..., п} имеет место формула
( ) ( ) ( )bEbEbM knkn ,,, 11 q+-q+-q Ã=ÃÃ . (15)

Положим { } ( ) ( ){ }bbksl ks ,,:,...,1min
def qq Ãl=ÃlÎ= . Тогда в силу формулы (7)

(примененной к гомоморфизму qÃ  вместо Ã) имеет место равенство

( ) ( )bEbE lnkn ,, 11 q+-q+- Ã=Ã . (16)

а)  Если окажется,  что l  = 1, то ( )
( )

( ) ( )bpbEbE nkn
1

161 ,, -
qq+- =Ã=Ã  (последнее равенство

следует из формулы (20) статьи [2]), и тогда формула (15) следует из того, что M( qÃ , b) —

автоморфизм векторного пространства р-1(b).
б) Пусть оказалось, что l > 1. Тогда ( ) ( )bb ii ,,1 qq- Ãl>Ãl , следовательно, dim

( ) 1,1 +-=Ãq+- lnbE kn  (см. [1], предложение 8) и тогда ( )bE kn ,1 q+- Ã обозначается через

( )bin ,1
0 q

+- ÃR  (см.  [1],  формулы (12),  (13)).  Формула (15)  эквивалентна поэтому (в силу

формулы (16)) формуле ( ) ( ) ( )bbbM inin ,,, 1
0

1
0 q

+-
q

+-
q Ã=ÃÃ RR , которая доказана в п. 9

доказательства предложения 2 [3] (в цитируемом месте эта формула имеет вид
[ ] ( ) ( )bXbXbM kk ;,;, 00 c=c RR ; теперь в ней надо взять n—l+1 вместо k и (Xθ, χθ) вместо (X,

χ);  напомним,  что соответствие между обозначениями,  принятыми здесь,  и
обозначениями, принятыми в цитируемой статье, устанавливается формулами:

( ) [ ]bMbM =Ãq , , ( ) ( )bXb kk ;,, 00
qq

q c=Ã RR . Формула (15) доказана.

4. Пусть дано произвольное +Îe *R . Возьмем NÎem  такое, что
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(существование такого NÎem  следует из формулы (14)). Для всякого*) sÎZ+ имеем:
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Следовательно, при всяком mÎN выполнено неравенство
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Учитывая, что NÎem , имеем
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Так как +Îe *R  произвольно (см. начало п. 4), то ( )( ) ( )bb k
k ,, qq Ãl£ÃW .

Сопоставлением этого неравенства с цепочкой неравенств (11) заканчивается
доказательство леммы. Лемма доказана.

Предложение. Пусть точка bÎВ такова, что для некоторого +Îe *G выполнено

равенство χθb=b. Тогда ( ) ( ) ( )( )bbb k
kk ,,, ÃW=ÃW=Ãl при всяком kÎ{l, ..., n}.

Доказательство. Предложение следует из леммы в силу имеющих место при всяких
+Îq *G , bÎВ, kÎ{l, ..., n} равенств ( ) ( )bb kk ,, Ãql=Ãl q   (лемма 3 [1]), ( ) ( )bb kk ,, ÃWq=ÃW q

(предложение 7 [2]), ( )( ) ( )( )bb kk ,, ÃWq=ÃW q (предложение 6 [2]). Предложение доказано.
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