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Дана система / ( )dx dt A t x= и функция ( ) 0g t � .  Теорема 1  дает необходимые и
достаточные условия, при которых решения системы

/ ( )dx dt A t x= ( I )
и решения всякой системы

/ ( ) ( , )dx dt A t x x tj= + , (II)
где (0, ) 0tj º  и ( , )x tj  имеет константу Липщица ( )g t , имеют одинаковую асимптотику.
Теоремы 2—5 решают другие задачи (возникающие в теории устойчивости). В

различных частных случаях, как следствия, из теорем 1—5 получается часть известных
результатов Р. Э. Винограда, Б. Ф. Былова, Д. М. Гробмана, Гартмана, Винтнера, Онучика
(3-14). Некоторые из этих следствий здесь приведены.

Пусть 1 2, ,..., ne e e —  базис в 0; ( )nE F t x — решение системы (I), равное 0x при

0 ; ( ) cos eci it t v t a= = , где ( )i ta  —угол между ( ) iF t e и гиперплоскостью, натянутой на
векторы
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Теоре ма  1. Пусть для некоторого 0t  и всех 0t t�
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где 1 1/ 2 ; ( )C n x t<  — произвольное решение си ст емы ( I ) (в  нижнем пределе 0t , если
правая часть неравенства

t®¥
®¥ , и ¥  в противном случае).

Тогда для каждого решения ( )x t  сист емы ( I )  найдется решение ( ) ( ) ( )y t x t z t= +
системы (II) такое, что

( ) ( ) ,   1z t q x t где q <� , (1)
причем всякое решение ( )y t  системы (II) представило в таком виде и между начальными
данными ( )x t  u ( )y t  существует гомеоморфизм.

Пусть (А) не выполнено ни для какого 1C . Тогда для всякого решения ( )x t  системы (I)
найдется матрица-функция ( ),  ( ) ( )B t B t g t� , такая, что у системы / ( ) ( )dx dt A t x B t x= +
не существует решения ( ) ( )x t z t+ , удовлетворяющего (1).

З а м е ч а н и е . В последующих теоремах необходимые условия не приводятся, но они
столь же близки к достаточным, как и здесь.

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1.  Заменой
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система (II) приводится к виду

1/ ( ) ( ,..., , )i i i i nd dt p t tx x j x x= + , (III)
причем



( ) ln ( )i i
dp t F t e
dt

= ;

(1) (2) (1) (2)( , ) ( , ) ( ) ( )i i it t v t g t x xj x j x- -� .
Фиксируем ( )x t  (в новых координатах ( )tx  — решение системы (I).
Тогда решение системы (II) ( ) ( )x t z t+ (в новых координатах ( ) ( )t tx x+ )  находится из

системы

( ) exp ( ) ( ( ) ( ), )  ( 1,2,..., )
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(нижний предел в интеграле тот же, что и в  ( А ) ) .
С помощью принципа Тихонова доказывается, что существует решение ( )z t  этой

системы, удовлетворяющее (1). Каждому решению ( )x t  системы (I) сопоставим решение
системы (II) ( ) ( ) ( )y t x t z t= + ,  где ( )z t  удовлетворяет (1). Надо доказать, что так получаются
все решения системы (II), т. е. что многозначное отображение 0 0 0: ( ) ( ) ( )I x t x t z tj+ ® +

есть отображение nE на nE . Для этого из I j+  выделяем гомеоморфизм I jF = +  и
доказываем, что ( )nEF  замкнуто в nE . Так как ( )nEF  не пусто и открыто в nE  (см. (2), гл.
5, предложение [3 : 14]), то ( )n nE EF = . Гомеоморфизм Ф строится по трансфинитной
индукции.

Вполне упорядочим 0 1 2: 0,   , ,..., ,...nE x x x xw= Положим 0 0( ) 0z xj= = . Пусть определено

однозначное отображение ( )z xa aj= для a b<  такое, что

' '( ) ( ) ( ) ( ) при , 'z t z t q x t x ta a a a a a b- - <� .
Тогда доказывается, что множество функций ( )z t  такое, что

( ) ( ) ( ) ( )   ( )z t z t q x t x ta b a a b- - <� ,
не пусто, и с помощью принципа Тихонова доказывается, что в нем существует решение
системы (2) ( )z tb .  Полагаем 0( ) ( )z t z xb b bj= = . По трансфинитной индукции построено

сжимающее отображение j . Тогда I jF = +  — гомеоморфизм и ( )nEF  замкнуто в nE .
С л е д с т в и е  1 . Если ( )A t Aº ,  то 1( ) m

iv t Ct -� , где m — максимальный порядок

жордановых клеток А, и условие (А) переходит в 1 ( )m g dt t t
¥

-ò ( см . ( 9 , 1 1 ) ) .
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то условие (А) выполнено.
В теореме Р. Э. Винограда (4) более жесткое условие
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дает лишь сохранение характеристических показателей (а не точной асимптотики) при
возмущении.

Т е о р е м а  2 . Пусть для всякого 0e >  найдется 0 ( )t e  такое, что
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( 1qe < при всех 0e > ,
0

1
2qe < при некотором 0 0e > ) для любого решения  ( )x t

системы (I) для всех 0 ( )t t e�  (в нижнем пределе интеграла 0 ( )t e , если правая часть
неравенства

t®¥
®¥ , и ¥ в противном случае).

Тогда существует гомеоморфизм между начальными данными решений  ( )x t системы
(I) и начальными данными решений  ( )y t системы (II), при котором для любого 0e >

|| ( ) || || ( ) ||ty t C e x te
e�

для соответствующих решений.
Д о к а з а т е л ь с т в о  аналогично доказательству теоремы 1 с необходимыми

усложнениями.
С л е д с т в и е  3. Если  ( )  ( ) 0

t
v t g t

®¥
® и выполнено (**), то условия теоремы 2 выполнены.

Таким образом, при возмущениях характеристические показатели не увеличиваются в
условиях более широких, чем условия Р. Э. Винограда (4), при которых характеристические
показатели сохраняются.

Т е о р е м а  3. Пусть для всех решений  ( )x t системы (I)  ( )|| ( ) ||  ( )x tx t C R t� . Пусть
существует 0t , функция  ( )C t K� , причем 0 0 ( )   ( ) 1/C t R t n< ,
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(нижний предел 0t , если правая часть неравенства
t®¥
®¥ , и ¥ в противном случае) для

0t t� и для всех решений  ( )x t системы (I) таких, что 0||  ( ) ||  1x t = .
Тогда, если  ( )y t  — решение системы (II), то

 ( )||  ( ) ||   ( ).y ty t C R t�
Т е о р е м а  4. Пусть система (I) устойчива и выполнены условия теоремы 3, причем

 ( ) 1R t º . Тогда система (II) тоже устойчива.
Т е о р е м а  5. Пусть для всех решений  ( )x t системы (I) ,   ( )||  ( ) ||   ( ) t

x tx t C R t ee
e� для всех

0e > . Пусть существует 0t и функции ( )C t Ke e� , причем 0 0
0 0( )  ( ) 1 /tC t R t e ne

e < для
некоторого 0 0e > и для всех 0e > , 1,  2,  ,i n= K ;
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(нижний предел равен 0t , если правая часть неравенства
t®¥
®¥ , и ¥ в противном случае)

для 0t t� и для всех решений  ( )x t системы (I), для которых 0||  ( ) ||  1x t = .
Тогда, если  ( )y t  — решение системы (II), то

,   ( )|| ( ) ||  ( ) t
y ty t C R t ee

e� для всех 0e > .
Теорема 4 вытекает из теоремы 3, а доказательства теорем 3 и 5 вполне аналогичны

доказательствам соответственно теорем 1 и 2.
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