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ОБ ОДНОМ ПЛОТНОМ МНОЖЕСТВЕ

В ПРОСТРАНСТВЕ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ

В. М. МИЛЛИОНЩИКОВ

Пусть tf p — динамическая  система   (непрерывное действие группы R ) на
компактном метрическом пространстве M , имеющая транзитивную нормированную
инвариантную меру т, причем множество P  всех неподвижных и периодических точек
имеет меру ( ) 0m P = . Пусть ( )A p — непрерывное отображение M  в ( , )n nHom R R .

Каждому p MÎ сопоставляем линейную систему

( )tx A f p x=
g

 (1)
(все дальнейшее известным способом переносится   на   действия ( )tg e e EÎ  группы R  на
n -мерном векторном расслоении ( , , , )nE M Rp над M , линейные на слоях   и   такие, что

t tg e f ep p=
g

).
Множество непрерывных отображений M  в ( , )n nHom R R , наделенное равномерной

топологией, обозначается через ( )nC M . Если M  есть q -  мерное  гладкое замкнутое
многообразие qV , то через ,0 ( )r

nC M  обозначается   подпространство   пространства
( )nC M , состоящее из отображений ( )A p класса rC .
О п р е д е л е н и е .   Через ( )n MM обозначим   подпространство   пространства ( )nC M ,

состоящее из всех тех ( )A p , для которых при  почти  каждом p MÎ  (в смысле меры m)
характеристические показатели системы (1) все различны:

1( ( ))>...> ( ( ))t t
nA f p A f pl l

Через ,0 ( )r q
n VM обозначим подпространство пространства ( )q

n VM ,    состоящее   из
( )A p класса rC .
Т е о р е м а . ,0( ) ( ), ( ) ( )

n

r q q
n n nM C M V C V= =M M .

Д о к а з а т е л ь с т в о  1.    О б о з н а ч е н и я .    Введем   в nR  какую-нибудь евклидову
структуру. Зафиксируем какой-нибудь ортонормированный базис и вместо

( , )n nX Hom R RÎ  будем писать   соответствующую   матрицу.   Через 1( ) ... ( )nd X d X� �

обозначим спектр   матрицы
1
2( ) 0X X* � .

2.    Пусть W— пространство   с   вероятностной   мерой m . Через ( )E y обозначаем

( ) ( )y dw m w
W
ò . При каждом >0C , >0s обозначим через ,C sM множество   всех измеримых

отображений , 1,...,( ) { ( )}ij i j nY yw w == пространства W в GL (n, R),   удовлетворяющих
условиям (для , 1,..., ; ) :i j n=

a) ( )ijy w  независимы;
b) | ( ) |ijE y C� ;
c) sup | ( ) ( ) |ij ijy E y Cw s

W
- g� ;

d) 1( : ( ) ( , )) ( )ijy a b C b am w w s -Î -g�  для всякого ( , )a b RÌ
Тогда имеет место следующее утверждение, проверку   которого   можно предоставить



читателю: для каждых 0C > , 0s > , R, 0e > существует ( , , , )N C Rs e такое, что для
всякого >k N ,  для любых   независимых 1 ,,..., k CY Y sÎM  (т.   е.    все , ( )ij ly w
( , 1,..., ; 1,..., )i j n l k= =  независимы),   для всякого 1,..., 1s n= -  имеет место неравенство

1 2 1 1 2(ln ( ... ) ln ( ... )> )>1-s k s kd YY Y d YY Y Rm e+-
3.  Выберем (нетрудно видеть, что такой выбор   возможен)   семейство   разбиений Ss

пространства
( )

1
(

k

q
q

M M M
s

s
=

= U  (зависящих от >0s )    и   семейство   непрерывных по p  и

измеримых по wÎW (в качестве W можно взять отрезок   и   требовать   непрерывность
по ( , )p Mw Î ´W , а в случае qM V= классу rC ) отображений

( , ) : ( , )n nB p M Hom R Rs w ´W®  удовлетворяющие   условиям   (из  дальнейших условий
следует, что при    ( , ) 0)qp FrM B ps s wÎ =

1)  при каждом >0s сужения , ( , )ijb ps w  на ( , 1,..., ; 1,..., ( ))qM i j n q ks s´W = =
независимы;

1

,
0

( , )t
ijb f p dts wò

2)  плотности распределения  величин не    превосходят 1Cs - ,    где С —  некоторая
константа;

3) ,sup | ( , ) |ijb p Cs w s� ;

4) ( , ) 0 при всех
M

B p d p Ms w w
´W

W

= Îò
5) из qM Ps s = ÆI   следует t

q qM f Ms s = ÆI  при 1 t Ns� � ,      где
2

, , 2 ln ,
2

N N Cs
s

s s
æ ö

= -ç ÷
è ø

 (см. п. 2 выше), а
0

t
q

t N q Q
P f M

s s
s s

£ £ Î
= U U где Qs — множество всех

тех q, для которых qM Ps ¹ ÆI ;
6)

0
( ) 0m Ps s®

®

4.  Из условий на ( , )B ps w следует, что для всякого >0e найдется >0ed такое, что для

всяких kR и _n kR  ( k -мерного   и ( )n k-  -мерного   линейных   подпространств
nR ( 1,..., 1))k n= -  для каждого p MÎ множество тех wÎW ,   для которых

µ
_

(1,0; , ) ( ) {0}
n kkY p R R ew d s ¹I g ,

имеет m -меру <e  (здесь обозначено: ( , ; , )Y t pt w — оператор Коши системы

( ( ) ( , ))t ty A f p B f p ys w= +
g

;
_ ( )n kR r — конус, являющийся объединением прямых, угол   которых  с

подпространством _n kR  не превосходит r ).
5.  Пусть дано >0e  (считаем, что 2 < sup || ( ) ||

M
a A pe = ).   Возьмем >0s ,   для которого

< , < , ( )< , <C m Ps s es e e e s d . Обозначим ( , ) (( 1) , ; , )iY p Y i T iT pw w= + .
Обозначим через , pså объединение тех отрезков [ , ( 1) ]iT i T+ ,   для   которых tf p PsÎ

при некотором [ , ( 1) ]t iT i TÎ + . Тогда для всякого p MÎ и для всякого , piT sÏå
найдется множество , ,, ( )<p i p im eW Ì W W такое, что при ,p iwÎW имеем для

2

ln
2

R s
= -



1 2 2
1|| ( , ) || || || ( ( , )) ( ( , ))

R R

i k i k iY p y y d Y p e d Y p ew w w
--

+g � �

при всяком µ 2
, , (2 )

Rn k

i py R ew

- -
Ï ,   где , ,

n k
i pR w
- — подпространство,    натянутое   на    последние (в

порядке   убывания   собственных   значений) n k- собственных   векторов    оператора
( , ) ( , )i iY p Y pw w* .     Фиксируем   любое (1 1)k n -� � k -мерное    подпространство

k nR RÌ . Тогда при всяком p MÎ случайная величина

1 0
1( ) sup [ln || ( , ) ( , )... ( , ) ||

k
i i i

y R
Y p Y p Y p y

T
x w w w w-

Î
= -

1 0 1ln || ( , )... ( , ) || ln ( ( , ))]i k iY p Y p y d Y pw w w- +- -
удовлетворяет неравенствам:

а) при , : ( ) 2 ( )
2p i i
RiT a
Ts x w c wÏ - +å � ,    где ( )ic w — индикатор    некоторого

множества меры <3m e ;
б) при , : ( ) 2p iiT as x wÎ -å �
Дальше доказательство идет подобно тому, как  идет   конец   доказательства теоремы в

[3].
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