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С ПОЧТИ ПЕРИОДИЧЕСКИМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

В. М. МИЛЛИОНЩИКОВ

Н. П. Еругин поставил проблему: всякая ли система n-го порядка
( )x A t x= (1)

с почти периодической ( )A t является правильной?
В настоящей работе дается решение (отрицательное) этой проблемы.
Теоре ма  1 .  При любом 1n >  существует почти периодическая ( )A t  такая, что

система (1) не почти приводимая.
До казат ельств о . Ясно, что достаточно доказать это для 2n = , что мы и сделаем.
Пусть числа ia  таковы, что
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Очевидно, ( )   ( 0)kA t k � непрерывна и периодична (с периодом kn ) .  Положим далее
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Из (2)—(5) вытекает, что ( )A t — почти периодическая (непрерывная почти периодическая,
см. [3], стр. 42, [4], стр. 20).

Докажем, что числа ia , удовлетворяющие (2), и числа 1im > можно выбрать так, чтобы
система (1), (6) была не почти приводимой.
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очевидно, периодична (с периодом kn ) .
Рассмотрим системы

( )     ( 0,1, 2,...).kx B t x k= = (8)
Прим еч ание . Везде в дальнейшем, где не говорится о направлении отсчета угла, угол

считается положительным.
Лем ма . Существуют ia , удовлетворяющие (2),  и 1   ( 0,1, 2,...)im i> = , такие, что при

каждом 0, 1, 2, ...k = система (8) имеет решения ( ) ( )i
kx t ( )( ) (0) 1i

kx = ( 1, 2)i = ,

обладающие свойствами:
а) при любом целом q
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причем
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б)  (при 1k � ) векторы (2) (0)kx и (1) ( 1)kx - лежат между векторами (2)
1(0)kx - и (1)

1( 1)kx - -
(т . е.  в том углу между ними, который p< );

в) (при 1k � ) угол kx между векторами (1) ( 1)kx -  и (2) (0)kx , отсчитываемый от (2) (0)kx
против часовой стрелки, и числа ia удовлетворяют неравенству
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До казат ельст во  леммы.  При 0k = все утверждения, как легко проверяется,
справедливы, если 0 2m > , причем
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Пусть существуют 0ia > , 1im > ( 1,  2,  ...,  )i s= , такие, что утверждения леммы
справедливы при k s� . Докажем, что существуют 1sa + , 1sm + такие, что утверждения леммы
справедливы при 1k s= + .

Обозначим ( )kX t фундаментальную матрицу системы (8), удовлетворяющую условию
(0) .kX E=

Тогда, как легко проверить,
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Здесь
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в частности,
1 1(1) .k kj a+ += (19)



Возьмем в качестве 1sa +  положительное число, удовлетворяющее неравенству
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(такое 1 0sa + >  существует, так как при k s=  выполнено (13)).
Угол между векторами х  и (2)

sx (0), отсчитываемый от (2)
sx  (0) против часовой стрелки,

обозначаем ( )s xq ; угол между х и (1)
1( 1)s sx n + - ,  отсчитываемый от (1)

1( 1)s sx n + -  по часовой
стрелке, обозначаем ( )s xy .

Выберем теперь 1 1sm + >  столь большим, чтобы:
1) если
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то угол между векторами 1( )s sX n x+ и (1) (0)sx  не превосходит
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2) если угол между векторами 1( )s sX n x+  и (1) (0)sx  больше
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то угол между векторами 1
1( 1) ( 1)s s sX X n x-
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4) если угол между векторами ( 1)
1( 1) ( 1)s s sX X n x-
+- -  и (2) ( 1)sx -  больше
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Возможность указанного выбора 1sm +  вытекает из того, что выполнены (9) — (12) при
k s= .

В силу непрерывной зависимости решений от начальных данных и линейности системы
(8)

1 1( ( )) ( ( ) ) ( )s s s s s sf x X n x xq q q+ += -
есть непрерывная функция от ( )s xq  на отрезке

(1) (1)( (0)) ( ) ( (0)).s s s s sx x xq q q- � �
В силу (16)—(19)
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а в силу 1) и (16) —(19)
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и потому найдется ( )s xq  такое, что
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( ) 0.s sf q = (22)
Положим (2) (2)

1 1 1( ) ( )s s sx t X t x+ + += , где (2)
1sx +  — вектор, для которого (2)

1( )s s sxq q+ = . Тогда из (22)
вытекает (10) при 1k s= + , а из 2) вытекает (12) при 1k s= + .



Аналогично тому, как мы построили решение (2)
1( )sx t+  с помощью 1), 2), с помощью 3), 4)

строим решение (1)
1( )sx t+  системы (8) ( 1k s= + ),  удовлетворяющее (9),  (11)  (при 1k s= + ).

(При этом построении вместо ( ( ))s sf xq  рассматриваем функцию от ( )s xy :
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Утверждение б)  леммы при 1k s= +  вытекает из (21), (23). При 1k s= +  (13) вытекает
из(20), (21), (23).

По индукции 0ia >  и 1im >  построены. Заметим теперь, что из б) и (13) вытекает (2).
Лемма доказана.

Пусть теперь ia  и im  удовлетворяют условиям доказанной леммы. Для любого

натурального k  система (1), (6) имеет решение ( )kx t (равное (1) ( )kx t при 0 1kt n -� � ) ,
которое в силу (9), (11), (4) — (6) обладает свойством
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и решение ( )kx t (равное (2) ( )kx t  при 0 1kt n -� � ), для которого в силу (10), (12)
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Отсюда следует, что верхний особый показатель системы 0 1
2

W > , а нижний особый

показатель 0 1
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Предположим, что полученная система (1), (6) почти приводимая. Тогда она имеет два

решения 1( )x t  и 2 ( )x t , характеристические показатели которых соответственно 1
2

>  и 1
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< -

и угол ( )ta  между которыми
( ) 0.const t constp a> >� � (26)

В силу утверждения б) леммы существует
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Решение системы (1), (6), равное 0x при  t = 0, совпадает в силу (25) с решением 2 ( )x t .  Так

как угол между векторами ( )k kx n и 2 ( )kx n  не превосходит угла между векторами ( )k kx n  и

( )k kx n ,  а последний в силу (13) 0
k®¥
® , то (24) приводит к противоречию с (26).

Теоре ма  2 . П ри любом 1n > существует почти периодическая ( )A t , такая, что
система (1) неправильная.

Эта теорема вытекает из теоремы 1, в силу теоремы 1 и леммы из [5].

Зам еч ание .  Если в (4)  —  (5)  заменить sin
2

tp p  бесконечно дифференцируемой

функцией ( ) 0,  (0)f t f� ,  имеющей период 1  и
1

0

( ) 1f dt t =ò  (такая ( )f t  существует), то

получим, что существует неправильная система (1) с бесконечно дифференцируемой почти
периодической ( )A t .
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