
УДК 517.938

В. М. МИЛЛИОНЩИКОВ

О ТИПИЧНЫХ СВОЙСТВАХ УСЛОВНОЙ
ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОЙ УСТОЙЧИВОСТИ. XVI

ВВЕДЕНИЕ

1.1. Пусть ( ), ,E p B — векторное расслоение со слоем nR  и базой B (B— полное

метрическое пространство, расстояние в котором обозначается через ( ),dB × × ). На

( ), ,E p B фиксируем некоторую риманову метрику.

1.2. Пусть G есть группа R  или группа Z  и пусть ( )( ), , ,Hom G Aut E p BÎH , где через
( )( )BpEAutGHom ,,,  обозначается множество гомоморфизмов группы G  в группу

автоморфизмов векторного расслоения ( ), ,E p B обозначаемую через ( )BpEAut ,, .

Напомним, что образом tH  точки GtÎ  при гомоморфизме H  является пара ( , )t tX c , где
tX  — гомеоморфизм E  на E , tc  — гомеоморфизм B  на B , причем
а) ppX tt c=  при всяком GtÎ ;
б) при всяких BbÎ , GtÎ  сужение [ ]bX t  на слой ( )bp 1-  отображения tX  есть

линейное отображение ( ) ( )bpbp tc11 -- ® ;
в) ,stst XXX =+ stst ccc =+ , при всяких GtÎ , GsÎ .
Вместо 1X  будем писать X, вместо cc -1 .
Потребуем от гомоморфизма H ,  чтобы для некоторой функции ( ) :a B R× ® + ,

удовлетворяющей при всяких BbÎ , GtÎ  равенству
( ) ( ) ,ta b a bc =   (В.1.1)

при всяких BbÎ , GtÎ  выполнялось неравенство
[ ] ( )( )exp .tX b t a b�   (В.1.2)

Так как
[ ]( ) [ ]( ),,1 GtBbbXbX ttt ÎÎ= --

c
то наложенное условие перейдет в эквивалентное, если вместо «при всяких BbÎ , GtÎ
выполнялось неравенство (В. 1.2)» написать: «при всяких*) BbÎ , +Î *Gt  выполнялось
неравенство

[ ] [ ]{ } ( )( )1max , expt tX b X b ta b- � ».                             (В.1.2′)

1.3. Для всякого**)
*GÎq  определяется гомоморфизм ( )( ), , ,Hom Z Aut E p Bq ÎH

формулой
( ) ( )( ), .s ss s X s Zq q

q q c= = ÎH H   (В.1.3)
Так как по условию при всяком GtÎ  выполнено неравенство

*) ++ = ** RG , если RG = ; NG =+
* , если ZG = ; )(* NR+  — множество всех вещественных (целых) чисел

> 0; +G — множество всех неотрицательных элементов G .
**) { }0\* GG =



[ ] ( )( )exp ,tX b t a b�

то при всяком ZsÎ  выполнено неравенство

[ ] ( )( )exp ,sX b s a bq q×�

т.е. гомоморфизм qH  удовлетворяет условию п. 1.2 (см. фразу, содержащую формулы
(В.1.1), (В.1.2)) с функцией ( ) :a B Rq

+× ®  (вместо ( ) :a B R+× ® ), определенной формулой

( )( ) ( )    .
def

a b a b b Bq q= Î

1.4. Гомоморфизм***) ( )( ), , ,Hom G Aut E p BÎH  называется насыщенным****), если для

всякой точки BbÎ , такой, что bb ¹qc  при всяком *GÎq  для всякой окрестности
( )W b точки b  (в пространстве B ), для всякого базиса { }nxx ,...,1  векторного

пространства )(1 bp-  и всяких окрестностей )( iU x  точек { }( )nii ,...,1Îx  (в пространстве E )

найдется *Rd +Î  такое,  что для всякого NtÎ  и всяких невырожденных*****) линейных
операторов

( )
{ }( ),,...,1

: 111

tm
bpbpY mm

m

Î
® --- cc

  (В.1.4)

удовлетворяющих при всяком { }tm ,...,1Î  неравенству
1 1 1 1( ) ,m m

m mY X b I X b Y Ic c d- - - -é ù é ù- + - <ë û ë û (В.1.5)

найдутся точка
)(' bWb Î (В.1.6)

и изоморфизмы слоев (как евклидовых пространств)
{ }( ),,...,0)()(: 1'1 tkbpbp kk

k Î® -- ccy (В.1.7)
такие, что

i) )(1
1

0 iU xxy Î-  при всяком { }ni ,...,1Î ;
ii) при всяком { }tm ,...,1Î  диаграмма

( ) ( )

( ) ( )

1 '
1 1 ' 1 '

1

1 1 1

m

m

m m
X b

m m

m m
Y

p b p b

p b p b

c
c c

y y

c c

-
- - -

é ù
ë û
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¾¾®
(В.1.8)

коммутативна.

***) Вместо «гомоморфизм ( )( ), , ,Hom G Aut E p BÎH » здесь пишем иногда

«автоморфизм ( ) ( ) ( )BpEBpEX ,,,,:, ®c  (удовлетворяющий условию, сформулированному в
первой фразе п. 4. введения статьи [1])» или «семейство морфизмов

( ) ( ) ( )( )( ), ( ) : , , , , ,X m m E p B E p B m Nc ® Î
удовлетворяющее требованиям а) — в) § 3 [2]».

****) Это есть определение насыщенного семейства морфизмов
( ) ( ) ( )( )NmBpEBpEmmX Î® ,,,,:)(),( c  (см. § 3 [2]), понимаемое с уточнением,
сформулированным в п. 5 введения статьи [3].
*****) То есть имеющих нулевые ядра.



П о я с н е н и е  о б о з н а ч е н и й .  Через { }s,...,1  всюду в статье обозначается множество
натуральных чисел, не превосходящих числа NsÎ . Через { }s,...,0  всюду в статье
обозначается множество целых неотрицательных чисел, не превосходящих целого
неотрицательного числа s . Тождественное отображение произвольного множества
M обозначается либо через м1 , либо через 1.

2.1. Пусть ( )d,nV  —  полное связное n- мерное риманово многообразие ( nV  —
дифференцируемое многообразие класса 3C , ( ),d × ×  — риманова метрика класса 2C а nV ).

Через ( ),r × ×  обозначается расстояние в этом римановом многообразии. Через ( )nn VTV ,,p

обозначается касательное расслоение дифференцируемого многообразия nV  (p—
проекция, nTV  — пространство этого расслоения).

2.2. Через S обозначаем множество всех диффеоморфизмов f класса 1С , биективно
отображающих nV  на nV  и удовлетворяющих условию

( ){ } ;,max 1 +¥<-dfdf (В.2.1)

здесь
,supsup x

Vxdef
dfdf

nÎ
=

(В.2.2)

( ) ( ) ,sup 11 -

Î

- = x
Vxdef

dfdf
n

(В.2.3)

xdf  — производная отображения f в точке ,x ×  — норма линейного отображения
касательного пространства в касательное пространство, определяемая стандартным
образом через нормы в касательных пространствах, индуцированные фиксированной
выше римановой метрикой ( ),d × × .

2.3. Для всякого SjÎ через jS  обозначаем подмножество множества S ,  состоящее из
диффеоморфизмов, удовлетворяющих неравенству sup ( , ) .

nx V
fx jxr

Î
< +¥ .

При всяком SjÎ  множество jS  наделяется структурой метрического пространства
заданием расстояния 1( , )d × × , определяемого для всяких jf SÎ , jSgÎ  формулой (в [4]
формула (55))

( ){ }1 1
1 ( , )
( , ) sup inf ( ) ( ) .

n
u x x u x xdef u G fx gxx V

d f g s u dg df dg dfj j - -

ÎÎ
= + - + - (В.2.4)

Здесь 1) для всяких nVyÎ , nVzÎ  через ),( zyG  обозначается множество всех кусочно-
гладких путей,  идущих в многообразии nV  из точки z в точку y ; при этом под кусочно-
гладким путем, идущим в многообразии nV  из точки z в точку y понимается непрерывное,
имеющее кусочно-непрерывную производную отображение u отрезка [0, 1] в
многообразие nV , причем значение 0u этого отображения в точке 0 равно z, а его значение

1u  в точке 1 равно y (через tu  обозначаем значение отображения в точке [ ]1,0Ît );

2)

1
21

0

( ) ( , )t tdef
s u u u dtd

é ù
ê ú=
ê úë û
ò & &  — длина пути u;

3) )()(: 11 yzu
-- ®ppj  — параллельный перенос вдоль пути ).,( zyGuÎ



2.4. Для всякого SjÎ  множество наделяется jS  также другой структурой метрического

пространства заданием расстояния
~

1( , )d × × , определяемого для всяких jSf Î , jSg Î
формулой (в [4] формула (56)):

{ }
~

1 ( , )
( , ) sup inf ( ) .

n
u x xdef u G fx gxx V

d f g s u dg dfj
ÎÎ

= + - (В.2.5)

При всяком SjÎ  расстояние 1( , )d × × и расстояние
~

1( , )d × × индуцируют на jS  одну и ту
же топологию (см. [4], п. 5).

2.5. Через uS  обозначаем множество всех тех диффеоморфизмов f SÎ  , 1-струйные
расширения которых равномерно непрерывны; напомним, что 1-струйным расширением
дифференцируемого отображения nn VVf ®:  называется отображение nn VJVfjet 11 : ® ,
определяемое формулой

( ) ( )1 , ,    ,n
xjet fx x fx df x V= Î (В.2.6)

а расстояние в множестве 1
nJ V  1-струй, т. е. в множестве всех троек вида (x, y, L), где*)

nVxÎ , nVyÎ , ( ) ( )( )yxHomL 11 , --Î pp , определяется формулой
( ) ( )( )

( )
( )

( ) ( ){ }
2, 1

2, 1

1 1 1 1 2 2 2

2 1,
,

, , , , ,

inf .
def

udef u G x x
G y y

x y L x y L

s u s L Lu

u

r

u j j
Î
Î

=

= + + - (В.2.7)

2.6. При всяком uSjÎ  через u
jS  обозначаем множество всех тех диффеоморфизмов

jSf Î , 1-струйные расширения которых равномерно непрерывны; таким образом,
u

jdef

u
j SSS I= (В.2.8)

при всяком .uj SÎ

При всяком uSjÎ  множество u
jS  замкнуто в метрическом пространстве 1( , )jS d   и

метрическое пространство полно ),( 1dS u
j (см. [5], предложения 5, 6).

2.7. При всяком uSjÎ  рассмотрим метрическое пространство )( u
jB

u
j dB , где

,nu
jdef

u
j VSB ´= (В.2.9)

( ) ( )( ) ( ) ( )1, , , , ,u
jB def

d f x g y d f g x yr= + (В.2.9′)

для всяких u
jSf Î , u

jSgÎ , nVxÎ , nVyÎ .
Хорошо известно (и легко доказывается), что из полноты метрических пространств

),( 1dS u
j  и ( , )nV r следует полнота метрического пространства u

jB
u
j dB , .

При всяком uSjÎ  множество u
jB  наделяется также другой структурой метрического

пространства заданием расстояния
~

( , )u
jB

d × ×  формулой

( ) ( ) ( ) ( )
~ ~

1( , , , ) , ,u
jB def

d f x g y d f g x yr= + (В.2.10)

*) Через ( )21,VVHom  обозначается множество всех линейных отображений векторного пространства 1V  в

векторное пространство 2V .



для всяких u
jSf Î , u

jSgÎ , nVxÎ , nVyÎ . Так как при всяком SjÎ  расстояния 1( , )d × ×

и ( )
~

1 ,d × ×  индуцируют на jS  одну и ту же топологию,  то при всяком uSjÎ  расстояния

( , )u
jB

d × ×  и
~

( , )u
jB

d × ×   индуцируют на u
jB  одну и ту же топологию.

2.8. При всяком uSjÎ  положим nu
jdef

u
j TVSE ´=  (произведение топологических

пространств). Отображение u
j

u
jSdef

u
j BEp u

j
®´= :1 p  непрерывно (это вытекает из

определения топологии на u
jE , определения расстояния ( , )u

jB
d × ×  и непрерывности

отображения : n nTV Vp ® ).
2.9. При всяком uSjÎ  так определенное расслоение естественным образом наделяется

структурой векторного расслоения со слоем nR , а именно векторное расслоение
( u

j
u
j

u
j BpE ,, ) определяется как векторное расслоение, индуцированное отображением

nnu
j VVSpr ®´:2  ( 2pr  — проекция произведения на второй сомножитель) и векторным

расслоением ( nn VTV ,,p ) (библиографические указания см. в [6, п. 66) § 1]).
2.10. При всяком uSjÎ  на так определенном векторном расслоении u

j
u
j

u
j BpE ,,  задается

риманова метрика ( , )u
jD × × положим для всяких u

j
u
j EE ÎÎ hx , ,  таких, что, hx u

j
u
j pp =  по

определению

( )2 2( , ) , ,u
j def

pr prx h d x hD = (В.2.11)

Где 2pr  — проекция произведения nu
j

u
j TVSE ´=  на второй сомножитель.

2.11. При всяком uSjÎ  при всяком Zt Î  положим
( ) ( )( ) ( )( )( ), ,

tu u u t
j j jdef

t X c=H (В.2.12)

где отображения ( ) u
j

u
j

u
j EEX ®: , ( ) u

j
u
j

u
j BB ®:c  определены формулами

( ) ( ) ( ), , ,u
j def

X f f df=x x (В.2.13)
( ) ( ) ( ),,,1 fxfxf

def

u =c (В.2.14)

При всяком uSjÎ  формулы (В.2.12) — (В.2.14) определяют гомоморфизм
( ) ( )( ), , ,u u u u
j j j jHom Z Aut E p BÎH (это доказано в п. 6 г) § 1 [6]), который удовлетворяет

условиям п. 1.2 введения с функцией ( ) : u
ja B R+× ® , определенной формулой

( ) ( ){ }1,maxsupln,( -

Î
= yy

Vydef
dfdfxfa

n
(В.2.15)

(последнее доказано в п. 6 д) § 1 [6]).

§ 1

Л е м м а . Для всякого uSjÎ  гомоморфизм ( ) ( )( ), , ,u u u u
j j j jHom Z Aut E p BÎH ,

определенный формулами (В.2.12) — (В.2.14), является насыщенным*).
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть дано uSjÎ .

*) Определение насыщенного гомоморфизма см. в п. 1.4 введения.



1. Пусть дана точка u
jBbÎ ,  такая,  что при всяком**) NmÎ  имеет место неравенство

bbm ¹c ; так как
( ).2.8

u u n
j jB

B S V= ´ , то

( , ),b f x=     (1)
где*) u

jSf Î , nVxÎ . Из определения отображения ( )u
jc  (см. формулу (В.2.14)) следует,

что для всякого +ÎZk
( )( ) ( ) ( ).,, xffkf kku
j =c     (2)

Из того, что при всяком NmÎ  выполнено неравенство bbm ¹c , вытекает в силу формулы
(2), что при всяком NmÎ  выполнено неравенство .mf x x¹  Отсюда следует, что точки

,...,,...,, xffxx m все различны (в самом деле, из равенства xfxf mm 21 =  (где 1 2m m�  —

некоторые натуральные числа) вытекает равенство ( ) ( ) xffxff mmmm 2111 22 -- = ,  т.  е.
xxf mm =- 21 ; так как при Nmm Î- 21  этого быть не может, а +Î- Zmm 21 , то 21 mm = ).

2. Пусть дана окрестность ( )W b  точки b  в пространстве u
jB . Возьмем +

-

Î *Re  такое, что

( ) ( ){ } ( ): , .u
j

u
j Bdef

W b b B d b b W b
e

e- = Î < Ì%

Пусть дан базис { }nxx ,...,1  векторного пространства ( ) ( )bpu
j

1-
 и даны окрестности ( )iU x

точек (в { }( )nii ,...,1Îx  пространстве u
jE ). В силу определения векторного расслоения

( )u
j

u
j

u
j BpE ,,  имеем

( ) ( ) ( )( )1 1, ,u
jp b f xp

- -=     (3)

( ) { }( ), 1,..., ,i if i nx Îx     (4)

причем векторы ( ) { }( )1 1,...,i x i np -Î Îx  образуют базис векторного пространства ( )x1-p .

Возьмем +Î *1 Re  такое, что для всякого u
jSg Î , удовлетворяющего неравенству

( ) 11

~
, e<gfd , для всякого { }1,...,i nÎ  имеет место включение ( ) ( ) ( )( )

4
, ,i i ig U U fxÎ =x x ;

такое существует, 1e  так как nu
j

u
j TVSE ´=  (произведение топологических пространств), а

топология на u
jS  индуцируется расстоянием ( )

~

1 ,d × × .
Положим

( )( ) ( ) { }
1 11

1min 321 , 80 min , .
def

df df dfd e e
-- --ì ü

= ×í ý
î þ

    (5)

Так как
( )

SSSf u

B

u
j ÌÌÎ

8.2.
, то выполнено неравенство (В.2.1), следовательно, +

-

Î *5
Rd .

3. Пусть дано t NÎ  и даны невырожденные линейные операторы

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( ) { }( )11 1
:      1,..., ,

m mu uu u
m j j j jY p b p b m tc c

-- -
® Î     (6)

**) Через N всюду в этом цикле статей обозначается множество всех натуральных чисел:
{ } { } NZN U0;,...2,1 == + ;.

*) Подчеркнем,  что,  начиная с этого места до конца доказательства леммы, ( )xfb ,=  — данная
фиксированная точка пространства u

jB  (следовательно, u
jSf Î  и nVxÎ  фиксированы).



Удовлетворяющие при всяком { }1,...,m tÎ  неравенству (В. 1.5) с ( )u
jX  вместо X и ( )u

jc

вместо c .
При всяком +Î Zt  имеем

( ) ( )( )( )
( )
( ) ( )( )( )( )

( )
( ) ( ) ( )( )xffxffpxfpbp ttu

j
tu

j
u
j

tu
j

u
j

11

2

1

1

1
,,, ----

=== pcc     (7)

Подставив в (7) 1,t m= - ,t m= перепишем при всяком { }1,...,m tÎ  формулу (6) в виде

( )( ) ( )( ) { }( )1 1 1: , ,    1,..., .m m
mY f f x f f x m tp p- - -® Î     (8)

Из формулы (8) следует, что определены отображения

( ) ( ) { }( )1 1 1:    1,..., ,m m
mZ f x f x m tp p- - -® Î     (9)

такие, что
( ) ( ), ,m mY f f Z=x x   (10)

при всяких ( ) { }1 1 , 1,...,mf x m tp - -Î Îx , т. е.

{ } { }( )1        1,..., .m mfY Z m t´ Î   (11)

В силу определения векторного расслоения ( )u
j

u
j

u
j BpE ,,  (см.  пп.  2.8,  2.9  введения)  из

линейности отображения (6) (или, что то же, (8)) следует, что отображения (9) линейны.
В силу формулы (В.2.13) имеем

( ) ( ) ( ), ,u
jX f f df=x x   (12)

для всяких ( )1 1mf xp - -Îx , NmÎ . Используя формулу (7) при 1,t m= - , получаем из
формулы (12)

( ) ( )( ) { }

1

11    ( )
mu u

j j fm xfX b df m Nc
-

-
é ù = ´ Îê úë û

  (13)

При всяком { }1,...,m tÎ  имеем

( ) ( )[ ]( )
( )

( )

{ } ( ) ,1 1
1

11

13

11 -
-

--
´= xfmmf

mu
j

u
jm dfZbXY c   (14)

( ) ( )( ) ( )

( )

{ }

111 1 1
113

1 .
mu u

j j m fm x mfX b Y df Zc
-

- -
-

é ù = ´ê úë û
  (15)

Согласно построению римановой метрики векторного расслоения ( )u
j

u
j

u
j BpE ,,   (см.

формулу (В.2.11)), из формулы (14) следует равенство

( ) ( )( ) ( ) { }( )
11 1

1 1,... ,
mu u

m j j m fm xY X b I Z df I m tc
-- -

-
æ öé ù - = - Îç ÷ê úë ûè ø

  (16)

а из формулы (15) следует равенство
( ) ( )( ) ( )

{ }( )

1
1 1

1

1,... .

mu u
j j m fm x mX b Y I df Z I

m t

c
-

- -
-

é ù - = -ê úë û

Î
(17)

В силу формул (16), (17) неравенство (В. 1.5) с ( )u
jX , ( )u

jc  вместо X, c  переписывается в
виде

( ) ( )1 1
1 1m fm x fm x mZ df I df Z I d

-- -
- -- + - <   (18)



4. Все условия § 1 [8] у нас выполнены: фиксированы uSjÎ , uSf Î , +
-

Î *Rd ,
удовлетворяющие равенству (5) (из которого следует неравенство (1) [8]), точка nVxÎ ,

такая, что точки , ,..., ,...mx fx f x все различны, t NÎ  и невырожденные линейные
отображения (9), удовлетворяющие неравенству (18). Поэтому в силу леммы 6 [8]
существует ( )0, swÎ  такое, что формула (52) [7] при w=r  определяет отображение

u
jSg Îw , удовлетворяющее неравенству

( )
( ) { }1 1
5

, 80 min , .d f g dfw d e e
-

<% �

Из этого неравенства, положив
( )xgb

def
,'

w=   (19)

(тогда
( )

u
jB

nu
j BVSb

9.2.

' =´Î ), получаем

( )
( )

( )
( ) ( )( )

( )

( )
( ) { }

1~ ~
'

.2.1019

~

1
.2.10

, , , ,

, min , ;

u u
j jB B

B

B

d b b d f x g x

d f g

w

w e e

=

= <

=
                               (20)

следовательно,
( ) ( )bWbWb Ì-Î

e

'   (21)

(см. п. 2).
В силу определения отображения ( ) u

j
u
j

u
j BB ®:c  (см. формулу (В.2.14)) имеем

( )( )
( )

( )( ) ( ) ( )xggxgb kku
j

ku
j wwwcc ,,

19

' ==   (22)

для всякого +ÎZk . В силу леммы 2 [9] для всякого { }0,...,k tÎ  имеет место равенство

.k kg x f xw =   (23)

Для всякого { }0,...,k tÎ  имеем
( )( )

( )
( ) ( ),,,

)23(22

' xfgxggb kkku
j wwwc ==   (24)

( )( )
( )

( )

( )
1

2
, .

ku k
j b f f xc =   (25)

Так как p´= u
jS

u
jp 1 , то при всяком { }0,...,k tÎ  имеют место равенства

( ) ( )( )( ) ( )( )
241 ' 1, ,

kuu k
j jp b g fwc p l

- -=   (26)

( ) ( )( )( ) ( )( )1 1

25
, .

kuu k
j jp b f f xc p

- -=   (27)

При всяких { }0,...,k tÎ , ( )1 kf xp -Îy  положим

( )
( )

( ), , ;k def
g fwy =y y   (28)

так как при всяком { }0,...,k tÎ  имеют место равенства (26), (27), то формула (28)

определяет при всяком { }0,...,k tÎ  отображение

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( ).:
1'1 bpbp ku

j
u
j

ku
j

u
jk ccy

--
®   (29)



Из формул (26) — (28) следует в силу определения векторного расслоения ( )u
j

u
j

u
j BpE ,,  и

римановой метрики u
jD  на нем, приведенного в пп. 2.9, 2.10 введения, что при всяком

{ }0,...,k tÎ  отображение (29), определенное формулой (28), является изоморфизмом слоя

( ) ( )( )( )'1 bp ku
j

u
j c

-  (как евклидова пространства) на слой ( ) ( )( )( )1 kuu
j jp bc

-
 (как евклидово

пространство).
При всяком { }ni ,...,1Î  имеем

( )
( )

( )
( )1 1

0 0 ,4 28
, .i i if gwy x y- -= =x x   (30)

Так как ( )
( ) 120

1

~
, ew <gfd , то в силу определения числа 1e  (см. п. 2) при всяком { }ni ,...,1Î

имеет место включение
( ) ( )., ii Uxg xw Î   (31)

При всяком { }ni ,...,1Î  имеет место включение

( )

( )
( ).

30

31

1
0 ii U xxy Î-   (32)

В силу определения отображения ( ) u
j

u
j

u
j EEX ®:  (см. формулу (В.2.13)) при всяком

{ }1,...,m tÎ  для сужения на ( ) ( )( )[ ]'1bX mu
j

u
j

-
c  слой ( ) ( )( )( ) ( )( )xfgbp mmu

j
u
j

11

26

'11 , ----
= pc w

отображения ( )u
jX   имеет место формула

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

' , , ,
mu u u

j j jX b g X g g dgw w w wc
-é ù = =ê úë û

x x x   (33)

для всякого ( )1 1 .mf xp - -Îx  В силу леммы 2 [9] и формулы (9) при всяких { }1,...,m tÎ ,

( )1 1mf xp - -Îx  имеем

( )1 ,m
mdg Z f xw p -= Îx x   (34)

( ) ( )( ) ( )
( )

( )
( )

( )
1

'

33 34
, , , .

mu u
m j j mX b g g dg f dgw w w wy c y

-é ù = =ê úë û
x x x   (35)

При всяких { }1,...,m tÎ , ( )1 1mf xp - -Îx  имеем

( )
( )

( )
( )
( )

( )
( )1 28 10 34

, , , , .m m m mY g Y f f Z f dgw wy - = = =x x x x   (36)

Так как при всяком { }0,...,k tÎ  имеет место равенство (26), то из того, что при всяких

{ }1,...,m tÎ , ( )1 1mf xp - -Îx  имеют место равенства (35),  (36),  следует,  что при всяком

{ }1,...,m tÎ  диаграмма

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )bpbp

bpbp

mu
j

u
jY

mu
j

u
j

mm

mu
j

u
jbX

mu
j

u
j

m

mu
j

u
j

cc
yy

cc
c

111
1

'1'11

'1

---
-

-

úû
ù

êë
é

--

¾®¾
¯¯

¾¾¾¾¾ ®¾ -

  (37)

коммутативна.



Подведем итог. Указана точка ( )bWb Î' (см. формулы (19), (21)). Для всякого

{ }0,...,k tÎ  построен изоморфизм слоев (как евклидовых пространств) (29), причем

выполнены следующие требования:
i) ( )ii U xxy Î-1

0  при всяком (см. { }ni ,...,1Î  фразу, содержащую формулу (32));

ii) при всяком { }1,...,m tÎ  диаграмма (37) коммутативна.

Лемма доказана.

§ 2

Т е о р е м а *). Для всякого uSjÎ  в пространстве nu
j VS ´  имеется всюду плотное

множество u
jD  типа dG , обладающее свойствами:

а) при всяких ( ), ,u
jf x ÎD { }nk ,...,1Î функция ( ) RVS nu

jk ®´×W :  полунепрерывна
сверху в точке ( )xf , ;

б) при всяких ( ), u
jf x ÎD , { }nk ,...,1Î  имеет место равенство

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ), , , ;k
k kf x f x f xl = W = W

в) при всяких ( ), u
jf x ÎD , { }1,...,0 -Î nk имеет место альтернатива: либо

( )( ) ( )( ),,, 1 xfxf knkn +-- = ll
либо подпространство

( ) ( ) ( ) ( )( ){ }1
1, : , ,k n kdef

E f x x f f xp l l-
- += Îx x �

экспоненциально отделено от всякого своего алгебраического дополнения в пространстве
( ),1 x-p  т. е. для всякого алгебраического дополнения knl -  подпространства ( )xfEk , (в

векторном пространстве ( ),1 x-p ) существуют числа +Î *Ra , +Î *Rb , такие, что для
всяких n kl -Îx , ( ),kE f xÎy   и всяких целых чисел 0t s� �   выполнено неравенство

( )( )exp .t s t tdf df df df t sa b× × -x y x y�

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть дано uSjÎ .
А. В силу теоремы [10] и леммы 2 [6] в пространстве

( )
nu

jB

u
j VSB ´=

9.2.
 найдется всюду

плотное множество ( ),1u
jD   типа dG ,  такое,  что при всяких ( ) ( ),1,. u

jf x ÎD , { }nk ,...,0Î

функция ( ) RVS nu
jk ®´×W :  полунепрерывна сверху в точке ( )xf , .

Б.  В силу леммы §  1  гомоморфизм ( ) ( )( ), , ,u u u u
j j j jHom Z Aut E p BÎH , определенный

формулами (В.2.12) — (В.2.14), является насыщенным. Поэтому в силу теоремы [11] в
пространстве nu

j
u
j VSB ´=  найдется всюду плотное множество ( ),2u

jD  типа dG ,
обладающее свойствами:

а) при всяких ( ) ( ),2, u
jf x ÎD , { }nk ,...,1Î   имеет место цепочка равенств

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ), , , , , , ,u u uk
k j k j jf x f x f xl = W = WH H H

которая в силу лемм 1 — 3 [6] эквивалентна цепочке равенств
( )( ) ( )( ) ( )( );,,, xfxfxf k

kk W=W=l  (2.1)

б) при всяких ( ) ( ),2, u
jf x ÎD , { }1,...,0 -Î nk  имеет место альтернатива: либо выполнено

равенство

*) Обозначения см. в [6, § 1, пп. 1 — 3].



( ) ( )( ) ( ) ( )( )1, , , , ,u u
n k j n k jf x f xl l- - +=H H

которое в силу леммы 1 [6] эквивалентно равенству
( )( ) ( )( ),,, 1 xfxf knkn +-- = ll  (2.2)

либо гомоморфизм ( )u
jH  экспоненциально разделен с индексом k  в точке ( ),f x ,  т.  е.

выполнена следующая совокупность условий:
i) имеет место строгое неравенство

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1, , , , ,u u
n k j n k jf x f xl l- - +>H H

которое в силу леммы 1 [6] эквивалентно строгому неравенству
( )( ) ( )( )1, , ;n k n kf x f xl l- - +>  (2.3)

ii) для всякого алгебраического дополнения

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1

0, , ,un k u k
j iR p f x R f xq

-- = H  (2.4)

векторного подпространства ( ) ( )( )0 , ,uk
jR f xH  слоя ( ) ( )( )xfpu

j ,
1-

 существуют числа +Î *Ra ,
+Î *Rb  такие, что для всяких ненулевых векторов, knR -Îx , ( ) ( )( )0 , ,uk

jR f xhÎ H  для всяких
+ÎZt , +ÎZs  таких, что t s� , имеет место неравенство

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
1 1

exp .
t s t su u u u

j j j jX X X X t sx x a h h b
- -

× × -�  (2.5)

Напомним, что если выполнено строгое неравенство ( )( ) ( )( )1, ,u u
n k j n k jb bl l- - +>H H , то

через ( )( )0 ,uk
jR bH  обозначается векторное пространство

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ){ }1

1, : , , ,u u uu
k j j j n k jdef

E b p b bx l x l
-

- += ÎH H H�  (2.6)

где

( )( )
( )( )1lim ln 0,

,
0

tu
ju t

t Nj def

X при
t

при

x x
l x

x

®+¥
Î

ì
¹ï

= í
ï -¥ =î

H  (2.7)

(напомним, что ( )( )2
1

,hhh u
jD=  для всякого EÎh ).

Так как отображение ( )xfpr ,,2  (сужение на слой ( ) ( )( )1
,u

jp f x
-

проекции 2pr

произведения nu
j VS ´  на второй сомножитель) при всяком ( ) Bxf Î,  есть изоморфизм

векторного пространства ( ) ( )( )xfpu
j ,

1-
 на векторное пространство ( )x1-p , то формула (2.4)

эквивалентна формуле

( ) ( ) ( )
( ) ( )( )1

02, , 2, , , , .un k k
jf x f xpr R x pr R f xp q- -= h  (2.8)

При всяких u
jSf Î , nVxÎ , { }nk ,...,1Î , для которых выполнена (2.3), имеем

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( )

( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ){ }

0 2.3 2.6

1

12.6

, , , ,

, : , , , .

u uk
j k j

u uu
j j n k j

R f x E f x

p f x f xx l x l
-

- +

= =

= Î

H H

H H�
 (2.9)

При всяких u
jSf Î , nVxÎ , { }nk ,...,1Î  в силу леммы 1 [6] имеет место равенство

( ) ( ) ( )( )( ).,,, 11 xfxf kn
u
jkn +-+- = ll h                                      (2.10)

В силу формул (В.2.11), (В.2.13), (2.7) при всяком u
jEÎx  имеет место равенство



( )( ) ( )2, , ,u
j f prl x l x=H                                              (2.11)

где ( ),fl x  при всяких u
jSf Î , nTVÎx определено формулой

( )
1lim ln 0,

,

0

t

t
t Ndef

df при
tf

при

l ®+¥
Î

ì
¹ï

= í
ï-¥ =î

x x
x

x

 (2.12)

(напомним, что ( )( )1 2
,

def
d=y y y  для всякого nTVÎy ).

В силу равенств (2.10), (2.11) при всяких u
jSf Î , nVxÎ  имеем

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ){ }
( )( ) ( ) ( ) ( )( ){ }

1

1

1 1
12, ,

, : , , ,

: , , .

u uu
j j n k j

n kf x

p f x f x

pr x f f x

x l x l

p l l

-

- -

-
-

- +

Î =

= Î

H H

x x

�

�
(2.13)

Из формул (2.9), (2.13) следует, что при всяких u
jSf Î , nVxÎ , { }1,...,1 -Î nk , для которых

выполнено строгое неравенство (2.3), имеем

( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ){ }1

0 12, , , , , .uk
j n kf xpr R f x x f xp l-

- += ÎH x � (2.14)

В силу равенства (2.14) формула (2.8) переписывается в виде

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ){ }1 1
12, , : , , .n k

n kf xpr R x x f f xp q p l l- - -
- += Îx x �

Поэтому условие ii) можно переписать в виде: для всякого алгебраического дополнения
( ) ( )1 ,n k

kl x E f kp q- -= векторного подпространства

( ) ( ) ( ) ( )( ){ }1
1, : , ,k ndef

E f x x f f xp l l-
-+= Îx x �   (в векторном пространстве ( )x1-p )

существуют числа +Î *Ra , +Î *Rb ,  такие,  что для всяких ненулевых векторов n kl -Îx ,
( ),kE f xÎy  для всяких, таких, +ÎZt  что +ÎZs , t s�  имеет место неравенство

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1 1

, , , , exp
i s t su u u u

j j j jX f X f X f X f t sa b
- -

× × -x x y y�

(напомним, что ( )( ) 21
,xxx u

jdef
D=  для всякого u

jEÎx ), которое с помощью формул (В.2.11),

(В.2.13) переписывается в виде

( )( )1 1
expt s t sdf df df df t sa b

- -
× × -x x y y�

(напомним, что ( )( )1 2
,

def
d=z z z  для всякого nTVÎz ). Последнее неравенство при 0¹x ,

0¹y  эквивалентно неравенству

( )( )exp .t s s tdf df df df t sa b× × -x y x y� (2.15)

Если 0=x   или 0=y , то левая и правая части нестрогого неравенства (2.15) равны нулю,
следовательно, неравенство (2.15) верно и в том случае, когда выполнено хоть одно из
равенств 0=x , 0=y .

Поэтому из условия и) следует: для всякого алгебраического дополнения knl -

векторного подпространства ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1
1, : , ,k n kdef

E f x x f fp l l-
- += Îx x x� (в

векторном пространстве ( )x1-p ) существуют числа +Î *Ra , +Î *Rb , такие, что для
всяких n kl -Îx , ( ),kE f xÎy для всяких целых чисел 0t s� �   выполнено неравенство
(2.15).



В. Положим ( ) ( ),1 ,2u uu
j j j= ID D D  (множество ( ),1u

jD  введено в подпункте А, множество
( ),2u
jD  — в начале подпункта Б). Так как и ( ),1u

jD ( ),2u
jD  — всюду плотные множества типа

dG  в полном (см. п. 2.7 введения) метрическом пространстве u
jB

u
j dB , , то в силу теоремы

Бэра множество ( ) ( ),1 ,2u uu
j j j= ID D D  есть всюду плотнее множество типа dG  в метрическом

пространстве u
jB

u
j dB , , а следовательно (см. п. 2.7 введения), и в метрическом пространстве

~
( , )u

j
u

BjB d .

Имеем: а) при всяких ( ) ( ) ( ),1 ,2, u uu
j j jf x Î = ID D D , { }nk ,...,1Î  функция ( ) RVS nu

jk ®´×W :
полунепрерывна сверху в точке ( )xf ,  (доказано в подпункте А);

б) при всяких ( ) ( ) ( ),1 ,2, u uu
j j jf x Î = ID D D , { }nk ,...,1Î  имеет место равенство

( )( ) ( )( ) ( )( )xfxfxf k
kk ,,, W=W=l  (см. равенство (2.1));

в) при всяких ( ) ( ) ( ),1 ,2, u uu
j j jf x Î = ID D D , { }1,...,1 -Î nk  имеет место альтернатива: либо

выполнено равенство
( )( ) ( )( )xfxf knkn ,, 1+-- = ll

(см. равенство (2.2)), либо (см. последнюю фразу подпункта Б) подпространство
( )( ) ( ) ( ) ( )( ){ }1

1, : , , ,k n kdef
E f x x f f xp l l-

- += Îx x �

где

( )
1lim ln 0,

,

0

t

t
t Ndef

df при
tf

при

l ®+¥
Î

ì
¹ï

= í
ï-¥ =î

x x
x

x

векторного пространства ( )x1-p  обладает следующим свойством: для всякого
алгебраического дополнения knl -  подпространства ( )( )xfEk ,  (в  векторном пространстве

( )x1-p ) существуют числа +Î *Ra , +Î *Rb , такие, что для всяких n kl -Îx , ( ),kE f xÎy  для
всяких целых чисел 0t s� �  выполнено неравенство

( )( )exp .t s s tdf df df df t sa b× × -x y x y�
Теорема доказана.

П р и м е ч а н и е . В работе [2] на с. 433 (строка 15 снизу) вместо ( )bmX ,  должно быть
( )xbmX , , на с. 434 (строка 6 снизу) вместо» «неравенство» должно быть «равенство», на

с. 443 (строка 9 снизу) у второй буквы C плохо пропечатался нижний индексe , на с. 454
(строка 14 сверху) вместо «фиксируем» должно быть «фиксируем указанное в
предыдущей фразе», на с. 461 в строке 8 снизу нужно убрать две запятые (перед
многоточием и сразу после него), на с. 464 (строка 1 снизу, не считая сноски) вместо

( )[ ] 1
1 \Vp k -

 должно быть ( )[ ] ( ) 10
1

\Vbp k -
.

В работе [3] на с. 1398 (строка 9 сверху) вместо fx должно быть sf x ; на с. 1399
формула (16) должна быть такой:

( ) ( )1 1, 1 1 , 1 ;m mW m m m m W I d
- -- - + - - <é ùë ûX X

на с. 1401 (строка 8 сверху) вместо последнего плюса должен быть минус.
В работе [7] на с. 1490 (строки 1 — 2 сверху) вместо  в четырех местах должно быть

p ; на с. 1493 в сноске вместо *
nR  должно быть nR* ; на с. 1494 в предпоследней строке

формулы (35) перед закрывающейся квадратной скобкой пропущено выражение



( )( ) 1

mxm f
d h

-
; на с. 1495 в формуле (43) в фигурной скобке вместо 0 должно быть 1; на с.

1496  в формуле (44)  вместо индекса 0  должен быть индекс 1,  а в формуле (50)  в левой
части первого неравенства вместо s должно быть z; на с. 1497 (строка 16 снизу)
вместо rmg ,

)  должно быть yg rm ,,
) .

В работе [9]  на с.  1906  в строке 9  сверху и в последних двух строках п.  б)  вместо
«принадлежит» должно быть «принадлежат», на с. 1908 в формуле (14) вместо ( )mhd 1-

должно быть ( )01
mhd - ; на с. 1909 в формуле (30) над v  (в строке, но не в индексе) должна

быть точка.
В работе [12] на с. 1516 в формуле (53) (в фигурной скобке) и в формуле (54) (в

индексе)  вместо 0  должно быть 1;  на с.  1517  в формуле (60)  в левой части первого
неравенства вместо s должно быть z ; на с. 1519 (строка 9 сверху) вместоÎ   должно
бытьÎ; на с. 1523 в формуле (104) левая часть первого равенства должна быть
такой: thn vtm

uh , ; на с. 1535 строка 3 снизу, не считая сносок) вместо mV  должно быть 1-mV ,

на с. 1537 (строка 9 снизу) вместо rg  должен быть такой текст: ( ) 1ˆ,r mg f u
-

 на 1 1, my f h u- -

на 1
1mh y-
- ;  на той же с.  1537  строку 5  снизу нужно заменить таким текстом:  последнее

равенство в формуле, полученной из (173) указанными заменами, следует из (62).
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