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1. Íàéòè ðåøåíèå y′′ + y = δ(2013)(x) èç D′(R).

2. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Êîøè
{
utt = ∆xu, t ∈ (0,∞), x ∈ R3,

u
∣∣
t=0

= 0, ut
∣∣
t=0

= f(x).

Ôóíêöèÿ f íåîòðèöàòåëüíà, è îòëè÷íà îò íóëÿ â ñåðïîâèäíîé îáëàñòè: ðàñïîëîæåííîé âíóòðè êðóãà
ðàäèóñà 1, è âíå êðóãà ðàäèóñà 2, òàêèõ, ÷òî ãðàíè÷íûå îêðóæíîñòè ýòèõ êðóãîâ ïåðåñåêàþòñÿ â äèà-
ìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷êàõ îêðóæíîñòè ðàäèóñà 1. Óêàçàòü âñå òå çíà÷åíèÿ t, ïðè êîòîðûõ
ñóììà çíà÷åíèé u, âû÷èñëåííûõ â öåíòðàõ ýòèõ êðóãîâ, îòëè÷íà îò íóëÿ.

3. Ïóñòü D = {(x, y, z) | x2 + y2 + z2 < 1} � øàð â R3, n⃗ � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê D . Ôóíêöèÿ u(x, y, z)
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

∆u(x, y, z) = x2013 + y2013 + z2013 + 2013 â D

è óñëîâèþ u(0, 0, 0) = 0 .

à) Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a ýòà ôóíêöèÿ ìîæåò óäîâëåòâîðÿòü êðàåâîìó óñëîâèþ u
∣∣∣
∂D

= a ?

á) Òîò æå âîïðîñ ïðî êðàåâîå óñëîâèå
∂u

∂n⃗

∣∣∣
∂D

= a.

4. Ðàññìîòðèì êîëåáàíèÿ îãðàíè÷åííîé ñòðóíû ñ çàêðåïëåííîé ãðàíèöåé:{
utt = uxx, t ∈ (0,∞), x ∈ (0, l),

u
∣∣
t=0

= φ(x), ut
∣∣
t=0

= ψ(x), u
∣∣
x=0

= u
∣∣
x=l

= 0.

Íåêîòîðûé îòðåçîê [a, b] ⊂ (0, l) íàõîäèòñÿ â ïîêîå â ïðîöåññå êîëåáàíèé ñòðóíû, òî åñòü u(x, t) ≡ 0 ïðè
(x, t) ∈ [a, b] × [0,∞). Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî u(x, t) ≡ 0 â (x, t) ∈ [0, l] × [0,∞), òî åñòü ÷òî âñÿ
ñòðóíà ïîêîèòñÿ?

5. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè åäèí-
ñòâåííî. Áóäåò ëè îíî åäèíñòâåííî â ïîëîñå (x1, x2) ∈ (−∞,∞)× (0, l) íà ïëîñêîñòè? À åñëè ðàññìàòðè-
âàòü òîëüêî îãðàíè÷åííûå ðåøåíèÿ?

6. Ïóñòü T (x, t) � òåìïåðàòóðà îãðàíè÷åííîãî òåëà ñ íóëåâûìè óñëîâèÿìè íà ãðàíèöå. Ìîæåò ëè òåìïåðà-
òóðà êîëåáàòüñÿ â íåêîòîðîé âíóòðåííåé òî÷êå x0 òåëà, èìåííî, ìîæåò ëè T (x0, t) èìåòü òàêîé ãðàôèê:

Tt = Txx, t ∈ (0,∞), x ∈ (0, 1),

T
∣∣
t=0

= φ(x),

T
∣∣
x=0

= T
∣∣
x=1

= 0. -

6T (x0, t)

0 t

7. Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè{
ut = ∆xu+ f(t, x), t ∈ (0,∞), x ∈ Ω, |f(t, x)| < ε,

u
∣∣
t=0

= φ(x), u
∣∣
∂Ω×[0,∞)

= 0.

à) Ìîæíî ëè çà êîíå÷íîå âðåìÿ îñòóäèòü òåëî äî íóëåâîé òåìïåðàòóðû u(τ, x) ≡ 0, x ∈ Ω ?

á) Ìîæíî ëè çà êîíå÷íîå âðåìÿ íàãðåòü òåëî â çàäàííîé òî÷êå x0 ∈ Ω ñ íóëåâîé òåìïåðàòóðû φ(x) ≡ 0
äî çàäàííîé òåìïåðàòóðû u(τ, x0), |u(τ, x0)| > M ?

8. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ uxy + xux + yuy + (1 + xy)u = 0.

9. Íàéòè ìíîæåñòâî íà ïëîñêîñòè (x, t) , â êîòîðîì îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî ðåøåíèå çàäà÷è Ãóðñà, è ïîëó-
÷èòü ÿâíûé âèä ðåøåíèÿ:

utt − uxx = 0,

u(x, 0) = sinx, x > 0, u(x, x) = x, 0 6 x 6 1.

10. Ïîñòðîèòü ôóíêöèþ Ãðèíà äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà Lu = u′′ − 2

x2
u, u(1) = 0, u(x) îãðàíè-

÷åíà íà èíòåðâàëå (0, 1) .

11. Ìîæíî ëè ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ èç L2(Ω) (Ω− îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü) ïðèáëèçèòü â L2(Ω) ðåøåíèÿìè

à) óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà;

á) óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ñòðóíû;

â) óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè?


