
Îëèìïèàäà ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì

Çàäà÷à 1. Ðåøèòå óðàâíåíèå (y′)2 − 2yy′′ + 4y2 = 0.
Çàäà÷à 2. Ñóùåñòâóåò ëè ïðè K = [0,1] è n > 1 òàêîå óðàâíåíèå

y(n) + a1(t)y
(n−1) + . . .+ an(t)y = 0, t ∈ K, a1, . . . , an ∈ C(K),

÷òî äëÿ íåêîòîðîãî åãî íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ y ïðè t ∈ K èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî íóëåé:
à) ñàìà ôóíêöèÿ y(t);
á) íåêîòîðàÿ íåòðèâèàëüíàÿ (ò.å. (C1, . . . , Cn) 6= (0, . . . ,0)) ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ C1y

(n−1)(t) +
. . .+ Cny(t)?

Çàäà÷à 3. Âåðíî ëè, ÷òî çàäà÷à Êîøè äëÿ àâòîíîìíîé ñèñòåìû{
ẋ = f(x), x ∈ G ⊂ Rn, f ∈ C(Rn);
x(0) = x0, f(x0) 6= 0,

èìååò õîòÿ áû ëîêàëüíî (ò.å. â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè t = 0) åäèíñòâåííîå ðåøåíèå:
à) ïðè n = 1;
á) ïðè n > 1?
Çàäà÷à 4. Ïóñòü ôàçîâàÿ êðèâàÿ íåêîòîðîãî ðåøåíèÿ x0 ñèñòåìû

ẋ = f(x), f ∈ C1(R2),

åñòü öèêë, ω-ïðåäåëüíûé (ò.å. ïðåäåëüíûé ïðè t → +∞) äëÿ âñåõ áëèçêî íà÷èíàþùèõñÿ ôàçîâûõ
êðèâûõ. Ìîæåò ëè òîãäà ñëó÷èòüñÿ, ÷òî ðåøåíèå x0:

à) ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì;
á) íå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó?
Çàäà÷à 5. Íàïèøèòå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, íå çàâèñÿùåå îò x íàïðÿìóþ, êîòîðîìó áû

óäîâëåòâîðÿëè âñå êðèâûå âòîðîãî ïîðÿäêà, è òîëüêî îíè.
Çàäà÷à 6. Ñêîëüêî íåîãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé, êîòîðûå íå âõîäÿò â îñîáûå òî÷êè è íå âûõîäÿò

èç íèõ, åñòü ó ñèñòåìû {
ẋ = Re[(x+ iy)4 − 1],

ẏ = Im[(x+ iy)4 − 1]?

Çàäà÷à 7. Îïèøèòå êà÷åñòâåííîå ïîâåäåíèå âîçìîæíûõ îðáèò ë¼ãêîãî ñïóòíèêà â ïîëå òÿæåñòè
ïëàíåòû (¾ïåðâûé çàêîí Êåïëåðà¿), åñëè áû â çàêîíå âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ áûë áû íå îáðàòíûé
êâàäðàò, à îáðàòíûé êóá ðàññòîÿíèÿ:

f(r) = −GMm

r3
.

Èíûìè ñëîâàìè � êàê âûãëÿäèò äâèæåíèå íåáåñíûõ òåë â ÷åòûð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå?
Çàäà÷à 8. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

yIV + q(x)y = 0,

ãäå q(x) íåïðåðûâíà, q(x) > 0.
Èçâåñòíî, ÷òî íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå (x1, x2) åñòü ðåøåíèå y1, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî:

y1(x1) = y′1(x1) = y′′(x1) = 0, y′′′(x1) 6= 0, y1(x) 6= 0 íà (x1, x2).

Ñêîëüêî íóëåé íà èíòåðâàëå (x1, x2) ìîæåò èìåòü ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå y òàêîãî óðàâíåíèÿ?


