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Çàäà÷à 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : R2 → R ïðèíàäëåæèò êëàññó C∞, à ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xj ñòðåìèòñÿ
ê íóëþ. Âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ y′ = f(x, y) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè y(xj) = 0 îãðàíè÷åíû è ïðîäîëæàåìû íà
âñþ ïðÿìóþ. Ñëåäóåò ëè îòñþäà, ÷òî ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì y(0) = 0
à) ïðîäîëæàåìî íà âñþ ïðÿìóþ?
á) îãðàíè÷åíî?

Çàäà÷à 2. Ìîæåò ëè áûòü íåñâÿçíûì ìíîæåñòâî òî÷åê
⋂∞

i ϕ(i,∞) (ω � ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî), ãäå x = ϕ(t)
� ðåøåíèÿ cèñòåìû ẋ = f(x), a f : R2 → R2 � îòîáðàæåíèå êëàññà C∞?

Çàäà÷à 3. Óêàæèòå íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íà ôóíêöèþ u ∈ Cn(R), ïðè êîòîðîì îíà ñëóæèò
ðåøåíèåì êàêîãî-ëèáî ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

y(n) + a1(t)y
(n−1) + an(t)y = 0, a1, . . . , an ∈ C(R).

Çàäà÷à 4. Ïóñòü çàäàíà ëèíåéíàÿ àâòîíîìíàÿ ñèñòåìà

ẋ = Ax, x ∈ Rn, t ∈ R.

Îïèøèòå âñå íåíóëåâûå ðåøåíèÿ x ýòîé ñèñòåìû, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ íàéäåòñÿ òàêîå ðåøåíèå y òîé æå
ñèñòåìû, ëèíåéíî íåçàâèñèìîå ñ x, ÷òî â ëþáîé ìîìåíò t ∈ R ëó÷, íàòÿíóòûé íà ðåøåíèå x(t), ïîâîðà÷èâàåòñÿ
â òî÷íîñòè â ñòîðîíó âåêòîðà y(t) (ò.å. âåêòîð ẋ(t) ëåæèò â ïëîñêîñòè âåêòîðîâ x(t), y(t), ïðè÷åì ẋ(t) · y(t) > 0)?

Çàäà÷à 5. Äëÿ óðàâíåíèÿ
(y′)2017 + (y′)2016 = y2017 + y2016

à) íàðèñîâàòü èíòåãðàëüíûå êðèâûå; á) âûðàçèòü ðåøåíèå àíàëèòè÷åñêè.
Çàäà÷à 6.

Ïóñòü

f(x) =

{
x+ 1, x < 0,

4x− 4, x > 0.

à) äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå ε2 d2X
dt2 = f(X) ïðè ëþáîì ïîëîæèòåëüíîì ε èìååò 1-ïåðèîäè÷åñêîå ïî t è íåïðå-

ðûâíîå ïî t, ε ðåøåíèå X(t, ε).
á) Ïóñòü òàêîå ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

X ′t(0, ε) = X ′t(1, ε) = 0, X(0.5, ε) > 0.

Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè t ∈ [0, 1] íàéäèòå ïðåäåë p(t) = lim
ε→0

X(t, ε).

Çàäà÷à 7. Ðåøèòü óðàâíåíèå
y′(2x2y − x)− 2xy2 − y = 0.

Çàäà÷à 8. ×èñëåííî ðåøàÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå H ′′+F (H) = 0 ñ èçâåñòíîé ôóíêöèåé F, Ãàâðèëà
ïîëó÷èë ãðàôèê ðåøåíèÿ H(x), ïîêàçàííûé íà ðèñóíêå.

Äîêàæèòå, ÷òî â âû÷èñëåíèÿõ Ãàâðèëû åñòü îøèáêà.
Çàäà÷à 9. Èçâåñòíî, ÷òî y′ + 2017y = f(x) è f(x)→ 0, x→∞. Íàéòè ïðåäåë lim

x→∞
y(x).

Çàäà÷à 10. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 è ëþáîãî ðåøåíèÿ ϕ = y(t) óðàâíåíèÿ ÿ+ sin y = 0, çàäàþùåãî
ïåðèîäè÷åñêîå êîëåáàíèå ìàÿòíèêà â îêðåñòíîñòè åãî íèæíåãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ϕ = 0, íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ
ϕ = z(t), êîòîðàÿ:

1) óäîâëåòâîðÿåò äëÿ âñåõ t ≥ 0 óñëîâèþ |ż(t)− ẏ(t)| < ε;

2) äëÿ íåêîòîðûõ t1 > t2 è ϕ0 ïðèíèìàåò ïðè t ∈ [t1, t2] ïî÷òè ëþáîå çíà÷åíèå ϕ ∈ [0, 2π)(mod 2π) îäèíàêîâîå
÷èñëî ðàç.
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