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1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ îäíîãî (êàêîãî èìåííî?) èç äâóõ óðàâíåíèé y′ = ±y2+x2 ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
y(0) = 0 ïðîäîëæàåòñÿ íà âñþ ïîëóîñü x ≥ 0, à äëÿ äðóãîãî � íåò.

2. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè âñå êîýôôèöèåíòû íîðìèðîâàííîãî (ò. å. ñ åäèíè÷íûì ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì) ëèíåéíîãî
óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíû íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå, òî âñå åãî ðåøåíèÿ ïðîäîëæàþòñÿ íà âåñü ýòîò èíòåðâàë.
Âåðíî ëè àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ îòðåçêà?

3. Íàéäèòå ìàòðèöó A ñèñòåìû ẋ = Ax , x ∈ R2
, åñëè íåêîòîðîãî åå ðåøåíèå x(·) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

x(0) =

(
1
0

)
, ẋ(0) =

(
0
1

)
, x(1) =

(
−2
0

)
.

4. Äëÿ èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êè íåèçâåñòíîé ëèíåéíîé àâòîíîìíîé ñèñòåìû íà ïëîñêîñòè íàðèñîâàíû âñå åå
n ñîáñòâåííûõ (îïðåäåëÿåìûõ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè) ïðÿìûõ (ïðè n = 2 � ñåäëî èëè óçåë, ïðè n = 1
� âûðîæäåííûé óçåë, à ïðè n = 0 � öåíòð èëè ôîêóñ ñîîòâåòñòâåííî), à òàêæå âåêòîð ôàçîâîé ñêîðîñòè â
íåêîòîðîé íå ëåæàùåé íà íèõ òî÷êå ïëîñêîñòè. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ n ïî ýòîìó ðèñóíêó ìîæíî îäíîçíà÷íî
îïðåäåëèòü, êàêîâ òèï îñîáîé òî÷êè è ÿâëÿåòñÿ ëè îíà óñòîé÷èâîé?

5. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå
y′′ − (1 + e−x)y = 0

èìååò äâà íåíóëåâûõ ðåøåíèÿ y1 è y2 , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì
y′
1(x)

y1(x)
→ 1 è

y′
2(x)

y2(x)
→ −1 ïðè x → ∞.

6. Ïðè n = 1 äëÿ ëþáîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ f ∈ C(G) â îáëàñòè G ⊂ Rn
âåðíî ñëåäóþùåå:

à) åñëè f(x0) ̸= 0
èëè

á) åñëè f(x0) = 0 è ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ f ′(x0) ,
òî äëÿ ëþáîãî t0 ∈ R ÷åðåç òî÷êó (t0, x0) ïðîõîäèò ëîêàëüíî åäèíñòâåííàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ. Âåðíû
ëè ýòè ïðèçíàêè ëîêàëüíîé åäèíñòâåííîñòè ïðè n > 1 ?

7. Ïðè ëþáîì ëè n ∈ N âåðíî, ÷òî: åñëè äàííûå n ñêàëÿðíûõ n ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé,
îïðåäåëåííûõ íà îáùåì èíòåðâàëå, íå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè íè íà êàêîì ìåíüøåì èíòåðâàëå, òî
èõ îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå îòëè÷åí îò íóëÿ?

8. Ïóñòü d
dx � îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ îò ïåðåìåííîé x ñòåïåíè ìåíüøå

2012. Íàéäèòå âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà exp
(
π
2

d
dx

)
è èõ êðàòíîñòè.

9. Âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A(t), íåïðåðûâíî çàâèñÿùåé îò t, äåéñòâèòåëüíû è íå ïðåâîñõîäÿò −1
ïðè âñåõ t ∈ R. Ñëåäóåò ëè îòñþäà, ÷òî íóëåâîå ðåøåíèå ëèíåéíîé íåàâòîíîìíîé ñèñòåìû ẋ = A(t)x

à) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî?

á) óñòîé÷èâî?

10. Ìîæíî ëè òàê ïîäîáðàòü ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ

ẍ = f(x, ẋ), t ∈ R,

÷òîáû èç ëþáîé íà÷àëüíîé òî÷êè (x(0), ẋ(0)) ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ïðèõîäèëà áû â òî÷êó (0,0):

a) çà áåñêîíå÷íîå âðåìÿ;

b) çà êîíå÷íîå âðåìÿ?


