
Îëèìïèàäà ïî îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì

Êàôåäðà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, 2008 ã.

1. [10] Íàéäèòå eA, ãäå A =

 1 1 1
1 1 1
1 1 1

 .

2. Ïóñòü îñîáàÿ òî÷êà ëèíåéíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ íà ïëîñêîñòè � óñòîé÷èâûé ôîêóñ.

a) [5] Çà êîíå÷íîå ëè âðåìÿ ïðîõîäèò òî÷êà òðàåêòîðèþ îò ñâîåãî íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ äî íà÷àëà êîîðäèíàò?

b) [10] Êîíå÷íà ëè äëèíà ýòîé òðàåêòîðèè?

3. [15] Âîçìîæíî ëè ðàñêà÷àòü ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê âíåøíåé ñèëîé ïîðÿäêà ε çà âðåìÿ ïîðÿäêà ε−1, ò. å. ìîæíî
ëè â çàäà÷å

ẍ + x = fε(t), |fε(t)| 6 ε, t > 0, x(0) = 0, ẋ(0) = 0,

ïðè íåêîòîðîì ôèêñèðîâàííîì C > 0 äëÿ êàæäîãî ε > 0 ïîäîáðàòü íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ fε òàê, ÷òîáû ðåøåíèå
x ïîëó÷åííîé çàäà÷è óäîâëåòâîðÿëî íåðàâåíñòâó

max
06t6C/ε

|x(t)| > 1?

4. [10] Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ∈ N ôóíêöèè et1 , et2 , . . . , etn

ëèíåéíî íåçàâèñèìû íà îòðåçêå [0; 1].

5. [20] Äîêàçàòü, ÷òî åñëè îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé f, g, h ∈ C2(I) íà èíòåðâàëå I òîæäåñòâåííî
ðàâåí íóëþ, òî íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå J ⊂ I îíè ëèíåéíî çàâèñèìû.

6. Ïóñòü íà ïëîñêîñòè çàäàíî ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå v. Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî âñå íåïðîäîëæàåìûå ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ

ẋ = v(x)

îïðåäåëåíû íà âñåé ÷èñëîâîé îñè, åñëè:

a) [10] |v(x)| 6 |x|, x ∈ R2;

b) [5] |v(x)| 6 |x|2, x ∈ R2?

7. a) [5] Íàðèñîâàòü ôàçîâûå êðèâûå óðàâíåíèÿ
ẍ + x3 = 0.

b) [10] Íàéòè ïåðèîä ìàëûõ êîëåáàíèé âáëèçè åãî íóëåâîé íåïîäâèæíîé òî÷êè (ò. å. ïðåäåë ïåðèîäà êîëåáàíèé,
àìïëèòóäà êîòîðûõ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ).

8. [20] Ìîæåò ëè ñëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

ẍ = f(x), f ∈ C1(R) (f(0) = 0),

óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó, à âñå îñòàëüíûå � íåóñòîé÷èâû?

9. a) [10] Óñòîé÷èâî ëè ïî Ëÿïóíîâó íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

ẍ + (ẋ)2007 + ω2x = 0 (ω > 0)?

b) [15] Îáÿçàòåëüíî ëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë ïðîèçâîëüíîãî íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ x(t) ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðè t →∞,
è ÷åìó îí ìîæåò áûòü ðàâåí?

10. Íàçîâåì ÷àñòîòîé ôóíêöèè x: [0;∞) → R âåëè÷èíó

ω(x) = lim
T→+∞

π

T
ν(x, T ),

ãäå ν(x, T ) � êîëè÷åñòâî íóëåé (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè) ôóíêöèè x íà ïðîìåæóòêå (0, T ].

a) [15] Îöåíèòü ñâåðõó ÷àñòîòó ïðîèçâîëüíîãî íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

x(2008) + x = 0.

b) [25] Íàéòè ÷àñòîòó ôóíêöèè
x(t) = sin t + sinπt.

11. [20] Ïóñòü µ ∈ C1(G) � èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü äëÿ óðàâíåíèÿ

M(x, y) dx + N(x, y) dy = 0, M,N ∈ C1(G),

à Φ(x, y) = C � îáùåå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ

µ(x, y)M(x, y) dx + µ(x, y)N(x, y) dy = 0.

Êàêîé ôîðìóëîé çàäàþòñÿ âñå îñòàëüíûå èíòåãðèðóþùèå ìíîæèòåëè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ?


