
Îëèìïèàäà ïî îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì 2006 ã.

1. (1 áàëë) Îäíî èç ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ẋ = A(t)x+f(t) óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó. Äîêàæèòå,
÷òî ëþáîå ðåøåíèå óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó.

2. (2 áàëëà) Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ïîðÿäêà n ïî ïàðàìåòðó a â òî÷êå a = 0 âûðàæåíèÿ
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ãäå A � ïðîèçâîëüíàÿ îáðàòèìàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè n.

3. (2 áàëëà) Äîêàæèòå, ÷òî ó ëèíåéíîé ñèñòåìû ẋ = Ax íå ìîæåò áûòü ïðåäåëüíûõ öèêëîâ
(èçîëèðîâàííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé).

4. (5 áàëëîâ) Èçâåñòíî, ÷òî x ≡ 0 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ẋ = f(x, t), x ∈ R, è ÷òî ðåøåíèå
y ≡ 0 åãî ëèíåàðèçàöèè ẏ = f ′x(0, t)y àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. Ïîêàæèòå íà ïðèìåðå,
÷òî íóëåâîå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ìîæåò íå áûòü àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì.

5. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ẋ = f(x), x ∈ R, ñ íåïðåðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ íå óäî-
âëåòâîðÿåò â íåêîòîðûõ òî÷êàõ óñëîâèÿì òåîðåìû î åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ. Ìîæåò ëè
îíî èìåòü:

à) (2 áàëëà) ìíîæåñòâî ðåøåíèé xa(t), a ∈ R, äëÿ êîòîðûõ xa(0) = 0 è xa(1) = a?

á) (3 áàëëà) äâà ðåøåíèÿ x1(t), x2(t), òàêèå, ÷òî x1(0) = 0, x1(1) = 1, à x2(0) = 1,
x2(1) = 0?

â) (2 áàëëà) òàêèå æå âîïðîñû äëÿ äëÿ óðàâíåíèÿ âèäà ẋ = f(t, x), x ∈ R.

6. (3 áàëëà) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ x(t) óðàâíåíèÿ ẍ + ω2(t2 +
1)x = 0 è ëþáîãî ε > 0 íàéäóòñÿ äâà ðàçëè÷íûõ ìîìåíòà âðåìåíè t1, t2, òàêèå, ÷òî
x(t1) = x(t2) = 0 è |t1 − t2| < ε.

7. (5 áàëëîâ) Äîêàæèòå, ÷òî íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ẍ+ϕ(ẋ)+f(x) = 0 àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâî, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ϕ(0) = f(0) = 0, è ïðè x 6= 0 xϕ(x) > 0, xf(x) > 0.

8. (5 áàëëîâ) Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé ẋ = Ax ñ ìàòðèöåé
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9. à) (2 áàëëà) Ïóñòü x1(t) è x2(t) � äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà. Ìîæåò ëè îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî x1(t)
è x2(t) îáðàùàòüñÿ â íîëü íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå?

á) (3 áàëëà) Ïóñòü x1(t), x2(t) è x3(t) � òðè ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Ìîæåò ëè îïðåäåëèòåëü Âðîí-
ñêîãî x1(t), x2(t) è x3(t) îáðàùàòüñÿ â íîëü íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå?



10. (3 áàëëà) Íàðèñîâàòü ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû
{

ẋ = x2 − y2 − x
ẏ = 2xy − y

11. (4 áàëëà) Îöåíèòå îòëè÷èå îò 2π ïåðèîäà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ôèçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà
ẍ = − sin x ñ ìàëîé àìïëèòóäîé x(0) = µ ( ẋ(0) = 0 ).

12. (5 áàëëîâ) Ïðàâàÿ ÷àñòü äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà ñ òðå-
íèåì (è âíåøíåé ñèëîé)

ẍ + αẋ + βx = f(t)

ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ |f(t)| 6 (C + |t|)−k, k > 0,
α � íåîòðèöàòåëüíîå, β � ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ α, β, k ìîæ-
íî òàê âûáðàòü f(t), ÷òîáû ðàñêà÷àòü ìàÿòíèê, òî åñòü ÷òîáû äëÿ íåêîòîðîãî ðåøåíèÿ
sup

t∈[0,T ]

|x(t)| → ∞ ïðè T →∞ ?


