
ÀËÃÎÐÈÒÌ ÌÈËËÅÐÀ-ÐÀÁÈÍÀ

Ëåêöèÿ À.È. Ãàëî÷êèíà

Òåîðåìà 1. Ïóñòü n � íå÷åòíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, èìåþùåå r ≥ 1
ïðîñòûõ äåëèòåëåé, t � íå÷åòíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî; M(n, t) � ìíîæå-
ñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë x (1 ≤ x < n, (x, n) = 1) , äëÿ êîòîðûõ
âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç ñðàâíåíèé

xt ≡ 1 mod n (1)

x2kt ≡ −1 mod n , k = 0 , 1 , 2 , . . . . (2)
Òîãäà êîëè÷åñòâî ÷èñåë â ìíîæåñòâå M(n, t)

#M(n, t) ≤ ϕ(n)

2 r−1 . (3)

Ïóñòü ðàçëîæåíèå ÷èñëà n íà ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè èìååò âèä

n = ps1
1 · · · psr

r , d = min
j=1, r

ν2(pj − 1) ≥ 1 . (4)

Ëåììà 1. Ïðè k ≥ d ñðàâíåíèå (2) íå èìååò ðåøåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå: x0 � ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ (2) ïðè
k ≥ d. Èç (4) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ïðîñòîå ÷èñëî p | n , ÷òî
ν2(p− 1) = d ≥ 1 , p− 1 = 2 dl , ãäå l � íå÷åòíîå ÷èñëî. Ìû èìååì:

x2kt
0 ≡ −1 mod p , x2ktl

0 ≡ −1 mod p , x
(p−1)2k−dt
0 ≡ −1 mod p ,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Ïðè êàæäîì j, 1 ≤ j ≤ r , ñðàâíåíèå

xt ≡ 1 mod p
sj

j

èìååò íå áîëåå
(
t, ϕ(p

sj

j )
) ≤ ϕ(p

sj

j )

2 d
(5)
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ðåøåíèé. Ïî êèòàéñêîé òåîðåìå îá îñòàòêàõ ñðàâíåíèå (1) èìååò íå áîëåå
r∏

j=1

ϕ(p
sj

j )

2 d
=

ϕ(n)

2 dr

Ïîñêîëüêó (ab, c) ≤ (ab, ac) = a(b, c) , òî ñðàâíåíèå

x2kt ≡ −1 mod p
sj

j

èìååò íå áîëåå
(
2 kt, ϕ(p

sj

j )
) ≤ 2 k

ϕ(p
sj

j )

2 d
(6)

ðåøåíèé, à ñðàâíåíèå (2) � íå áîëåå, ÷åì 2 krϕ(n)

2 dr
ðåøåíèé. Ñëåäîâàòåëüíî,

ïî ëåììå 1

#M(n, t) ≤ ϕ(n)

2 dr

(
1 +

d−1∑

k=0

2kr

)
= ϕ(n)

(
1

2 r − 1
+

2 r − 2

(2 r − 1) 2 dr

)
, (7)

à, òàê êàê d ≥ 1 , òî ïîëó÷àåì îöåíêó (3).
Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ îñíîâûâàþòñÿ íà ñëåäóþùåé ëåììå

Ëåììà 2. Ïóñòü n � íå÷åòíîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî èìåþò ìåñòî ðàâåí-
ñòâà (4), t � íå÷åòíîå ÷èñëî, à ÷èñëî u > 1 . Ïóñòü äàëåå äëÿ íåêîòîðîãî
j (1 ≤ j ≤ r) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

(
t, ϕ(p

sj

j )
) ≤ ϕ(p

sj

j )

u2 d
(8)

Òîãäà
#M(n, t) ≤ ϕ(n)

u2 r−1 . (9)

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ïî÷òè äîñëîâíî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òåî-
ðåìû 1. Îäíî èç íåðàâåíñòâ (5) çàìåíèòñÿ íà íåðàâåíñòâî (8). Ñîîòâåò-
ñòâóþùåå íåðàâåíñòâî (6) çàìåíèòñÿ íà îöåíêó

(
2 kt, ϕ(p

sj

j )
) ≤ 2 k

ϕ(p
sj

j )

u2 d
,

â ðåçóëüòàòå ÷åãî â îöåíêå (7) ìíîæèòåëü ϕ(n)

2 dr
çàìåíèòñÿ íà ϕ(n)

u2 dr
è,

âìåñòî îöåíêè (3), ïîëó÷èì (9).
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Ëåììà 3. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî, p2 | n, p - t , òîãäà

#M(n, t) ≤ ϕ(n)

p2 r−1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü n = p sps2
2 · · · psr

r , s ≥ 2 . Òîãäà p | ϕ(n) , p - t è
(
t, ϕ(p

sj

j )
) ≤ ϕ(p s)

p2 d

è îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé 2 .

Àëãîðèòì Ìèëëåðà-Ðàáèíà îòñåèâàíèÿ ñîñòàâíûõ ÷èñåë
Çàäàíî íå÷åòíîå ÷èñëî n . Òðåáóåòñÿ óñòàíîâèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ýòî ÷èñëî

ñîñòàâíûì.
Ïóñòü n − 1 = 2 st , t íå÷åòíî. Âûáèðàåì ñëó÷àéíûì îáðàçîì íàòó-

ðàëüíîå ÷èñëî x (1 < x < n) .

1) Åñëè (x, n) > 1 , òî n � ñîñòàâíîå ÷èñëî. ÑÒÎÏ.
2) Åñëè (x, n) = 1 è íå âûïîëíÿåòñÿ íè îäíî èç ñðàâíåíèé (1) è (2) ïðè

0 ≤ k < s , òî n � ñîñòàâíîå ÷èñëî. ÑÒÎÏ.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûáèðàåì äðóãîå ÷èñëî x .

Îáîçíà÷èì: M(n) = M(n, t) .

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ñîñòàâíîå ÷èñëî n íå äåëèòñÿ íè íà 2, íè íà 3. Òîãäà

#M(n) ≤ ϕ(n)

4
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 1 è ëåììû 3 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ çàâåðøåíèÿ
äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàëîñü ðàçîáðàòü òîëüêî ñëó÷àé n = p1p2 , ãäå
p1 è p2 � ðàçëè÷íûå íå÷åòíûå ïðîñòûå ÷èñëà. Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî
#M(n) ≤ ϕ(n)

2 , íî ó÷èòûâàÿ ñïåöèôèêó âûáîðà t , ýòó îöåíêó ìîæíî óñè-
ëèòü. Ïóñòü

pj − 1 = 2 sj lj , 2 - lj , 1 ≤ s1 ≤ s2 , d = s1 , j = 1, 2 . (10)

Åñëè ïðè j = 1 èëè 2 ÷èñëî lj - t , òî ñóùåñòâóåò íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî
q , òàêîå, ÷òî νq(lj) > νq(t) , ïîýòîìó

(t, pj − 1) ≤ ϕ(pj)

q2 d
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è ïî ëåììå 2 ïðè r = 2

#M(n) ≤ ϕ(n)

2q
≤ ϕ(n)

6
,

òî åñòü â ýòîì ñëó÷àå òåîðåìà äîêàçàíà.
Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé l1 | t , l2 | t , à çíà÷èò l1 | (n − 1) ,

l2 | (n− 1) . Èç (10) è ðàâåíñòâà

n− 1 = p1p2 − 1 = (p1 − 1)(p2 − 1) + (p1 − 1) + (p2 − 1)

ñëåäóåò, ÷òî l1 | (p2 − 1) , l2 | (p1 − 1) , à òàê êàê l1 è l2 � íå÷åòíûå ÷èñëà,
òî èç (10) ñëåäóåò, ÷òî l1 | l2 è l2 | l1 , çíà÷èò l1 = l2 . Îáîçíà÷èì: l = l1 = l2 .

Ðàâåíñòâà (10) ïðèíèìàþò âèä:

p1 − 1 = 2 s1l , p2 − 1 = 2 s2l , d = s1 < s2

(ïðè s1 = s2 p1 = p2 , ÷òî èñêëþ÷åíî) . Ñëåäîâàòåëüíî,

(t, p2 − 1) = (t, ϕ(p2)) ≤ ϕ(p2)

2 s2
≤ ϕ(p2)

2 · 2 d

è óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç ëåììû 2 è íåðàâåíñòâà d ≥ 1 .

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ. Ïðè ïîìîùè òåîðåìû 1 ìîæíî ïðèâåñòè áûñòðûé âåðî-
ÿòíîñòíûé àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ïî èçâåñòíûì îòêðûòîì è ñåêðåòíîì
êëþ÷àì â àëãîðèòìå RSA ðàçëàãàòü n â ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïðîñòûõ ìíî-
æèòåëåé.
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