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Ââåäåíèå

Äçåòà-ôóíêöèÿ Ðèìàíà ζ(s) îïðåäåëÿåòñÿ ïðè Re s > 1 ñëåäóþùèì ðÿäîì:

ζ(s) =
∞∑
n=1

1

ns
. (1)

Ñóììû òàêîãî âèäà ïðè öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðìåòðà s èçó÷àë åùå Ë. Ýé-

ëåð. Îí, â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷èë ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé äçåòà-ôóíêöèè

â ÷åòíûõ òî÷êàõ:

ζ(2n) = (−1)n−1 B2n

2(2n)!
· (2π)2n, n ∈ N, (2)

ãäå B2n � ÷èñëà Áåðíóëëè, óäîâëåòâîðÿþùèå ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ

n∑
k=0

(
n+ 1

k

)
Bk = 0, n > 1

è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ B0 = 1.

Ïîñëå Ýéëåðà èçó÷åíèå ñóìì âèäà (1) ïðîäîëæèë Á. Ðèìàí. Îí ðàññìîòðåë ñîîòâåò-

ñòâóþùèé ðÿä êàê ôóíêöèþ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî s. Ýòîò ðÿä ïðåäñòàâëÿåò â îáëà-

ñòè Re s > 1 àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà íà âñþ êîìïëåêñ-

íóþ ïëîñêîñòü äî ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè ζ(s). Äçåòà-ôóíêöèÿ Ðèìàíà è åå îáîáùåíèÿ

èãðàþò áîëüøóþ ðîëü â àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè ÷èñåë (ñì. [1]).

Çíà÷åíèÿ äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà ζ(s) â íàòóðàëüíûõ òî÷êàõ áóäåì íàçûâàòü äçåòà-

çíà÷åíèÿìè, ÷åòíûìè èëè íå÷åòíûìè â çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè s. Â 1882 ã. Ô. Ëèíäåìàí

óñòàíîâèë òðàíñöåíäåíòíîñòü ÷èñëà π, òàê ÷òî èç ôîðìóëû (2) ñëåäóåò òðàíñöåíäåíòíîñòü

÷åòíûõ äçåòà-çíà÷åíèé.

Ñ íå÷åòíûìè äçåòà-çíà÷åíèÿìè äåëî îáñòîèò ñóùåñòâåííî ñëîæíåå. Â 1978 ã. Àïåðè

[16] äîêàçàë èððàöèîíàëüíîñòü ζ(3). Ñ òåõ ïîð âîçíèêëî ìíîæåñòâî äðóãèõ äîêàçàòåëüñòâ

ýòîãî ôàêòà, ìíîãèå èç êîòîðûõ ñîáðàíû â ñòàòüå [10]. Èððàöèîíàëüíîñòü êàêîãî-ëèáî

äðóãîãî íå÷åòíîãî äçåòà-çíà÷åíèÿ íà äàííûé ìîìåíò íå äîêàçàíà. Îäíàêî ïðîäâèæåíèÿ

â ýòîì íàïðàâëåíèè åñòü. Ò. Ðèâîàëü [20] â 2000 ã. äîêàçàë, ÷òî ñðåäè íå÷åòíûõ äçåòà-

çíà÷åíèé áåñêîíå÷íî ìíîãî èððàöèîíàëüíûõ. Â. Çóäèëèí [9] â 2001 ã. äîêàçàë, ÷òî îäíî èç

÷èñåë ζ(5), ζ(7), ζ(9), ζ(11) èððàöèîíàëüíî.

Äîêàçàòåëüñòâî Àïåðè äîâîëüíî ñëîæíîå è â íåêîòîðîì ñìûñëå íåîæèäàííîå. Àïåðè

âûáèðàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè un è vn, óäîâëåòâîðÿþùèå ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ

(n+ 1)3xn+1 − (2n+ 1)(17n2 + 17n+ 5)xn + n3xn−1 = 0

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè u0 = 1, u1 = 5 è v0 = 0, v1 = 6. Òîãäà îêàçûâàåòñÿ, ÷òî

lim
n→∞

vn
un

= ζ(3). Êðîìå òîãî, ÷òî ñîâåðøåííî íåîæèäàííî, un ∈ Z è d3
nvn ∈ Z, ãäå ÷åðåç
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dn îáîçíà÷åíî íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ÷èñåë 1, 2, . . . , n. Ïðèìåíåíèå òåîðåìû Ïóàíêàðå

ê ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ äàåò ðàâåíñòâî

lim
n→∞

|unζ(3)− vn|1/n =
(√

2− 1
)4

. (3)

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ζ(3) =
a

b
ñ öåëûìè a è b, òî ëèíåéíûå ôîðìû

rn = b · d3
n (unζ(3)− vn)

ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè, ïðè÷åì èç-çà (3) ýòè ôîðìû îòëè÷íû îò íóëÿ, íà÷èíàÿ ñ íåêî-

òîðîãî n. Èç àñèìïòîòè÷åñêîãî çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë (ñì., íàïðèìåð, [4])

ñ ó÷åòîì

dn =
∏
p6n

p � ïðîñòîå

p[logp n] 6
∏
p6n

p � ïðîñòîå

n = nπ(n)

ñëåäóåò, ÷òî lim
n→∞

(dn)1/n = e. Òàêèì îáðàçîì, lim
n→∞

|rn|1/n = e3(
√

2 − 1)4 < 1. Âîçíèêëî

ïðîòèâîðå÷èå, òàê êàê rn > 1 ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n.

Îñíîâíàÿ èäåÿ äîêçàòåëüñòâà � ïîñòðîåíèå áûñòðî ñòðåìÿùèõñÿ ê íóëþ ëèíåéíûõ

ôîðì, êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ îáëàäàþò õîðîøèìè àðèôìåòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Â 1979

ãîäó Ô. Áåéêåðñ [17] ïðèäóìàë êîðîòêîå è èçÿùíîå äîêàçàòåëüñòâî èððàöèîíàëüíîñòè ζ(3).

Îí ïîñòðîèë òå æå ñàìûå ôîðìû, ÷òî è Àïåðè, íî ñäåëàë ýòî ñ ïîìîùüþ òðîéíîãî èíòå-

ãðàëà ∫
[0,1]3

xn(1− x)nyn(1− y)nzn(1− z)n

(1− z(1− xy))n+1
dx dy dz. (4)

Ýòî äîêàçàòåëüñòâî ïîäòîëêíóëî ê èçó÷åíèþ ðàçëè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ êîíñòðóêöèé, ñâÿ-

çàííûõ ñ äçåòà-çíà÷åíèÿìè. Òàê, â 1998 ã. Â. Í. Ñîðîêèí [13] ïðåäëîæèë äðóãîå äîêàçà-

òåëüñòâî èððàöèîíàëüíîñòè ζ(3), äàþùåå òå æå ôîðìû, íî èñïîëüçóþùåå èíòåãðàëû∫
[0,1]3

xn(1− x)nyn(1− y)nzn(1− z)n dx dy dz

(1− xy)n+1(1− xyz)n+1
. (5)

Â 2002 ã. Ñ. Çëîáèí [5] äîêàçàë èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî, èç êîòîðîãî ñëåäóåò ðàâåíñòâî

èíòåãðàëîâ (4) è (5) è â òîì æå ãîäó îáîáùèë åãî â ðàáîòå [6]. Äëÿ ýòîãî îí ââåë öåëûé

êëàññ íîâûõ èíòåãðàëîâ, îáîáùàþùèõ (5). Â 2005 ã. Çëîáèí [7] äîêàçàë îáùóþ òåîðåìó î

ïðåäñòàâëåíèè èíòåãðàëîâ ýòîãî íîâîãî îáùåãî êëàññà â âèäå ëèíåéíûõ ôîðì îò ïîëèëî-

ãàðèôìîâ è äîêàçàë àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà ýòèõ ôîðì â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ.

Òàêèì îáðàçîì Çëîáèí ïîëó÷èë ñâîå äîêàçàòåëüñòâî èððàöèîíàëüíîñòè ζ(3).

Â äàííîé ðàáîòå ìû ïîäðîáíî ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíûå êîíñòðóêöèè, ñâÿçàííûå ñ

äçåòà-çíà÷åíèÿìè. Â ïåðâîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå êîíñòðóêöèè

Áåéêåðñà. Âî âòîðîé ãëàâå ìû ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî Çëîáèíà èððàöèîíàëüíîñòè ζ(3)

â ñàìîé ÷àñòíîé åãî ôîðìå. Ïðè ýòîì ìû ñëåãêà èçìåíèì îïðåäåëåííóþ ÷àñòü äîêàçà-

òåëüñòâà, ïîêàçàâ òåì ñàìûì, êàê ìîæíî åãî óïðîñòèòü, èñïîëüçóÿ äîêàçàííóþ â 2006 ã.
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Å. Óëàíñêèì [14] òåîðåìó. Êðîìå òîãî, êîñìåòè÷åñêèå èçìåíåíèÿ êîñíóòñÿ íåêîòîðûõ òåõ-

íè÷åñêèõ àñïåêòîâ äîêàçàòåëüñòâà. Â òðåòüåé ãëàâå ìû äàäèì îáîáùåíèå òåîðåìû èç [6].
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1 Èíòåãðàëû Áåéêåðñà.

Ëåììà 1.1. Ïóñòü r, s è n � íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà.

à) Åñëè r > s, òî∫
[0,1]2

lnn(xy)

1− xy
xrys dx dy =

(−1)n · n!

r − s
·
(

1

(s+ 1)n+1
+ . . .+

1

rn+1

)
.

á) Åñëè r = s, òî∫
[0,1]2

lnn(xy)

1− xy
xryr dx dy = (−1)n · (n+ 1)!

(
ζ(n+ 2)− 1

1n+2
− . . .− 1

rn+2

)
.

J Ïóñòü σ � ïðîèçâîëüíîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî. Äëÿ âñåõ 0 < x, y < 1 èìååò ìåñòî

ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:
xr+σys+σ

1− xy
=

∞∑
k=0

xr+σ+kys+σ+k. (6)

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε ∈ (0, 1/e).Ïîêàæåì, ÷òî îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (6) ìîãóò áûòü ïðî-

èíòåãðèðîâàíû ïî ìíîæåñòâó [ε, 1− ε]2.
Çàìåòèì, ÷òî |xr+σ+kys+σ+k| 6 (1− ε)r+s+2σ+2k äëÿ âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ k è äëÿ âñåõ

(x, y) ∈ [ε, 1−ε]2. Êðîìå òîãî, ðÿä
∞∑
k=0

(1−ε)r+s+2σ+2k ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèåé

ñî çíàìåíàòåëåì (1− ε)2 < 1, à ïîòîìó ñõîäèòñÿ. Çíà÷èò, ïî ïðèçíàêó ðàâíîìåðíîé ñõîäè-

ìîñòè Âåéåðøòðàññà ðÿä â (6) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå [ε, 1 − ε]2

è ìîæíî ïðîèçâåñòè ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ýòîãî ðÿäà:∫
[ε,1−ε]2

xr+σys+σ

1− xy
dx dy =

∞∑
k=0

(
(1− ε)r+σ+k+1 − εr+σ+k+1

) (
(1− ε)s+σ+k+1 − εs+σ+k+1

)
(r + σ + k + 1)(s+ σ + k + 1)

. (7)

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì òåïåðü îáå ÷àñòè ïîëó÷èâøåãîñÿ âûðàæåíèÿ n ðàç ïî σ. Ëåãêî

âèäåòü, ÷òî äëÿ âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ n âåðíî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:(
∂

∂σ

)n
xr+σys+σ

1− xy
=

lnn(xy)

1− xy
xr+σys+σ,

ïðè÷åì âñå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè íà ìíîæåñòâå (x, y, σ) ∈ [ε, 1− ε]2 × [0,∞).

Çíà÷èò, ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü èíòåãðàë ïî ïàðàìåòðó σ. Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî

∂n

∂σn

∫
[ε,1−ε]2

xr+σys+σ

1− xy
dx dy =

∫
[ε,1−ε]2

lnn(xy)

1− xy
xr+σys+σ dx dy (8)

âåðíî äëÿ âñåõ σ > 0.

Ââåäåì äëÿ êðàòêîñòè ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

a(ε, r, s, σ, k) =
(
(1− ε)r+σ+k+1 − εr+σ+k+1

) (
(1− ε)s+σ+k+1 − εs+σ+k+1

)
,
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b(ε, r, s, σ, k) =
a(ε, r, s, σ, k)

(r + σ + k + 1)(s+ σ + k + 1)
.

Ïî ïðàâèëàì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè èìååì äëÿ âñåõ σ > 0 è äëÿ ëþáûõ

íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ n è k

∂nb

∂σn
=
∑ n!

n1!n2!n3!
· ∂

n1a

∂σn1
· (−1)n2 n2!

(r + σ + k + 1)n2+1
· (−1)n3 n3!

(s+ σ + k + 1)n3+1
, (9)

ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì òàêèì íàáîðàì íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ (n1, n2, n3), ÷òî

n1 + n2 + n3 = n. Êîëè÷åñòâî òàêèõ íàáîðîâ îáîçíà÷èì ÷åðåç A, îíî çàâèñèò òîëüêî îò n.

Èìååì∣∣∣∣∂n1a

∂σn1

∣∣∣∣ 6
n1∑
m=0

(
n1

m

)
·
(
|logm(1− ε)|+ |logm(ε)|

) (∣∣logn1−m(1− ε)
∣∣+
∣∣logn1−m(ε)

∣∣) .
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ε < 1/e < 1− 1/e, ïîëó÷àåì∣∣∣∣∂n1a

∂σn1

∣∣∣∣ 6 n1 2n1
(
1 + |logn1(ε)|

)2
.

Îòñþäà èìååì ∣∣∣∣ ∂nb∂σn

∣∣∣∣ 6 n! 2nA ·
(
1 + |logn(ε)|

)2 · 1

(k + 1)2
.

Ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà ðÿä
∞∑
k=0

∂nb

∂σn
äëÿ âñåõ n ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà

ìíîæåñòâå σ > 0. Çíà÷èò, ìîæíî âíåñòè ÷àñòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïîä çíàê ñóììû

ðÿäà:
∂n

∂σn

∞∑
k=0

b(ε, r, s, σ, k) =
∞∑
k=0

∂nb(ε, r, s, σ, k)

∂σn
.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðîäèôôåðåíöèðîâàëè ðàâåíñòâî (7) n ðàç ïî σ è ñ ó÷åòîì (8) è

ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ìû äîêàçàëè, ÷òî äëÿ âñåõ σ > 0 âåðíî∫
[ε,1−ε]2

lnn(xy)

1− xy
xr+σys+σ dx dy =

∞∑
k=0

∂nb(ε, r, s, σ, k)

∂σn
. (10)

Äàëåå ìû ïåðåéäåì â ýòîì ðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè ε→ +0.

Ïðåäåë ëåâîé ÷àñòè, åñëè îí ñóùåñòâóåò, ðàâåí íåñîáñòâåííîìó èíòåãðàëó. Äîêàæåì

ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ìàæîðàíòíûì ïðèçíàêîì

ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ 0 < x, y < 1 âûïîëíÿåòñÿ íåðà-

âåíñòâî ∣∣∣∣ lnn(xy)

1− xy
xr+σys+σ

∣∣∣∣ 6 (− lnx− ln y)n

1− xy
. (11)

Çíà÷èò, íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà∫
[0,1]2

(− lnx− ln y)n

1− xy
dx dy. (12)
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Äëÿ n = 0 ñõîäèìîñòü ýòîãî èíòåãðàëà ìîæíî óñòàíîâèòü íåïîñðåäñòâåííî, êðîìå òîãî

èçâåñòíî, ÷òî îí ðàâåí
π2

6
. Äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé n ðàñêðîåì ñêîáêè ïî áèíîìó

Íüþòîíà è ïîëó÷èì∫
[0,1]2

(− lnx− ln y)n

1− xy
dx dy =

∫
[0,1]2

(− lnx)n

1− xy
dx dy +

+
n−1∑
m=1

(
n

m

) ∫
[0,1]2

(− ln y)m (− lnx)n−m

1− xy
dx dy +

∫
[0,1]2

(− ln y)n

1− xy
dx dy 6

6
n−1∑
m=1

(
n

m

) ∫
[0,1]2

(− ln y)m (− lnx)n−m

(1− y) (1− x)
dx dy + 2

∫
[0,1]

(− lnx)n

1− x
dx.

Äëÿ ïîñëåäíåãî ïåðåõîäà èñïîëüçîâàëîñü íåðàâåíñòâî (1 − x)(1 − y) 6 1 − xy, âåðíîå

ïðè 0 6 x, y 6 1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà èç (10)

äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîì ïîëîæèòåëüíîì m ñõîäèòñÿ èíòåãðàë∫
[0,1]

(− lnx)m

1− x
dx. (13)

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýòîãî èíòåãðàëà ðàçîáüåì åãî íà äâå ÷àñòè:

∫
[0,1]

(− lnx)m

1− x
dx =

1/2∫
0

(− lnx)m

1− x
dx +

1∫
1/2

(− lnx)m

1− x
dx. (14)

Ñõîäèìîñòü êàæäîé ÷àñòè áóäåì äîêàçûâàòü ïî ìàæîðàíòíîìó ïðèçíàêó.

Òàê êàê äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî m âåðíî ðàâåíñòâî lim
x→0

√
x (− lnx)m = 0, òî ñ

íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C1, çàâèñÿùåé òîëüêî îò m, äëÿ âñåõ 0 6 x 6 1/2 âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî (− lnx)m <
C1√
x
. Ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè êàæäîì ïîëîæèòåëüíîì m

1/2∫
0

(− lnx)m

1− x
dx <

1/2∫
0

2C1√
x
dx = 2

√
2C1,

òî åñòü ýòîò èíòåãðàë ñõîäèòñÿ.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî m äëÿ âñåõ 1/2 6 x 6 1 âûïîëíÿåò-

ñÿ (− lnx)m 6 − lnx 6
√

2(1− x). Âòîðîå íåðàâåíñòâî â öåïî÷êå ñïðàâåäëèâî, òàê êàê

ôóíêöèÿ
√

2(1− x) + lnx âûïóêëà ââåðõ íà îòðåçêå [1/2, 1] è åå çíà÷åíèÿ íà êîíöàõ íåîò-

ðèöàòåëüíû. Ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè êàæäîì ïîëîæèòåëüíîì m

1∫
1/2

(− lnx)m

1− x
dx 6

1∫
1/2

√
2 dx√

1− x
= 2,
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òî åñòü ñõîäèòñÿ è âòîðîå ñëàãàåìîå â (14), à çíà÷èò ñõîäèòñÿ è íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

(13). Òåì ñàìûì äîêàçàíà çàêîííîñòü ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà â ëåâîé ÷àñòè ôîðìóëû (10).

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ïðåäåëó â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (10). Çàìåòèì, ÷òî ïðè ëþáîì

ïîëîæèòåëüíîì n1

lim
ε→0

∂n1a(ε, r, s, σ, k)

∂σn1
= 0.

Êðîìå òîãî, lim
ε→0

a(ε, r, s, σ, k) = 1. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî

lim
ε→0

∂nb(ε, r, s, σ, k)

∂σn
=

n∑
m=0

(−1)n · n!

(r + σ + k + 1)m+1(s+ σ + k + 1)n−m+1
. (15)

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ìîæíî âíåñòè ïîä çíàê áåñêîíå÷íîé ñóììû.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî |a(ε, r, s, σ, k)| 6 1 äëÿ âñåõ ε ∈ (0, 1/e). Êðîìå òîãî, lim
ε→0

ε lnn1 ε = 0 äëÿ

âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ n1 6 n è lim
ε→0

(1 − ε) lnn1(1 − ε) = 0 äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ n1.

Èç äâóõ ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ èìååì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ C2 > 1, çàâèñÿùàÿ

òîëüêî îò n, ÷òî ∣∣∣∣∂n1a(ε, r, s, σ, k)

∂σn1

∣∣∣∣ 6 C2

äëÿ âñåõ n1 6 n, σ > 0 è íåîòðèöàòåëüíûõ k. Çíà÷èò, âñïîìèíàÿ (9), çàêëþ÷àåì, ÷òî∣∣∣∣∂nb(ε, r, s, σ, k)

∂σn

∣∣∣∣ 6 n!AC2

(k + 1)2
.

Òàêèì îáðàçîì ðÿä èç ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äëÿ âñåõ n ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî

íà ìíîæåñòâå ε ∈ (0, 1/e) ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà. Çíà÷èò, ìîæíî âíåñòè ïðåäåë ïîä

çíàê ñóììû, è, âñïîìèíàÿ (15), ïîëó÷èì

lim
ε→0

∞∑
k=0

∂nb(ε, r, s, σ, k)

∂σn
=

∞∑
k=0

n∑
m=0

(−1)n · n!

(r + σ + k + 1)m+1(s+ σ + k + 1)n−m+1
.

Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî (10) ïîñëå ïåðåõîäà ê ïðåäåëó ïðè ε→ +0 ïðåâðàòèëîñü â∫
[0,1]2

lnn(xy)

1− xy
xr+σys+σ dx dy =

∞∑
k=0

n∑
m=0

(−1)n · n!

(r + σ + k + 1)m+1(s+ σ + k + 1)n−m+1
. (16)

Òåïåðü ïåðåéäåì â ýòîì ðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè σ → +0.

×òîáû âíåñòè ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïîä çíàê äâîéíîãî íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà â ëåâîé

÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà, íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåí-

íîãî èíòåãðàëà íà ìíîæåñòâå σ > 0 è ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè

äëÿ ëþáîãî [ε, 1− ε]2 ∈ [0, 1]2 ïðè σ → +0. Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííîãî èíòå-

ãðàëà ñëåäóåò èç îöåíêè (11), ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà (12) è ïðèçíàêà Âåé-

åðøòðàññà. Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè î÷åâèäíà, òàêèì îáðàçîì,

ìîæíî ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïîä çíàêîì èíòåãðàëà:

lim
σ→+0

∫
[0,1]2

lnn(xy)

1− xy
xr+σys+σ dx dy =

∫
[0,1]2

lnn(xy)

1− xy
xrys dx dy.
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×òîáû âíåñòè ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïîä çíàê áåñêîíå÷íîé ñóììû, íóæíî ïðîâåðèòü ðàâ-

íîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî ñëåäóåò èç îöåíêè∣∣∣∣∣
n∑

m=0

(−1)n · n!

(r + σ + k + 1)m+1(s+ σ + k + 1)n−m+1

∣∣∣∣∣ 6 (n+ 1)!

(k + 1)n+2

è ñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑
k=0

1

(k + 1)n+2
äëÿ âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ n, à òàêæå ïðèçíàêà Âåéåð-

øòðàññà.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî îñóùåñòâèòü ïåðåõîä ê ïðåäåëó ïðè σ → +0 â ðàâåíñòâå (16),

ïîëó÷àÿ ðàâåíñòâî∫
[0,1]2

lnn(xy)

1− xy
xrys dx dy =

∞∑
k=0

n∑
m=0

(−1)n · n!

(r + k + 1)m+1(s+ k + 1)n−m+1
.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè r = s ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî â òî÷íîñòè äàåò âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû,

òàê êàê

∞∑
k=0

n∑
m=0

(−1)n · n!

(r + k + 1)m+1(r + k + 1)n−m+1
=

∞∑
k=0

(−1)n · (n+ 1)!

(r + k + 1)n+2
=

= (−1)n · (n+ 1)!

(
ζ(n+ 2)− 1

1n+2
− . . .− 1

rn+2

)
.

Ïðè r > s ïðåîáðàçóåì äâîéíóþ ñóììó ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∞∑
k=0

n∑
m=0

(−1)n · n!

(r + k + 1)m+1(s+ k + 1)n−m+1
=

=
(−1)n · n!

r − s

∞∑
k=0

(
1

s+ k + 1
− 1

r + k + 1

) n∑
m=0

1

(r + k + 1)m(s+ k + 1)n−m
=

(−1)n · n!

r − s

∞∑
k=0

(
1

(s+ k + 1)n+1
− 1

(r + k + 1)n+1

)
=

(−1)n · n!

r − s

r∑
k=s+1

1

kn+1
.

Òàêèì îáðàçîì ëåììà 1.1 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà. I

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðå-

ìû 2.1 â ñòàòüå [18].

Ñëåäñòâèå 1.1. Ïóñòü k � íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî, P (x, y) � ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè

êîýôôèöèåíòàìè, degx P (x, y) 6 n è degy P (x, y) 6 n. Òîãäà ñ íåêîòîðûìè öåëûìè ÷èñëàìè

A è B âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî∫
[0,1]2

lnk(xy)

1− xy
P (x, y) dx dy = d−k−2

n

(
A+B · ζ(k + 2)

)
.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èððàöèîíàëüíîñòè ζ(3) Áåéêåðñ èñïîëüçîâàë ðàâåíñòâî

ln(xy)

1− xy
=

∫
[0,1]

−1

1− (1− xy)z
dz, (17)

êîòîðîå ìû äîêàæåì â íåñêîëüêî áîëåå îáùåì ñëó÷àå. Â ôîðìóëèðîâêå ñëåäóþùåãî óòâåð-

æäåíèÿ âñòðå÷àåòñÿ ñèìâîë Ïîõãàììåðà (t)k. Îí îïðåäåëÿåòñÿ ïðè öåëûõ íåîòðèöàòåëü-

íûõ k ñëåäóþùèì îáðàçîì: (t)k =
k−1∏
i=0

(t+ i), ïðè÷åì ïóñòîå ïðîèçâåäåíèå ïî îïðåäåëåíèþ

ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì 1.

Óòâåðæäåíèå 1.1. Ïóñòü k > 0 è t > 0 � öåëûå ÷èñëà. Òîãäà äëÿ âñåõ v

(ln v)k+t

(1− v)k
= (−1)k · (t+ 1)k ·

∫
[0,1]k

zk−1
1 zk−2

2 . . . zk−1

k∏
j=1

(
1− (1− v)z1 . . . zj

) lnt
(
1− (1− v)z1 . . . zk

)
dz1 . . . dzk.

J Áóäåì äîêàçûâàòü óòâåðæäåíèå èíäóêöèåé ïî k. Ïðîñòûì âçÿòèåì èíòåãðàëà ïî

ïåðåìåííîé z ïîëó÷àåì∫
[0,1]

lnt
(
1− (1− v)z

)(
1− (1− v)z

) dz =
−1

1− v
·
∫

[0,1]

lnt
(
1− (1− v)z

)(
1− (1− v)z

) d
(
1− (1− v)z

)
=

=
−1

1− v
·
∫

[0,1]

lnt
(
1− (1− v)z

)
d ln
(
1− (1− v)z

)
=
−1

t+ 1
· (ln v)t+1

1− v
.

Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíà áàçà èíäóêöèè.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî k è äîêà-

æåì, ÷òî îíî âåðíî äëÿ k+ 1. Ïðîñòûì âçÿòèåì èíòåãðàëà ïî ïåðåìåííîé zk+1 óñòàíàâëè-

âàåòñÿ ðàâåíñòâî

− (t+ 1) ·
∫

[0,1]k+1

zk1 z
k−1
2 . . . zk

k+1∏
j=1

(
1− (1− v)z1 . . . zj

) lnt
(
1− (1− v)z1 . . . zk+1

)
dz1 . . . dzk+1 =

=
1

1− v
·
∫

[0,1]k

zk−1
1 zk−2

2 . . . zk−1

k∏
j=1

(
1− (1− v)z1 . . . zj

) lnt+1
(
1− (1− v)z1 . . . zk

)
dz1 . . . dzk.

Òåì ñàìûì äîêàçàí èíäóêöèîííûé ïåðåõîä. Óòâåðæäåíèå 1.1 äîêàçàíî. I

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè ïîëîæèòü â ïîñëåäíåì óòâåðæäåíèè k = 1 è t = 0, à òàêæå

v = xy, òî ïîëó÷èòñÿ â òî÷íîñòè ðàâåíñòâî (17).

Ñëåäñòâèå 1.2. Ïóñòü k � ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî, P (x, y) � ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè

êîýôôèöèåíòàìè, degx P (x, y) 6 n è degy P (x, y) 6 n. Òîãäà ñ íåêîòîðûìè öåëûìè ÷èñëàìè

A è B âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî∫
[0,1]k+2

P (x, y) · (1− xy)k−1 zk−1
1 zk−2

2 . . . zk−1

k∏
j=1

(
1− (1− xy)z1 . . . zj

) dx dy dz1 . . . dzk = d−k−2
n

(
A+B · ζ(k + 2)

)
.
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Áåéêåðñ â ñâîåì äîêàçàòåëüñòâå â êà÷åñòâå P (x, y) áðàë ïðîèçâåäåíèå Pn(x)Pn(y), ãäå

Pn(x) =
1

n!

(
d

dx

)n (
xn(1− x)n

)
. Ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà

Ln(z) =
1

2n n!

(
d

dz

)n (
z2 − 1

)n
, Pn(x) = Ln(1− 2x).

Óòâåðæäåíèå 1.2.

Pn(x) =
n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)(
n+ k

k

)
xk

J Â îïðåäåëåíèè Pn(x) ðàñêðîåì ñêîáêè ïî áèíîìó Íüþòîíà:

Pn(x) =
1

n!

(
d

dx

)n ( n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
xn+k

)
.

Äèôôåðåíöèðóÿ n ðàç ïî x, ïîëó÷èì

Pn(x) =
n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
· (n+ k) . . . (k + 1)

n!
· xk.

Êàê ëåãêî âèäåòü, óòâåðæäåíèå 1.2 äîêàçàíî. I

Ýòè ìíîãî÷ëåíû îêàçàëèñü óäîáíûìè â èíòåãðàëüíûõ êîíñòðóêöèÿõ.

Óòâåðæäåíèå 1.3. Äëÿ âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ n è äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Cn[0, 1]

âåðíî ðàâåíñòâî: ∫
[0,1]

Pn(x)f(x) dx =
(−1)n

n!

∫
[0,1]

xn(1− x)n
dnf

dxn
dx.

J Âñïîìèíàÿ îïðåäåëåíèå Pn(x), ïîëó÷èì, ÷òî

n!

∫
[0,1]

Pn(x)f(x) dx = n!

∫
[0,1]

f(x) ·
(
d

dx

)n (
xn(1− x)n

)
dx.

Òåïåðü áóäåì èíòåãðèðîâàòü ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïî ÷àñòÿì:

n!

∫
[0,1]

f(x) ·
(
d

dx

)n (
xn(1− x)n

)
dx = n!

∫
[0,1]

f(x)d

{(
d

dx

)n−1 (
xn(1− x)n

)}
=

= f(x)

(
d

dx

)n−1 (
xn(1− x)n

)∣∣∣∣∣
1

0

− n!

∫
[0,1]

f ′(x) ·
(
d

dx

)n−1 (
xn(1− x)n

)
dx

Çàìåòèì, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå ðàâíî íóëþ, à ñî âòîðûì ñëàãàåìûì ìîæíî ïðîäåëàòü

àíàëîãè÷íóþ ïðîöåäóðó. Îáà çàìå÷àíèÿ ñëåäóþò èç òîãî, ÷òî ïðè âñåõ öåëûõ k, òàêèõ,

÷òî 0 6 k < n âûïîëíÿåòñÿ (
d

dx

)k (
xn(1− x)n

)∣∣∣∣∣
1

0

= 0.
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Ýòîò ôàêò òðèâèàëüíî ñëåäóåò èç ôîðìóëû Íüþòîíà-Ëåéáíèöà.

Òåì ñàìûì óòâåðæäåíèå 1.3 äîêàçàíî. I

Ñàìîé âàæíîé ÷àñòüþ äîêàçàòåëüñòâà Áåéêåðñà áûëî èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî, ñâÿçû-

âàþùåå äâà òèïà èíòåãðàëîâ. Îäèí òèï èíòåãðàëîâ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ôîðìû îò ζ(3), à

äðóãîé òèï èíòåãðàëîâ ïîçâîëÿåò ýòè ôîðìû îöåíèòü.

Ëåììà 1.2. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:∫
[0,1]2

− ln(xy)

1− xy
Pn(x)Pn(y) dx dy =

∫
[0,1]3

xn(1− x)nyn(1− y)nzn(1− z)n

(1− (1− xy)z)n+1
dxdydz.

J Êàê ñëåäóåò èç (17), ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:∫
[0,1]2

− ln(xy)

1− xy
Pn(x)Pn(y) dx dy =

∫
[0,1]3

Pn(x)Pn(y)

1− (1− xy)z
dxdydz.

Ïðèìåíÿÿ óòâåðæäåíèå 1.3 ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî ïåðåìåííîé x è ê ôóíêöèè f(x) =
1

1− (1− xy)z
, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

∫
[0,1]3

Pn(x)Pn(y)

1− (1− xy)z
dxdydz =

∫
[0,1]3

(xyz)n(1− x)nPn(y)

(1− (1− xy)z)n+1
dxdydz.

×òîáû ïðèìåíèòü óòâåðæäåíèå 1.3 ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî ïåðåìåííîé y, ñîâåðøèì çàìå-

íó ïåðåìåííîé. Ïåðåìåííûå x è y îñòàâèì áåç èçìåíåíèé, à âìåñòî ïåðåìåííîé z ðàññìîò-

ðèì w =
1− z

1− (1− xy)z
. Òàêàÿ çàìåíà, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîé

è äèôôåðåíöèðóåìîé. Òîãäà

z =
1− w

1− (1− xy)w
, 1− (1− xy)z =

xy

1− (1− xy)w

è â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ èçìåíèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(xyz)n(1− x)nPn(y)

(1− (1− xy)z)n+1
=

(1− x)n(1− w)nPn(y) (1− (1− xy)w)

xy
.

Åùå íåîáõîäèìî ó÷åñòü ÿêîáèàí, êîòîðûé â íàøåì ñëó÷àå óñòðîåí êðàéíå ïðîñòî:

J =
−xy

(1− (1− xy)w)2
.

Òåïåðü ñîáåðåì âìåñòå âñå ïîëó÷åííîå:∫
[0,1]3

(xyz)n(1− x)nPn(y)

(1− (1− xy)z)n+1
dxdydz =

∫
[0,1]3

(1− x)n(1− w)nPn(y)

(1− (1− xy)w)
dxdydw.

12



Òåïåðü ïðèìåíèì óòâåðæäåíèå 1.3 ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî ïåðåìåííîé y è ê ôóíêöèè f(y) =
1

1− (1− xy)w
, ïîëó÷àÿ

∫
[0,1]3

(1− x)n(1− w)nPn(y)

(1− (1− xy)w)
dxdydw =

∫
[0,1]3

(xyw)n(1− y)n(1− x)n(1− w)n

(1− (1− xy)w)n+1
dxdydw.

Êàê ëåãêî âèäåòü, ëåììà 1.2 äîêàçàíà. I

Ïîïûòêè îáîáùèòü èíòåãðàëû∫
[0,1]3

xn(1− x)nyn(1− y)nzn(1− z)n

(1− (1− xy)z)n+1
dxdydz

íà ñëó÷àé áîëüøåãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ ïðèâîäÿò ê ïîÿâëåíèþ ëèøíèõ äçåòà-çíà÷åíèé

îäíîé ÷åòíîñòè ([2], [3]).

Ðàññìîòðèì èíòåãðàë ∫
[0,1]2

Pn(x)Pn(y) ln2(xy)

1− xy
dx dy,

ãäå Pn(x) =
1

n!

(
d

dx

)n (
xn(1−x)n

)
� óæå èñïîëüçîâàâøèåñÿ íàìè ìíîãî÷ëåíû Ëåæàíäðà.

Ïî ñëåäñòâèþ 1.1 ñ íåêîòîðûìè öåëûìè ÷èñëàìè A è B âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî∫
[0,1]2

Pn(x)Pn(y) ln2(xy)

1− xy
dx dy = d−4

n

(
A+B · ζ(4)

)
.

Óòâåðæäåíèå 1.4. Äëÿ âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ n âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî∫
[0,1]2

Pn(x)Pn(y) ln2(xy)

1− xy
dx dy = 2

∫
[0,1]4

xn(1− x)nyn(1− y)nwn1
1− w2

×

×

(
(1− w1w2)n(

1− (1− xy)(1− w1w2)
)n+1 −

wn2 (1− w1)n(
1− (1− xy)(1− w1)

)n+1

)
dx dy dw1 dw2.

J Ïî óòâåðæäåíèþ 1.1 èìååì

ln2(xy)

1− xy
= 2 ·

∫
[0,1]

1− (1− xy)z1(
1− (1− xy)z1

)(
1− (1− xy)z1z2

) dz1 dz2,

à çíà÷èò íàø èíòåãðàë ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:∫
[0,1]2

Pn(x)Pn(y) ln2(xy)

1− xy
dx dy = 2

∫
[0,1]4

Pn(x)Pn(y) (1− xy)z1(
1− (1− xy)z1

)(
1− (1− xy)z1z2

) dx dy dz1 dz2.

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî

(1− xy)z1(
1− (1− xy)z1

)(
1− (1− xy)z1z2

) =
1

1− z2

·
(

1

1− (1− xy)z1

− 1

1− (1− xy)z1z2

)
,

13



ïðåîáðàçóåì íàø èíòåãðàë:

2

∫
[0,1]4

Pn(x)Pn(y) (1− xy)z1(
1− (1− xy)z1

)(
1− (1− xy)z1z2

) dx dy dz1 dz2 =

= 2

∫
[0,1]4

Pn(x)Pn(y)

1− z2

·
(

1

1− (1− xy)z1

− 1

1− (1− xy)z1z2

)
dx dy dz1 dz2.

Â ïîëó÷åííîì èíòåãðàëå ñîâåðøèì n ðàç èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì îòíîñèòåëüíî ïå-

ðåìåííîé x. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1.3 áóäåì èìåòü

2

∫
[0,1]4

Pn(x)Pn(y)

1− z2

·
(

1

1− (1− xy)z1

− 1

1− (1− xy)z1z2

)
dx dy dz1 dz2 =

= 2

∫
[0,1]4

xn(1− x)nynzn1Pn(y)

1− z2

·

(
1(

1− (1− xy)z1

)n+1 −
zn2(

1− (1− xy)z1z2

)n+1

)
dx dy dz1 dz2.

Â ïîëó÷åííîì èíòåãðàëå ñîâåðøèì ñëåäóþùóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ. Ïåðåìåííûå x è y

îñòàâèì áåç èçìåíåíèé, à âìåñòî ïåðåìåííûõ z1 è z2 ðàññìîòðèì ïåðåìåííûå

w1 =
1− z1

1− (1− xy)z1

è w2 =
1− z2

1− (1− xy)z1z2

.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòà çàìåíà âçàèìíî îäíîçíà÷íà

z1 =
1− w1

1− (1− xy)w1

, z2 =
(1− (1− xy)w1)(1− w2)

1− (1− xy)
(
1− (1− w1)(1− w2)

)
è äèôôåðåíöèðóåìà

∂z1

∂w1

=
−xy(

1− (1− xy)w1

)2 ,
∂z2

∂w2

=
−xy

(
1− (1− xy)w1

)(
1− (1− xy)

(
1− (1− w1)(1− w2)

))2 .

Ëåãêî òàêæå âûðàçèòü âñå âõîäÿùèå â èíòåãðàë âûðàæåíèÿ:

1− (1− xy)z1 =
xy

1− (1− xy)w1

,

1− (1− xy)z1z2 =
xy

1− (1− xy)
(
1− (1− w1)(1− w2)

) ,
1− z2 =

xyw2

1− (1− xy)
(
1− (1− w1)(1− w2)

) .
Èç âèäà íàøåé çàìåíû ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ÿêîáèàí çàìåíû ðàâåí ïðîñòî ïðîèçâåäåíèþ

÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, êîòîðûå ìû âû÷èñëèëè. Ïîäñòàâèì âñå ïîëó÷åííîå â èíòåãðàë è
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óïðîñòèì, â èòîãå ïîëó÷àÿ

2

∫
[0,1]4

xn(1− x)nynzn1Pn(y)

1− z2

·

(
1(

1− (1− xy)z1

)n+1 −
zn2(

1− (1− xy)z1z2

)n+1

)
dx dy dz1 dz2 =

= 2

∫
[0,1]4

(1− x)n(1− w1)nPn(y)

w2

×

×

(
1

1− (1− xy)
(
1− (1− w1)(1− w2)

) − (1− w2)n

1− (1− xy)w1

)
dx dy dw1 dw2.

Äëÿ íåêîòîðîãî óïðîùåíèÿ çàïèñè ïðîèçâåäåì çàìåíó ïåðåìåííûõ. Ïåðåìåííûå x è y

îñòàâèì áåç èçìåíåíèé, à ïåðåìåííûå w1 è w2 çàìåíèì íà 1− w1 è 1− w2:

2

∫
[0,1]4

(1− x)n(1− w1)nPn(y)

w2

×

×

(
1

1− (1− xy)
(
1− (1− w1)(1− w2)

) − (1− w2)n

1− (1− xy)w1

)
dx dy dw1 dw2 =

= 2

∫
[0,1]4

(1− x)nwn1 Pn(y)

1− w2

(
1

1− (1− xy)(1− w1w2)
− wn2

1− (1− xy)(1− w1)

)
dx dy dw1 dw2.

Â ïîëó÷åííîì èíòåãðàëå ñîâåðøèì n ðàç èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì îòíîñèòåëüíî ïå-

ðåìåííîé y. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1.3 áóäåì èìåòü

2

∫
[0,1]4

(1− x)nwn1 Pn(y)

1− w2

(
1

1− (1− xy)(1− w1w2)
− wn2

1− (1− xy)(1− w1)

)
dx dy dw1 dw2 =

= 2

∫
[0,1]4

xn(1− x)nyn(1− y)nwn1
1− w2

×

×

(
(1− w1w2)n(

1− (1− xy)(1− w1w2)
)n+1 −

wn2 (1− w1)n(
1− (1− xy)(1− w1)

)n+1

)
dx dy dw1 dw2.

Òåì ñàìûì óòâåðæäåíèå 1.4 äîêàçàíî. I

Ïîëó÷åííûé èíòåãðàë èìååò ôîðìó, îòëè÷íóþ îò òåõ, ÷òî ìû óæå ðàññìàòðèâàëè. Áî-

ëåå òîãî, íàì íåèçâåñòíî, ðàññìàòðèâàëèñü ëè òàêèå èíòåãðàëû ðàíåå. Ñêîðîñòü ñòðåìëå-

íèÿ ê íóëþ ó òàêèõ èíòåãðàëîâ, êàê ïîêàçûâàþò ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, íåäîñòàòî÷íàÿ

äëÿ ïîëó÷åíèÿ èððàöèîíàëüíîñòè. Îäíàêî ìû ïèòàåì íàäåæäû, ÷òî íîâûé âíåøíèé âèä

ïîëó÷åííîãî èíòåãðàëà ïîçâîëèò â äàëüíåéøåì ïîëó÷èòü íîâûå èíòåãðàëüíûå êîíñòðóê-

öèè, êîòîðûå ìîãóò ïîìî÷ü â àðèôìåòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ. Íà òåêóùèé ìîìåíò èçâëå÷ü

ïðàêòè÷åñêóþ ïîëüçó èç íîâûõ èíòåãðàëîâ íå óäàëîñü.
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2 Äîêàçàòåëüñòâî Çëîáèíà.

×òîáû ïðîâåñòè äîêàçàòåëüñòâî, íàì ïîòðåáóåòñÿ ââåñòè â ðàññìîòðåíèå îáîáùåííûå

ïîëèëîãàðèôìû. Ðàññìîòðèì âåêòîð s̄ = (s1, . . . , sl), êîìïîíåíòû êîòîðîãî � öåëûå ïîëî-

æèòåëüíûå ÷èñëà. ×èñëî l áóäåì íàçûâàòü äëèíîé íàáîðà s̄, à âåëè÷èíó s1+. . .+sl � âåñîì

ýòîãî íàáîðà. Îáîáùåííûå ïîëèëîãàðèôìû îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè ðàâåíñòâàìè:

Lis̄(z) =
∑

n1>n2>...>nl>1

zn1

ns11 n
s2
2 . . . nsll

,

Les̄(z) =
∑

n1>n2>...>nl>1

zn1

ns11 n
s2
2 . . . nsll

,

äëÿ óäîáñòâà ïîëàãàåòñÿ Li∅(z) = Le∅(z) = 1. Àðãóìåíò z ýòèõ ôóíêöèé � êîìïëåêñíîå

÷èñëî. Ñîîòâåòñòâóþùèå ðÿäû ñõîäÿòñÿ ïðè |z| < 1. Ïðè ïîäñòàíîâêå z = 1 â îáîáùåííûå

ïîëèëîãàðèôìû ïîëó÷àþòñÿ òàê íàçûâàåìûå êðàòíûå äçåòà-çíà÷åíèÿ:

ζ(s̄) =
∑

n1>n2>...>nl>1

1

ns11 n
s2
2 . . . nsll

,

ζ∗(s̄) =
∑

n1>n2>...>nl>1

1

ns11 n
s2
2 . . . nsll

.

Ýòè ðÿäû ñõîäÿòñÿ ïðè s1 > 1, ïðè s1 = 1 ýòè ðÿäû ðàñõîäÿòñÿ. Ïîäðîáíûé îáçîð êðàòíûõ

äçåòà-çíà÷åíèé íà ðóññêîì ÿçûêå ìîæíî íàéòè â ñòàòüå [8].

Óòâåðæäåíèå 2.1. Ïðè êîìïëåêñíûõ |z| < 1 è ïðè âñåõ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ n ñïðà-

âåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

∫
[0,1]3

xn1 (1− x1)nxn2 (1− x2)nxn3 (1− x3)n dx1 dx2 dx3

(1− zx1x2)n+1(1− zx1x2x3)n+1
=

= n!
∑

n1>n2>1

zn1−1 · (n1 − n2 + 1) · . . . · (n1 − n2 + n) · n2 · . . . · (n2 + n− 1)

(n1 + n)2 · . . . · (n1 + 2n)2 · (n2 + n) · . . . · (n2 + 2n)
.

J Ïðè êàæäîì |z| < 1 è ïðè âñåõ 0 6 x1, x2, x3 6 1 ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàçëîæå-

íèÿ:

1

(1− zx1x2)n+1
=
∞∑
k=0

(
k + n

k

)
(zx1x2)k ,

1

(1− zx1x2x3)n+1
=
∞∑
l=0

(
l + n

l

)
(zx1x2x3)l .

Ïðåîáðàçóåì èíòåãðàë, çàìåíÿÿ ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ íà ðÿä:∫
[0,1]3

xn1 (1− x1)nxn2 (1− x2)nxn3 (1− x3)n dx1 dx2 dx3

(1− zx1x2)n+1(1− zx1x2x3)n+1
=

=

∫
[0,1]3

∑
k,l>0

(
k + n

k

)(
l + n

l

)
zk+lxn+k+l

1 (1− x1)nxn+k+l
2 (1− x2)nxn+l

3 (1− x3)n dx1 dx2 dx3.
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Ïðè âñåõ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ n ôóíêöèÿ xn1 (1− x1)nxn2 (1− x2)nxn3 (1− x3)n íåïðå-

ðûâíà, à ïîòîìó îãðàíè÷åíà íà ìíîæåñòâå [0, 1]3. Êðîìå òîãî, äëÿ êàæäîãî |z| < 1 ïðè

âñåõ 0 6 x1, x2, x3 6 1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

(
k + n

k

)
(zx1x2)k

∣∣∣∣∣ 6
∞∑
k=0

(
k + n

k

)
|z|k =

1

(1− |z|)n+1
,∣∣∣∣∣

∞∑
l=0

(
l + n

l

)
(zx1x2x3)l

∣∣∣∣∣ 6
∞∑
l=0

(
l + n

l

)
|z|l =

1

(1− |z|)n+1
.

Èç âñåãî ñêàçàííîãî ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ïîäûíòåãðàëüíîãî ðÿäà ïðè âñåõ

íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ n è ïðè êàæäîì êîìïëåêñíîì z ñ óñëîâèåì |z| < 1. Çíà÷èò, ðÿä

ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî÷ëåííî:∫
[0,1]3

∑
k,l>0

(
k + n

k

)(
l + n

l

)
zk+lxn+k+l

1 (1− x1)nxn+k+l
2 (1− x2)nxn+l

3 (1− x3)n dx1 dx2 dx3 =

=
∑
k,l>0

(k + n)!

k! n!
· (l + n)!

l! n!
· zk+l · (n+ k + l)! n!

(k + l + 2n+ 1)!
· (n+ k + l)! n!

(k + l + 2n+ 1)!
· (n+ l)! n!

(l + 2n+ 1)!
=

= n!
∑
k,l>0

zk+l · (k + 1) · . . . · (k + n) · (l + 1) · . . . · (l + n)

(k + l + n+ 1)2 · . . . · (k + l + 2n+ 1)2 · (l + n+ 1) · . . . · (l + 2n+ 1)
.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîñëå çàìåí l = n2 − 1, k = n1 − n2 ïîëó÷èòñÿ â òî÷íîñòè òðåáóåìûé

ðÿä. Óòâåðæäåíèå 2.1 äîêàçàíî. I

Îòìåòèì, ÷òî ñóììèðîâàòü ïî n2 ìîæíî íå äî n1, à äî n1 + n, ïîòîìó ÷òî âñå äîáàâ-

ëåííûå ñëàãàåìûå áóäóò ðàâíû íóëþ. Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èëè ïðåäñòàâëåíèå íàøåãî

èíòåãðàëà â âèäå

∫
[0,1]3

xn1 (1− x1)nxn2 (1− x2)nxn3 (1− x3)n dx1 dx2 dx3

(1− zx1x2)n+1(1− zx1x2x3)n+1
=

= n!
∑
n1>1

n1+n∑
n2=1

zn1−1 · (n1 − n2 + 1) · . . . · (n1 − n2 + n) · n2 · . . . · (n2 + n− 1)

(n1 + n)2 · . . . · (n1 + 2n)2 · (n2 + n) · . . . · (n2 + 2n)
.

Íàøà öåëü � ïðåäñòàâèòü ýòó ñóììó â âèäå ñóììû ïîëèëîãàðèôìîâ, äîìíîæåííûõ íà

íåêîòîðûå ìíîãî÷ëåíû ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïîëó÷åííàÿ ñóììà íà ñàìîì

äåëå äîâîëüíî ñëîæíî óñòðîåíà. Âïîñëåäñòâèè ìû ïðåäñòàâèì åå â âèäå ñóììû áîëåå

ïðîñòûõ ñóìì. À ïîêà äîêàæåì íåñêîëüêî óòâåðæäåíèé, êîòîðûå ïîìîãàþò ïðåäñòàâèòü

áîëåå ïðîñòûå ñóììû â íóæíîì âèäå. Ïîòîì ëåãêî áóäåò ñêîìïèëèðîâàòü ýòè óòâåðæäåíèÿ

â ëåììó.

Óòâåðæäåíèå 2.2. Ïðè íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ α è ïðè ïîëîæèòåëüíûõ u ñïðàâåäëèâû

ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:∑
n1>1

zn1−1 · 1

(n1 + α)u
= z−α−1 Leu(z) + P̃0(z−1),
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ãäå P̃0(z−1) = −z−α
α∑

m=1

zm−1

mu
� ìíîãî÷ëåí ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

J Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ ñóììèðîâàíèÿ m = n1 + α:∑
n1>1

zn1−1 · 1

(n1 + α)u
= z−α

∑
m>α+1

zm−1 · 1

mu
.

Ýòà ñóììà îòëè÷àåòñÿ îò ïîëèëîãàðèôìà ëèøü êîíå÷íûì êîëè÷åñòâîì ñëàãàåìûõ, äîáàâ-

ëÿÿ è âû÷èòàÿ êîòîðûå, ïîëó÷èì òðåáóåìîå. Óòâåðæäåíèå 2.2 äîêàçàíî. I

Îòìåòèì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà: deg P̃0(x) = α è duα P̃0(x) ∈ Z[x]. Êàê è â ïðåäûäóùåé

ãëàâå, dα îáîçíà÷àåò ÍÎÊ(1, . . . , α). Àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà ýòîãî ìíîãî÷ëåíà è ìíî-

ãî÷ëåíà èç ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåñêîëüêî ïîçäíåå, îäíàêî äîêàçà-

òåëüñòâî ýòèõ ñâîéñòâ íàèáîëåå öåëåñîîáðàçíî èìåííî ñåé÷àñ.

Óòâåðæäåíèå 2.3. Ïðè íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ α è ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ u1 è u2 ñïðà-

âåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

∑
n1>1

n1+α∑
n2=1

zn1−1 · 1

(n1 + α)u1 nu2
2

= z−α−1 Leu1,u2(z) + Q̃0(z−1),

ãäå Q̃0(z−1) = −z−α
∑

α>m1>m2>1

zm1−1 1

mu1
1 m

u2
2

.

J Ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå ñóììèðîâàíèÿ: m1 = n1 + α è m2 = n2. Òîãäà èìååì:

∑
n1>1

n1+α∑
n2=1

zn1−1 · 1

(n1 + α)u1 nu2
2

= z−α
∑

m1>m2>1

zm1−1 · 1

mu1
1 mu2

2

−z−α
∑

α>m1>m2>1

zm1−1 · 1

mu1
1 mu2

2

.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ äîêàçûâàåìûì óòâåðæäåíèåì. I

Îòìåòèì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà: deg Q̃0(x) = α è du1+u2
α Q̃0(x) ∈ Z[x], ãäå dα îáîçíà÷àåò

ÍÎÊ(1, . . . , α). Àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà ýòîãî ìíîãî÷ëåíà ïîíàäîáÿòñÿ íåñêîëüêî ïîçä-

íåå.

Óòâåðæäåíèå 2.4. Ïóñòü α1, α2, β1 � íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà, ïðè÷åì α2+β1 > α1.

Òîãäà ïðè ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ u1 è u2 ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

∑
n1>1

n1+β1∑
n2=1

zn1−1 · 1

(n1 + α1)u1 (n2 + α2)u2
= z−α1−1 Leu1,u2(z) +

u∑
t=1

R̃t(z
−1)Let(z) + R̃0(z−1),

ãäå R̃t(x) � ìíîãî÷ëåíû ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðè t = 0, 1, . . . , u, ïðè÷åì

du1+u2−t
α R̃t(x) ∈ Z[x]. Çäåñü èñïîëüçîâàëèñü îáîçíà÷åíèÿ α = α2 + β1 è u = max(u1, u2).

Êðîìå òîãî, R̃1(1) = 0 ïðè u1 > 1 è R̃1(1) = −
α2∑
m=1

1

mu2
ïðè u1 = 1.
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J Èìååì:

∑
n1>1

n1+β1∑
n2=1

zn1−1 · 1

(n1 + α1)u1 (n2 + α2)u2
=
∑
n1>1

n1+α2+β1∑
n2=α2+1

zn1−1 · 1

(n1 + α1)u1nu2
2

=

=
∑
n1>1

n1+α1∑
n2=1

zn1−1 · 1

(n1 + α1)u1nu2
2

+
∑
n1>1

n1+α2+β1∑
n2=n1+α1+1

zn1−1 · 1

(n1 + α1)u1nu2
2

−

−
∑
n1>1

α2∑
n2=1

zn1−1 · 1

(n1 + α1)u1nu2
2

.

Ñíà÷àëà ìû äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü çàÿâëåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, à ïîòîì äîêàæåì

äîïîëíèòåëüíîå óòâåðæäåíèå.

Ïîëó÷èëîñü òðè ñóììû, ñ êàæäîé èç êîòîðûõ ìû ñåé÷àñ ðàçáåðåìñÿ. Ê ïåðâîé ñóììå

ïðîñòî ïðèìåíÿåì ïðåäûäóùåå óòâåðæäåíèå 2.3, òóò êîììåíòàðèè èçëèøíè.

Ðàññìîòðèì âòîðóþ ñóììó. Åñëè α2+β1 = α1, òî ýòà ñóììà îòñóòñòâóåò, èíà÷å åå ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:

∑
n1>1

n1+α2+β1∑
n2=n1+α1+1

zn1−1 · 1

(n1 + α1)u1nu2
2

=

α2+β1−α1∑
k=1

∑
n1>1

zn1−1 · 1

(n1 + α1)u1(n1 + α1 + k)u2
.

Òåïåðü äëÿ êàæäîãî k ðàçëîæèì äðîáü âíóòðè ñóììû íà ñóììó ïðîñòåéøèõ äðîáåé:

1

(n1 + α1)u1(n1 + α1 + k)u2
=

u1∑
t=1

At
(n1 + α1)t

+

u2∑
t=1

Bt

(n1 + α1 + k)t
,

ãäå êîýôôèöèåíòû At è Bt ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ïî ôîðìóëàì

At = (−1)u1−t ·
(
u1 + u2 − t− 1

u1 − t

)
· 1

ku1+u2−t
,

Bt = (−1)u2−t ·
(
u1 + u2 − t− 1

u2 − t

)
· 1

(−k)u1+u2−t
.

Ýòè ôîðìóëû ïîëó÷åíû ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè � äîìíîæåíèåì íà íóæíóþ ñòåïåíü çíà-

ìåíàòåëÿ è äèôôåðåíöèðîâàíèåì íóæíîå ÷èñëî ðàç. Èç ýòèõ ÿâíûõ ôîðìóë ëåãêî âèäåòü,

÷òî du1+u2−t
α At ∈ Z è du1+u2−t

α Bt ∈ Z. Òåïåðü ê êàæäîìó âûðàæåíèþ, ïîëó÷åííîìó ïî-

ñëå ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòåéøèå äðîáè, ìîæíî ïðèìåíèòü óòâåðæäåíèå 2.2. Íàïðèìåð, äëÿ

âûðàæåíèÿ ∑
n1>1

zn1−1 · At
(n1 + α1)t

ïîëó÷èì, ÷òî îíî ðàâíî

At

(
z−α1−1 Let(z) + P̃0(z−1)

)
,

ãäå dtα1
P̃0(x) ∈ Z[x]. Ñ ó÷åòîì du1+u2−t

α At ∈ Z, ïîëó÷àåì, ÷òî âñå ìíîãî÷ëåíû óäîâëåòâîðÿ-

þò çàÿâëåííûì ñâîéñòâàì. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ òåõ âûðàæåíèé,

â êîòîðûõ âìåñòî At ôèãóðèðóåò Bt.
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Èç ÿâíûõ ôîðìóë ëåãêî âèäåòü, ÷òî A1 + B1 = 0, îòêóäà ñ ó÷åòîì ÿâíîãî âèäà ìíîãî-

÷ëåíîâ ïðè ïîëèëîãàðèôìàõ ñëåäóåò R̃1(1) = 0. Ýòî âåðíî äëÿ ëþáîãî u1.

Òðåòüÿ ñóììà ñîäåðæèò êîíå÷íîå ñóììèðîâàíèå ïî n2, êîòîðîå íå çàâèñèò îò n1. Òàê

÷òî ê òðåòüåé ñóììå òîæå ìîæíî ïðèìåíèòü óòâåðæäåíèå 2.2, ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîëó÷åí-

íûå ìíîãî÷ëåíû óäîâëåòâîðÿþò âñåì çàÿâëåííûì òðåáîâàíèÿì.

Óòâåðæäåíèå 2.4 ïîëíîñòüþ äîêàçàíî. I

Äàëåå äîêàæåì âåñüìà èçâåñòíîå è ïðîñòîå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ïîíàäîáèòñÿ â äàëü-

íåéøåì. Åãî ôîðìóëèðîâêà èçâåñòíà äàæå øêîëüíèêàì, îäíàêî äîêàçàòåëüñòâî íå âõîäèò â

ñòàíäàðòíóþ øêîëüíóþ èëè óíèâåðñèòåòñêóþ ïðîãðàììó. Ïîýòîìó ïðèâåäåì âåñüìà èçÿù-

íîå äîêàçàòåëüñòâî, êîòîðîå ïðèíàäëåæèò Ïàñêàëþ.

Óòâåðæäåíèå 2.5. Ñóììà
N∑
k=1

kn ïðè öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ n ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñ

ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè P (N) ñòåïåíè n+ 1.

J Äîêàçûâàòü óòâåðæäåíèå áóäåì ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Áàçó ñîñòàâèò

òðèâèàëüíîå ðàâåíñòâî
N∑
k=1

k0 = N , òî åñòü óòâåðæäåíèå ïðè n = 0.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ìû äîêàçàëè óòâåðæäåíèå ïðè âñåõ 0 6 n < m ñ íåêîòîðûì

ïîëîæèòåëüíûì öåëûì m. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå äëÿ n = m. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì áèíîì

Íüþòîíà:

(k + 1)m+1 =

(
m+ 1

0

)
· km+1 +

(
m+ 1

1

)
· km + . . .+

(
m+ 1

m+ 1

)
· k0.

Ïðîñóììèðóåì ýòî ðàâåíñòâî ïî k = 1, . . . , N , ñîêðàùàÿ îäèíàêîâûå ñëàãàåìûå:

(N + 1)m+1 = 1 +

(
m+ 1

1

)
·
N∑
k=1

km + . . .+

(
m+ 1

m+ 1

)
·
N∑
k=1

k0.

Îòñþäà èìååì âûðàæåíèå èíòåðåñóþùåé íàñ ñóììû:

N∑
k=1

km =
1

m+ 1

(
(N + 1)m+1 − 1−

(
m+ 1

2

)
·
N∑
k=1

km−1 − . . .−
(
m+ 1

m+ 1

)
·
N∑
k=1

k0

)
.

Çàìåòèì, ÷òî ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ñóììû â ïðàâîé ÷àñòè ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè

îò N ñòåïåíè íå âûøå m, à âûðàæåíèå (N + 1)m+1− 1 åñòü ìíîãî÷ëåí îò N ñòåïåíè m+ 1.

Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå 2.5 äîêàçàíî. I

Ñëåäñòâèå 2.1. Åñëè P (k) � ìíîãî÷ëåí ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ñòåïåíè n,

m � íåêîòîðîå ïîñòîÿííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî

N+m∑
k=1

P (k) = P̃ (N),

ãäå P̃ (N) � ìíîãî÷ëåí ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ñòåïåíè n+ 1.
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J Ïóñòü P (x) = anx
n + . . .+ a0. Ïðèìåíèì ïðåäûäóùåå óòâåðæäåíèå, ó÷èòûâàÿ, ÷òî

äîáàâèëîñü åùå ïî m ñëàãàåìûõ äëÿ êàæäîãî ìîíîìà:

N+m∑
k=1

P (k) = an

N+m∑
k=1

kn + . . .+ a1

N+m∑
k=1

k1 + a0

N+m∑
k=1

k0 =

= an

(
N∑
k=1

kn + (N + 1)n + . . .+ (N +m)n

)
+ . . .

. . .+ a1

(
N∑
k=1

k1 + (N + 1)1 + . . .+ (N +m)1

)
+ a0

(
N∑
k=1

k0 +m

)
.

Ê ñóììàì äî N ïðèìåíèì ïðåäûäóùåå óòâåðæäåíèå, à îñòàâøèåñÿ âûðàæåíèÿ î÷åâèäíî

ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè îò N ñòåïåíè íå âûøå n.

Ñëåäñòâèå 2.1 äîêàçàíî. I

Òåïåðü íàøåé öåëüþ áóäåò ñêîìïèëèðîâàòü èç äîêàçàííûõ óòâåðæäåíèé ëåììó, äàþ-

ùóþ ïðåäñòàâëåíèå èíòåãðàëà â âèäå ëèíåéíûõ ôîðì îò ïîëèëîãàðèôìîâ ñ êîýôôèöèåí-

òàìè èç Q[z−1]. Ýòà ëåììà íå áóäåò îêîí÷àòåëüíûì ðåçóëüòàòîì, îíà áóäåò íåîäíîêðàòíî

óëó÷øàòüñÿ è óòî÷íÿòüñÿ. Òàêîé âàðèàíò èçëîæåíèèÿ âûáðàí è äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ,

è äëÿ óäîáñòâà èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà. Åñëè ñîáðàòü âñå óòâåðæäåíèÿ ñðàçó â îäíîé êî-

íå÷íîé ëåììå, îíà âûéäåò î÷åíü ãðîìîçäêîé. Âñå íàøè ðàññóæäåíèÿ ñóòü ÷àñòíûå ñëó÷àè

íåêîòîðûõ ëåìì Çëîáèíà, îí äîêàçàë áîëåå îáùèå ðåçóëüòàòû, îäíàêî ïî ïðèâåäåííûì íà-

ìè ÷àñòíûì ñëó÷àÿì ìîæíî óâèäåòü íåêîòîðûå çàêîíîìåðíîñòè è ïîíÿòü îñíîâíóþ èäåþ.

Ñîáñòâåííî, ýòî è áûëî îñíîâíîé öåëüþ íàïèñàíèÿ äàííîé ãëàâû.

Ëåììà 2.1. Ïðè âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ n è ïðè âñåõ |z| < 1 ñ íåêîòîðûìè ìíîãî-

÷ëåíàìè P2,1, P1,1, P2, P1 è P0 c ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

ðàâåíñòâî: ∫
[0,1]3

xn1 (1− x1)nxn2 (1− x2)nxn3 (1− x3)n dx1 dx2 dx3

(1− zx1x2)n+1(1− zx1x2x3)n+1
=

= P2,1(z−1)Le2,1(z) + P1,1(z−1)Le1,1(z) + P2(z−1)Le2(z) + P1(z−1)Le1(z) + P0(z−1),

ïðè÷åì P1,1(1) = P1(1) = 0.

J Ïî óòâåðæäåíèþ 2.1 ïðè âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ n è ïðè âñåõ |z| < 1∫
[0,1]3

xn1 (1− x1)nxn2 (1− x2)nxn3 (1− x3)n dx1 dx2 dx3

(1− zx1x2)n+1(1− zx1x2x3)n+1
=

= n!
∑

n1>n2>1

zn1−1 · (n1 − n2 + 1) · . . . · (n1 − n2 + n) · n2 · . . . · (n2 + n− 1)

(n1 + n)2 · . . . · (n1 + 2n)2 · (n2 + n) · . . . · (n2 + 2n)
.
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Çàìåòèì, ÷òî ïî n2 ìîæíî ñóììèðîâàòü íå äî n1, à äî n1 + n. Ýòî âîçìîæíî ïîòîìó,

÷òî âûðàæåíèå ïðè äîáàâëåííûõ n2 îáðàùàåòñÿ â íóëü. Òàêèì îáðàçîì,∫
[0,1]3

xn1 (1− x1)nxn2 (1− x2)nxn3 (1− x3)n dx1 dx2 dx3

(1− zx1x2)n+1(1− zx1x2x3)n+1
=

= n!
∑
n1>1

n1+n∑
n2=1

zn1−1 · (n1 − n2 + 1) · . . . · (n1 − n2 + n) · n2 · . . . · (n2 + n− 1)

(n1 + n)2 · . . . · (n1 + 2n)2 · (n2 + n) · . . . · (n2 + 2n)
.

Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî ïîëó÷èâøàÿñÿ ñóììà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â òðåáóåìîì âèäå.

Äëÿ íà÷àëà ïðîâåäåì ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ðàññìîòðèì ðàöèîíàëüíóþ ôóíê-

öèþ
(n1 − n2 + 1) · . . . · (n1 − n2 + n) · n2 · . . . · (n2 + n− 1)

(n1 + n)2 · . . . · (n1 + 2n)2 · (n2 + n) · . . . · (n2 + 2n)
.

Ðàñêðîåì ñêîáêè â ÷èñëèòåëå ýòîé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè. Â ðåçóëüòàòå â ÷èñëèòåëå ïî-

ëó÷èòñÿ ñóììà ìîíîìîâ âèäà Cna1
1 n

a2+b
2 , ãäå a1 + a2 6 n è b 6 n, à C � íåêîòîðîå öåëîå

÷èñëî, çàâèñÿùåå îò a1, a2 è b. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè èíòåðïðåòèðîâàòü a1 è a2 êàê êîëè÷å-

ñòâî n1 è n2 ñîîòâåòñòâåííî, âçÿòûõ èç ïåðâûõ n ñêîáîê, à b � êàê êîëè÷åñòâî n2, âçÿòûõ

èç âòîðîé ãðóïïû èç n ñêîáîê, òî âûïèñàííûå îöåíêè íà ñòåïåíè ïåðåìåííûõ î÷åâèäíû.

Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî C ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì.

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå êàæäîìó ìîíîìó:

na1
1 · na2+b

2

(n1 + n)2 · . . . · (n1 + 2n)2 · (n2 + n) · . . . · (n2 + 2n)
. (18)

Ýòè ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè óñòðîåíû ïðîùå èñõîäíîé, îíè ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâåäåíèåì äâóõ

ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ çàâèñèò òîëüêî îò îäíîé ïåðåìåííîé. Ðàçëî-

æèì â ñóììó ïðîñòåéøèõ äðîáåé ôóíêöèþ èç (18), çàâèñÿùóþ òîëüêî îò n2 è n, íî íå

çàâèñÿùóþ îò n1. Â ðåçóëüòàòå ðàçëîæåíèÿ ïîëó÷èòñÿ

na2+b
2

(n2 + n) · . . . · (n2 + 2n)
=

2n∑
p2=n

C̃p2(a2, b)

n2 + p2

+ Pa2,b(n2), (19)

ãäå C̃p2 � íåêîòîðîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, çàâèñÿùåå îò a2 è b, è Pa2,b(n2) � ìíîãî÷ëåí ñ

ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, çàâèñÿùèé îò a2 è b. Ìíîãî÷ëåí â ðàçëîæåíèè íà ïðî-

ñòåéøèå äðîáè áóäåò âîçíèêàòü, åñëè a2 +b > n. Êàê ëåãêî ïîíÿòü, ýòà ñèòóàöèÿ âîçìîæíà.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî èç-çà âîçíèêàþùåé ïîëèíîìèàëüíîé ÷àñòè ðàçëîæåíèÿ âû÷èñëåíèå

÷èñåë C̃p2 ñòàíîâèòñÿ ñëîæíîé çàäà÷åé, êîòîðóþ ìû íå áóäåì ðåøàòü. Îòìåòèì ëèøü, ÷òî

ýòè ÷èñëà ðàöèîíàëüíû è ÷òî âîçíèêàþùèé ìíîãî÷ëåí òîæå èìååò ðàöèîíàëüíûå êîýô-

ôèöèåíòû.

Äàëåå áóäåì äåéñòâîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âîçíèêàþùèå ìíîãî÷ëåíû áóäåì ñóì-

ìèðîâàòü ïî n2 îò 1 äî n1 + n, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2.1 â ðåçóëüòàòå ñóììèðîâàíèÿ áóäóò

ïîëó÷àòüñÿ ìíîãî÷ëåíû îò n1 ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, èìåþùèå ñòåïåíü íà 1
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âûøå. Ýòè ìíîãî÷ëåíû P̃a2,b(n1) áóäåì óìíîæàòü íà ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè èç âûðàæå-

íèÿ (18), ñîîòâåòñòâóþùèå òîëüêî n1. Ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå ïåðåìíîæåíèÿ âûðàæåíèå

áóäåì ðàñêëàäûâàòü íà ïðîñòåéøèå äðîáè:

P̃a2,b(n1) · na1
1

(n1 + n)2 · . . . · (n1 + 2n)2
=

2n∑
p1=n

(
D̃p1(a1, a2, b)

(n1 + p1)2
+
Ẽp1(a1, a2, b)

n1 + p1

)
,

ãäå D̃p1 è Ẽp1 � íåêîòîðûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, çàâèñÿùèå îò a1, a2 è b. Îòìåòèì î÷åíü

âàæíîå äëÿ äàëüíåéøåãî ðàññóæäåíèå. Ñóììàðíàÿ ñòåïåíü P̃a2,b(n1) · na1
1 òî÷íî ñòðîãî

ìåíüøå ñòåïåíè çíàìåíàòåëÿ ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ, à èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî
2n∑
p1=n

Ẽp1 = 0.

×àñòü âûðàæåíèÿ (19), íå ÿâëÿþùóþñÿ ìíîãî÷ëåíîì, áóäåì ïðîñòî óìíîæàòü íà òó

÷àñòü âûðàæåíèÿ (18), êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò n1, ïðåäâàðèòåëüíî ðàçëîæèâ åå íà ïðî-

ñòåéøèå äðîáè:

na1
1

(n1 + n)2 · . . . · (n1 + 2n)2
=

2n∑
p1=n

(
Ãp1(a1)

(n1 + p1)2
+
B̃p1(a1)

n1 + p1

)
,

ãäå Ãp1 è B̃p1 � íåêîòîðûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, çàâèñÿùèå îò a1. Î÷åâèäíî, ÷òî
2n∑
p1=n

B̃p1 =

0.

Òåïåðü ñîáåðåì âñå ñêàçàííîå â îäíîì ðàâåíñòâå.

∑
n1>1

n1+n∑
n2=1

zn1−1 · (n1 − n2 + 1) · . . . · (n1 − n2 + n) · n2 · . . . · (n2 + n− 1)

(n1 + n)2 · . . . · (n1 + 2n)2 · (n2 + n) · . . . · (n2 + 2n)
=

=
∑
a1,a2,b

C

[∑
n1>1

zn1−1 ·
2n∑
p1=n

(
D̃p1(a1, a2, b)

(n1 + p1)2
+
Ẽp1(a1, a2, b)

n1 + p1

)
+

+
∑
n1>1

n1+n∑
n2=1

zn1−1 ·
2n∑
p1=n

(
Ãp1(a1)

(n1 + p1)2
+
B̃p1(a1)

n1 + p1

)
×

2n∑
p2=n

C̃p2(a2, b)

n2 + p2

]
.

Çäåñü C � íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî, êîýôôèöèåíò ïðè ìîíîìå, îíî ôèãóðèðîâàëî ðàíåå è

íåñóùåñòâåííî äëÿ ðåçóëüòàòîâ è ìåòîäîâ äîêàçàòåëüñòâà äàííîãî óòâåðæäåíèÿ. Âíåøíåå

ñóììèðîâàíèå èäåò ïî âñåì ìîíîìàì. Êàê ïîëó÷àþòñÿ âíóòðåííèå ñóììû, íàïèñàíî âûøå.

Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñóììó, ñîîòâåòñòâóþùóþ íåêîòîðîìó êîíêðåòíîìó ìî-

íîìó, è äîêàæåì äëÿ íåå óòâåðæäåíèå ëåììû. Ïîñêîëüêó ýòî áóäåò âåðíî äëÿ ëþáîãî

ìîíîìà, ëåììà áóäåò äîêàçàíà.

Ðàññìîòðèì ñóììó

∑
n1>1

zn1−1 ·
2n∑
p1=n

(
D̃p1

(n1 + p1)2
+

Ẽp1

n1 + p1

)
,
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ñîîòâåòñòâóþùóþ íåêîòîðîìó ïðîèçâîëüíîìó ìîíîìó. Äëÿ êàæäîãî p1 ïî óòâåðæäåíèþ 2.2

∑
n1>1

zn1−1 · D̃p1

(n1 + p1)2
= z−p1−1 · D̃p1 · Le2(z) + D̃p1 · P̃p1(z−1),

∑
n1>1

zn1−1 · Ẽp1

n1 + p1

= z−p1−1 · Ẽp1 · Le1(z) + Ẽp1 · Q̃p1(z−1),

ãäå P̃p1 , Q̃p1 � ìíîãî÷ëåíû ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
2n∑
p1=n

Ẽp1 = 0,

ïîëó÷àåì, ÷òî ìíîãî÷ëåí ïðè Le1(z), ïîëó÷àþùèéñÿ èç ýòîé ñóììû, îáðàùàåòñÿ â íóëü â

z = 1.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñóììó

∑
n1>1

n1+n∑
n2=1

zn1−1 ·
2n∑
p1=n

(
Ãp1

(n1 + p1)2
+

B̃p1

n1 + p1

)
×

2n∑
p2=n

C̃p2

n2 + p2

,

ñîîòâåòñòâóþùóþ òîìó æå ìîíîìó. Ñóììû ïî p1 è ïî p2 ìû ïåðåìíîæèì ïî÷ëåííî, è

áóäåì ïðèìåíÿòü óòâåðæäåíèå 2.4. Ïðîâåðèì ëèøü íåî÷åâèäíóþ ÷àñòü ëåììû � òî, ÷òî

ìíîãî÷ëåíû ïðè Le1,1(z) è Le1(z) îáðàùàþòñÿ â íóëü ïðè z = 1.

Ïîíÿòíî, ÷òî Le1,1(z) áóäåò âîçíèêàòü òîëüêî èç

∑
n1>1

n1+n∑
n2=1

zn1−1 · B̃p1

n1 + p1

· C̃p2

n2 + p2

ñî âñåâîçìîæíûìè p1 è p2. Òàêèì îáðàçîì, èç óòâåðæäåíèÿ 2.4 ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèå

ìíîãî÷ëåíà ïðè Le1,1(z) â 1 ðàâíî
2n∑

p1,p2=n

B̃p1C̃p2 . Íî åñëè â ýòîé ñóììå ïðîñóììèðîâàòü

ñíà÷àëà ïî p1, òî ïîëó÷èòñÿ íóëü, à çíà÷èò âñÿ ñóììà òàêæå ðàâíà íóëþ.

Ìíîãî÷ëåíû ïðè Le1(z) èç ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ òîæå áóäóò âîçíèêàòü. Ñîãëàñíî âñå

òîìó æå óòâåðæäåíèþ 2.4 çàêëþ÷àåì, ÷òî çíà÷åíèå ýòîãî ìíîãî÷ëåíà â 1 ðàâíî

2n∑
p1,p2=n

B̃p1C̃p2 ·

(
−

p2∑
m=1

1

m

)
.

Åñëè ýòî âûðàæåíèå ïðîñóììèðîâàòü ñïåðâà ïî p1, òî ïîëó÷èòñÿ íóëü, à çíà÷èò è âñÿ

ñóììà ðàâíà íóëþ.

Òàêèì îáðàçîì ëåììà 2.1 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà. I

Ïåðâîå óñîâåðøåíñòâîâàíèå, êîòîðîìó ìû ïîäâåðãíåì ðåçóëüòàò ýòîé ëåììû, ñîñòî-

èò â òîì, ÷òî ìû �èçãîíèì� Le2(z). Ñäåëàåì ýòî ìû ñ èñïîëüçîâàíèåì äîïîëíèòåëüíîãî

èíòåãðàëà ∫
[0,1]3

xn1 (1− x1)nxn2 (1− x2)nxn3 (1− x3)n dx1 dx2 dx3

(1− zx1)n+1(1− zx1x2x3)n+1
. (20)

Ýòîò èíòåãðàë îòëè÷àåòñÿ îò íàøåãî ëèøü îäíîé ñêîáêîé â çíàìåíàòåëå.

24



Óòâåðæäåíèå 2.6. Ïðè âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ n è ïðè âñåõ |z| < 1 ñ íåêîòîðûìè

ìíîãî÷ëåíàìè P1,2, P2, P1 è P0 c ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ñïðàâåäëèâî ñëåäóþ-

ùåå ðàâåíñòâî: ∫
[0,1]3

xn1 (1− x1)nxn2 (1− x2)nxn3 (1− x3)n dx1 dx2 dx3

(1− zx1)n+1(1− zx1x2x3)n+1
=

= P1,2(z−1)Le1,2(z) + P2(z−1)Le2(z) + P1(z−1)Le1(z) + P0(z−1).

J Ëåãêî ïîíÿòü, ãëÿäÿ íà óòâåðæäåíèå 2.1, ÷òî äëÿ èíòåãðàëà (20) ñïðàâåäëèâî

ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå â ðÿä:∫
[0,1]3

xn1 (1− x1)nxn2 (1− x2)nxn3 (1− x3)n dx1 dx2 dx3

(1− zx1)n+1(1− zx1x2x3)n+1
=

= n!
∑

n1>n2>1

zn1−1 · (n1 − n2 + 1) · . . . · (n1 − n2 + n) · n2 · . . . · (n2 + n− 1)

(n1 + n) · . . . · (n1 + 2n) · (n2 + n)2 · . . . · (n2 + 2n)2
.

Ýòî ðàçëîæåíèå ñïðàâåäëèâî ïðè âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ n è ïðè âñåõ |z| < 1, äîêà-

çàòåëüñòâî ýòîãî ðàçëîæåíèÿ íè÷óòü íå îòëè÷àåòñÿ îò äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 2.1.

Äàëåå, êàê è â ëåììå 2.1, ðàçëîæèì ÷èñëèòåëü ïîëó÷èâøåéñÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè

(n1 − n2 + 1) · . . . · (n1 − n2 + n) · n2 · . . . · (n2 + n− 1)

(n1 + n) · . . . · (n1 + 2n) · (n2 + n)2 · . . . · (n2 + 2n)2

â ñóììó ìîíîìîâ âèäà na1
1 n

a2+b
2 , ãäå a1 + a2 6 n è b 6 n. Åñëè ìû äîêàæåì ñïðàâåäëè-

âîñòü óòâåðæäåíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìîíîìà, òî òåì ñàìûì ìû äîêàæåì óòâåðæäåíèå

ïîëíîñòüþ.

Äëÿ êàæäîãî ìîíîìà ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàçäåëèëàñü íà äâå ÷àñòè, êàæäóþ èç

êîòîðûõ ìû ðàçëîæèì â ñóììó ïðîñòåéøèõ äðîáåé:

na1
1

(n1 + n) · . . . · (n1 + 2n)
=

2n∑
p1=n

(
Ãp1(a1)

n1 + p1

)
,

na2+b
2

(n2 + n)2 · . . . · (n2 + 2n)2
=

2n∑
p2=n

(
B̃p2(a2, b)

(n2 + p2)2
+
C̃p2(a2, b)

n2 + p2

)
,

ãäå Ãp1(a1), B̃p2(a2, b) è C̃p2(a2, b) � çàâèñÿùèå îò àðãóìåíòîâ â ñêîáêàõ íåêîòîðûå ðàöèî-

íàëüíûå ÷èñëà. Àðãóìåíòû â ñêîáêàõ ïîêàçûâàþò çàâèñèìîñòü ÷èñåë îò ìîíîìà. Òàê êàê

ìû äîêàçûâàåì óòâåðæäåíèå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìîíîìà, ýòó çàâèñèìîñòü ìû â äàëüíåé-

øåì áóäåì îïóñêàòü, îñòàâëÿÿ ëèøü íèæíèå èíäåêñû ó ýòèõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

Çàìåòèì, ÷òî ìîæíî ëåãêî íàïèñàòü ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýòèõ ÷èñåë, îäíàêî

íàì äîñòàòî÷íî òîãî, ÷òî
2n∑
p2=n

C̃p2 = 0. Ýòî î÷åâèäíî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî a2 + b 6 2n, à

ñòåïåíü çíàìåíàòåëÿ ðàâíà 2n+ 2. Êàê ëåãêî âèäåòü, ñóììà C̃p2 ðàâíà êîýôôèöèåíòó ïðè

îòñóòñòâóþùåé ñòåïåíè n2n+1
2 .
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Ñîáåðåì âñå ñêàçàííîå â îòäåëüíîì ðàâåíñòâå:

∑
n1>1

n1+n∑
n2=1

zn1−1 · (n1 − n2 + 1) · . . . · (n1 − n2 + n) · n2 · . . . · (n2 + n− 1)

(n1 + n) · . . . · (n1 + 2n) · (n2 + n)2 · . . . · (n2 + 2n)2
=

=
∑
a1,a2,b

C

[∑
n1>1

n1+n∑
n2=1

zn1−1 ·
2n∑
p1=n

(
Ãp1(a1)

n1 + p1

)
×

2n∑
p2=n

(
B̃p2(a2, b)

(n2 + p2)2
+
C̃p2(a2, b)

n2 + p2

)]
.

Çäåñü C � íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî, êîýôôèöèåíò ïðè ìîíîìå, îíî íåñóùåñòâåííî äëÿ äàëü-

íåéøèõ ðàññóæäåíèé.

Èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå 2.4, êàæäûé òåïåðü áåç òðóäà óâèäèò, ÷òî äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè

äîêàçûâàåìîãî óòâåðæäåíèÿ îñòàëîñü ëèøü ïîíÿòü, ïî÷åìó ïðîïàäóò Le1,1(z). Ïîêàæåì,

÷òî ìíîãî÷ëåí ïðè Le1,1(z) òîæäåñòâåííî íóëåâîé äëÿ êàæäîãî ìîíîìà â îòäåëüíîñòè. Äëÿ

ýòîãî ðàññìîòðèì âûðàæåíèå∑
n1>1

n1+n∑
n2=1

zn1−1 ·
2n∑
p1=n

(
Ãp1

n1 + p1

)
×

2n∑
p2=n

(
C̃p2

n2 + p2

)
,

ñîîòâåòñòâóþùåå êàêîìó-òî ìîíîìó. Ïî óòâåðæäåíèþ 2.4, ìíîãî÷ëåí ïðè Le1,1(z) áóäåò

ðàâåí
2n∑

p1,p2=n

Ãp1C̃p2 · z−p1−1.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
2n∑
p2=n

C̃p2 = 0, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè êàæäîé ñòåïåíè z êîýôôèöèåíò ðàâåí

íóëþ. Çíà÷èò, ýòî òîæäåñòâåííî íóëåâîé ìíîãî÷ëåí.

Óòâåðæäåíèå 2.6 äîêàçàíî. I

Òåïåðü ïîêàæåì, êàê ýòîò èíòåãðàë ïîìîãàåò íàì â íàøåé èñõîäíîé çàäà÷å óñîâåðøåí-

ñòâîâàíèÿ ëåììû 2.1.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ íàáîðîâ ÷èñåë

ā = (a1, . . . , am), b̄ = (b1, . . . , bm), c̄ = (c1, . . . , cm),

ãäåm � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, à êîìïîíåíòû âåêòîðîâ ā, b̄, c̄ � êîìïëåêñíûå ÷èñëà.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé èíòåãðàë:

Jm(ā; b̄; c̄ |z) =
m∏
i=1

Γ(bi)

Γ(ai)Γ(bi − ai)

∫
[0,1]m

m∏
i=1

xai−1
i (1− xi)bi−ai−1

(1− zx1 . . . xi)ci
dx1 . . . dxm, (21)

ïîëàãàÿ J0(∅;∅;∅ |z) = 1.

Â ñòàòüå [14] Å. À. Óëàíñêèé äîêàçàë ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü m � íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî, z, ai, bi, ci ∈ C, |arg(1− z)| < π è

Re (bi) > Re (ai) > 0 ïðè i = 1, . . . ,m. Òîãäà

(1− z)−a1 ·Jm
(
ā; b̄; c̄

∣∣∣∣ −z1− z

)
= Jm

(
ā; b̄; b1 − a2 − c1, . . . , bm−1 − am − cm−1, bm − cm |z

)
.
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J I

Ââåäåì äîïîëíèòåëüíî ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü cr1 , . . . , crl � âñå íåíóëåâûå êîì-

ïîíåíòû âåêòîðà c̄, ïðè÷åì 0 < r1 < . . . < rl−1 < rl = m. Ìû ïîòðåáîâàëè çäåñü îñîáåííî,

÷òîáû cm 6= 0, â êîíòåêñòå ðàññìàòðèâàåìûõ èíòåãðàëîâ ýòî òðåáîâàíèå àáñîëþòíî åñòå-

ñòâåííî � èíà÷å ìîæíî áûëî áû ïðîñòî ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî xm, òàê êàê â çíàìåíàòåëü

ýòà ïåðåìåííàÿ íå âîøëà áû. Êðîìå òîãî, ââåäåì îáîçíà÷åíèå r0 = 0. Ââåäåì òàêæå îáî-

çíà÷åíèå qj =
rj∑

i=rj−1+1

(bi − ai) ïðè j = 1, . . . , l.

Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç {a}k ïîâòîðåííîå k ðàç ÷åðåç çàïÿòóþ ÷èñëî a. Èìååò ìåñòî

èçâåñòíîå ïðåäñòàâëåíèå ïîëèëîãàðèôìîâ èíòåãðàëàìè:

Le(s1,...,sl) = Jm ((1, . . . , 1) ; (2, . . . , 2) ; ({0}s1−1, 1, . . . , {0}sl−1, 1) |z ) .

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 2.1 ê ýòîìó èíòåãðàëó, ïîëó÷èì èçâåñòíîå òîæäåñòâî

Les̄

(
−z

1− z

)
= −Leσ(s̄) (z) , (22)

ãäå âåêòîð σ(s̄) íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííûì ê âåêòîðó s̄. Íàïðèìåð, äâîéñòâåííûì ê âåêòîðó

(2, 1) áóäåò âåêòîð (1, 2), à ê âåêòîðó (2) � âåêòîð (1, 1). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî σ(σ(s̄)) = s̄.

×òîáû óñîâåðøåíñòâîâàòü ëåììó 2.1, çàìåòèì, ÷òî ïî òåîðåìå 2.1 äâà ðàññìîòðåííûõ

íàìè èíòåãðàëà ñâÿçàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:∫
[0,1]3

xn1 (1− x1)nxn2 (1− x2)nxn3 (1− x3)n dx1 dx2 dx3

(1− zx1x2)n+1(1− zx1x2x3)n+1
=

=
1

(1− z)n+1
·
∫

[0,1]3

xn1 (1− x1)nxn2 (1− x2)nxn3 (1− x3)n dx1 dx2 dx3(
1−

( −z
1−z

)
x1

)n+1 (
1−

( −z
1−z

)
x1x2x3

)n+1 .

Ïðèìåíÿÿ óæå äîêàçàííûå ðàçëîæåíèÿ äëÿ ýòèõ èíòåãðàëîâ â ëèíåéíûå ôîðìû, ïîëó÷àåì

ðàâåíñòâî

P2,1(z−1)Le2,1(z) + P1,1(z−1)Le1,1(z) + P2(z−1)Le2(z) + P1(z−1)Le1(z) + P0(z−1) =

= Q1,2(z−1)Le1,2

(
−z

1− z

)
+Q2(z−1)Le2

(
−z

1− z

)
+Q1(z−1)Le1

(
−z

1− z

)
+Q0(z−1),

ãäå Q ñ ðàçëè÷íûìè èíäåêñàìè � ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöè-

åíòàìè. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó î äâîéñòâåííîñòè äëÿ ïîëèëîãàðèôìîâ (22), ïîëó÷èì, ÷òî

ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:

P2,1(z−1)Le2,1(z) + P1,1(z−1)Le1,1(z) + P2(z−1)Le2(z) + P1(z−1)Le1(z) + P0(z−1) =

= −Q1,2(z−1)Le2,1 (z)−Q2(z−1)Le1,1 (z)−Q1(z−1)Le1 (z) +Q0(z−1).

Òåïåðü, ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ïîëèëîãàðèôìîâ íàä C(z), (ñì., íàïðèìåð,

[19]), ïîëó÷àåì, ÷òî ìíîãî÷ëåí P2 òîæäåñòâåííî íóëåâîé. Çíà÷èò, ïåðâîå óñîâåðøåíñòâî-

âàíèå ëåììû 2.1 óñòàíîâëåíî. Â ïðîìåæóòî÷íûõ ðàññóæäåíèÿõ ìû äîëæíû áûëè ðàñ-

ñìàòðèâàòü z èç îáëàñòè {z : |z| < 1, |z| < |1 − z|}, îäíàêî â êîíå÷íîì ðåçóëüòàòå ìîæíî
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ñ÷èòàòü |z| < 1 â ñèëó àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ. Çàôèêñèðóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò

â âèäå íîâîé ëåììû, åå äîêàçàòåëüñòâî óæå ïðèâåäåíî âûøå.

Ëåììà 2.2. Ïðè âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ n è ïðè âñåõ |z| < 1 ñ íåêîòîðûìè ìíî-

ãî÷ëåíàìè P2,1, P1,1, P1 è P0 c ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

ðàâåíñòâî: ∫
[0,1]3

xn1 (1− x1)nxn2 (1− x2)nxn3 (1− x3)n dx1 dx2 dx3

(1− zx1x2)n+1(1− zx1x2x3)n+1
=

= P2,1(z−1)Le2,1(z) + P1,1(z−1)Le1,1(z) + P1(z−1)Le1(z) + P0(z−1),

ïðè÷åì P1,1(1) = P1(1) = 0.

J I

Îòìåòèì, ÷òî ñàì Çëîáèí â ñâîåì äîêàçàòåëüñòâå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîñëåäíåãî ðà-

âåíñòâà ïåðåõîäèë ê äðóãèì èíòåãðàëàì ñ ïîìîùüþ òåîðåìû èç [6], ÷åãî íàì óäàëîñü

èçáåæàòü ñ ïîìîùüþ ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû 2.1.

Òåïåðü ïîäâåðãíåì íàøó ëåììó âòîðîìó óñîâåðøåíñòâîâàíèþ. Îíî áóäåò ñâÿçàíî ñ

àðèôìåòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ìíîãî÷ëåíîâ P2,1, P1,1, P1 è P0. Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïî-

íàäîáèòñÿ èñïîëüçîâàòü ëåììó èç [3]. Ìû äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ïðèâåäåì åå äîêàçà-

òåëüñòâî çäåñü.

Óòâåðæäåíèå 2.7. Ïðè íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ n è ïðîèçâîëüíûõ n1, n2 âûïîëíÿåòñÿ

ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

(n1 − n2 + 1) . . . (n1 − n2 + n) =
n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

) n∏
i=k+1

(n1 + i) ·
k−1∏
i=0

(n2 + i),

ãäå ïóñòûå ïðîèçâåäåíèÿ ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè 1.

J Ðàññìîòðèì ôóíêöèè f(t) = t−n2 è g(t) = tn1+n. Î÷åâèäíî,

dk f(t)

d tk
= (−1)k

k−1∏
i=0

(n2 + i) · t−n2−k

dn−k g(t)

d tn−k
=

n∏
i=k+1

(n1 + i) · tn1+k.

Êðîìå òîãî,

(f g)(n)(t) = (n1 − n2 + 1) . . . (n1 − n2 + n) · tn1−n2 .

Òðåáóåìîå ðàâåíñòâî òåïåðü íåìåäëåííî ñëåäóåò èç ôîðìóëû Íüþòîíà-Ëåéáíèöà.

Óòâåðæäåíèå 2.7 äîêàçàíî. I
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Äîêàæåì òåïåðü åùå îäíó ñåðèþ óòâåðæäåíèé, êîòîðûå ïîìîãóò ïðè äîêàçàòåëüñòâå

àðèôìåòè÷åñêèõ ôàêòîâ. Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ ïàðà îïðåäåëåíèé. Ìíîãî÷ëåí íà-

çûâàåòñÿ öåëîçíà÷íûì, åñëè îí ïðè ëþáîì öåëîì àðãóìåíòå ïðèíèìàåò öåëûå çíà÷åíèÿ.

Äëÿ öåëîçíà÷íîñòè ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îí ïðèíèìàë öåëûå çíà÷åíèÿ

â n + 1 ñîñåäíèõ öåëûõ òî÷êàõ, ñì. [12]. Íàì òàêæå ïîíàäîáèòñÿ ââåñòè íåêîòîðûé êëàññ

ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé. Ïóñòü çàôèêñèðîâàíî íåêîòîðîå öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî δ.

Áóäåì íàçûâàòü ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ R(x) δ-íîðìàëüíîé, åñëè îíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â

âèäå

R(x) =
∑
α

M∑
m=1

Am,α
(x+ α)m

+ P (x),

ãäå ñóììèðîâàíèå ïî α âåäåòñÿ ïî íåêîòîðîìó êîíå÷íîìó ìíîæåñòâó öåëûõ íåîòðèöàòåëü-

íûõ ÷èñåë, dM−mδ Am,α ∈ Z è dMδ P (x) � öåëîçíà÷íûé ìíîãî÷ëåí.

Óòâåðæäåíèå 2.8. Åñëè δ-íîðìàëüíóþ ôóíêöèþ äîìíîæèòü íà öåëîçíà÷íûé ìíîãî÷ëåí

ñòåïåíè íå âûøå δ, òî ïîëó÷åííàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ áóäåò δ-íîðìàëüíîé.

J Î÷åâèäíî, ÷òî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü óòâåðæäåíèå äëÿ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé

âèäà

R(x) =
Am,α

(x+ α)m
, dM−mδ Am,α ∈ Z.

Ñäåëàåì ýòî èíäóêöèåé ïî m. Ïðîâåðèì äëÿ íà÷àëà áàçó èíäóêöèè m = 1.

Ïóñòü T (x) � öåëîçíà÷íûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå δ. Òîãäà èìååì

T (x)

x+ α
=
T (−α)

x+ α
+Q(x),

ãäå Q(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íà 1 ìåíüøåé, ÷åì T (x). Òàê êàê T (x) � öåëîçíà÷íûé

ìíîãî÷ëåí, T (−α) ∈ Z. Êðîìå òîãî, ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí dδ Q(x) â òî÷êàõ −α +

1, . . . ,−α + δ ïðèíèìàåò öåëûå çíà÷åíèÿ, à çíà÷èò dδ Q(x) � öåëîçíà÷íûé ìíîãî÷ëåí.

Ïîýòîìó â ñëó÷àå m = 1

R(x)T (x) =
A1,α T (−α)

x+ α
+ A1,αQ(x),

ïðè÷åì ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ δ-íîðìàëüíîé. Äåéñòâèòåëüíî, dMδ A1,α T (−α) ∈ Z
è dMδ A1,αQ(x) = dM−1

δ A1,α · dδ Q(x) ÿâëÿåòñÿ öåëîçíà÷íûì ìíîãî÷ëåíîì.

Ïóñòü òåïåðü m > 1. Òîãäà

R(x)T (x) =
Am,α T (−α)

(x+ α)m
+

Am,α/dδ
(x+ α)m−1

(dδQ(x)).

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ÿâëÿåòñÿ δ-íîðìàëüíûì, òàê êàê dM−mδ Am,α T (−α) ∈ Z. Êî âòîðîìó

ñëàãàåìîìó ìîæíî ïðèìåíèòü ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè.

Óòâåðæäåíèå 2.8 äîêàçàíî. I
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Òåïåðü ïðèñòóïèì êî âòîðîìó óñîâåðøåíñòâîâàíèþ ëåììû. Êàê è ðàíüøå, ñèìâîëîì dn

ìû îáîçíà÷àåì íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ÷èñåë 1, . . . , n. Êðîìå òîãî, êàê áûëî ñêàçàíî

â íà÷àëå ãëàâû, äëÿ íàáîðà s̄ = (s1, . . . , sl) ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå |s̄| = s1 + . . . +

sl, íàçûâàåìîå âåñîì íàáîðà. Åñòåñòâåííî, äîêàçûâàòü â ýòîé ëåììå ìû áóäåì òîëüêî

äîïîëíèòåëüíóþ åå ÷àñòü.

Ëåììà 2.3. Ïðè âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ n è ïðè âñåõ |z| < 1 ñ íåêîòîðûìè ìíî-

ãî÷ëåíàìè P2,1, P1,1, P1 è P0 c ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

ðàâåíñòâî: ∫
[0,1]3

xn1 (1− x1)nxn2 (1− x2)nxn3 (1− x3)n dx1 dx2 dx3

(1− zx1x2)n+1(1− zx1x2x3)n+1
=

= P2,1(z−1)Le2,1(z) + P1,1(z−1)Le1,1(z) + P1(z−1)Le1(z) + P0(z−1),

ïðè÷åì P1,1(1) = P1(1) = 0. Êðîìå òîãî, d
3−|s̄|
n · Ps̄(x) ∈ Z[x].

J Çàìåòèì, ÷òî

(x1x2x3)n =

(
1− (1− zx1x2x3)

z

)n
.

Ïðèìåíèòåëüíî ê íàøåìó èíòåãðàëó ýòî ðàâåíñòâî äàåò∫
[0,1]3

xn1 (1− x1)nxn2 (1− x2)nxn3 (1− x3)n dx1 dx2 dx3

(1− zx1x2)n+1(1− zx1x2x3)n+1
=

= z−n
n∑
s=0

(−1)s
(
n

s

) ∫
[0,1]3

(1− x1)n(1− x2)n(1− x3)n dx1 dx2 dx3

(1− zx1x2)n+1(1− zx1x2x3)n+1−s .

Ðàññìîòðèì òåïåðü êàêîå-íèáóäü êîíêðåòíîå s è áóäåì äîêàçûâàòü óòâåðæäåíèå íàøåé

ëåììû äëÿ ýòîãî s. Çàìåòèì, ÷òî ìíîæèòåëü ïåðåä ñóììîé, òàêæå êàê è (−1)s íå îêàçû-

âàþò íèêàêîãî âëèÿíèÿ íà àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà èíòåðåñóþùèõ íàñ ìíîãî÷ëåíîâ.

Ðàçëîæèì ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîìó s èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè â ðÿä, ýòî äåëàåòñÿ ñî-

âåðøåííî àíàëîãè÷íî óòâåðæäåíèþ 2.1. Ïîëó÷èì(
n

s

) ∫
[0,1]3

(1− x1)n(1− x2)n(1− x3)n dx1 dx2 dx3

(1− zx1x2)n+1(1− zx1x2x3)n+1−s =

=

(
n

s

)
· n!

∑
n1>n2>1

zn1−1 · (n1 − n2 + 1) · . . . · (n1 − n2 + n) · n2 · . . . · (n2 + n− 1− s)
n2

1 · . . . · (n1 + n)2 · n2 · . . . · (n2 + n)
.

Êàê è ðàíåå, çàìåòèì, ÷òî ìîæíî ïðîâîäèòü ñóììèðîâàíèå ïî n2 íå äî n1, à äî n1 + n.
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Ïðåîáðàçóåì ïîëó÷åííóþ ñóììó, èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå 2.7:(
n

s

)
· n!

∑
n1>n2>1

zn1−1 · (n1 − n2 + 1) · . . . · (n1 − n2 + n) · n2 · . . . · (n2 + n− 1− s)
n2

1 · . . . · (n1 + n)2 · n2 · . . . · (n2 + n)
=

=
∑
n1>1

n1+n∑
n2=1

zn1−1 ·
n∑
k=0

(−1)k · (n1 + k + 1) · . . . · (n1 + n)

(n− k)!
· (n!)2

n2
1 · . . . · (n1 + n)2

×

× n2 · . . . · (n2 + n− 1− s)
(n− s)!

· n2 · . . . · (n2 + k − 1)

k!
· n!

n2 · . . . · (n2 + n)
. (23)

Áóäåì ñ÷èòàòü n ôèêñèðîâàííûì, õîòÿ è ïðîèçâîëüíûì. Ïîêàæåì, ÷òî

(n!)2

n2
1 · . . . · (n1 + n)2

ÿâëÿåòñÿ n-íîðìàëüíîé ôóíêöèåé. Äåéñòâèòåëüíî, ýòà ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ äîïóñêàåò

ðàçëîæåíèå íà ïðîñòåéøèå äðîáè:

n∑
p=0

(
A1,p

n1 + p
+

A2,p

(n1 + p)2

)
,

ïðè÷åì äëÿ ÷èñåë A1,p è A2,p ëåãêî íàïèñàòü ÿâíûå ôîðìóëû:

A1,p = (−2) ·
(
n

p

)2

·

(
−

p∑
k=1

1

k
+

n−p∑
k=1

1

k

)

A2,p =

(
n

p

)2

.

Êàê ëåãêî âèäåòü, ÷èñëà A2,p ÿâëÿþòñÿ öåëûìè, à ÷èñëà A1,p ïðè äîìíîæåíèè íà dn ñòà-

íîâÿòñÿ öåëûìè. Çíà÷èò, n-íîðìàëüíîñòü óñòàíîâëåíà.

Êðîìå òîãî, ìíîãî÷ëåí
(n1 + k + 1) · . . . · (n1 + n)

(n− k)!

î÷åâèäíî ÿâëÿåòñÿ öåëîçíà÷íûì è èìååò ñòåïåíü n−k. Ïî óòâåðæäåíèþ 2.8 ïðîèçâåäåíèå

(n1 + k + 1) · . . . · (n1 + n)

(n− k)!
· (n!)2

n2
1 · . . . · (n1 + n)2

ÿâëÿåòñÿ n-íîðìàëüíîé ôóíêöèåé.

Àíàëîãè÷íî

n2 · . . . · (n2 + n− 1− s)
(n− s)!

· n2 · . . . · (n2 + k − 1)

k!
· n!

n2 · . . . · (n2 + n)

òàêæå ÿâëÿåòñÿ n-íîðìàëüíîé ôóíêöèåé � ïåðâûå äâà ìíîæèòåëÿ åñòü öåëîçíà÷íûå ìíî-

ãî÷ëåíû ñòåïåíè íå âûøå n, à ïîñëåäíèé åñòü n-íîðìàëüíàÿ ôóíêöèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèå â (23) ïðåîáðàçóåòñÿ ê ñëåäóþùåìó âèäó:∑
n1>1

n1+n∑
n2=1

zn1−1 ·
n∑

p1,p2=0

(
Ã1,p1B̃1,p2

(n1 + p1)(n2 + p2)
+

Ã2,p1B̃1,p2

(n1 + p1)2(n2 + p2)

)
.
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Öåëîçíà÷íûé ìíîãî÷ëåí â êîíå÷íîì âûðàæåíèè îòñóòñòâóåò èç ñîîáðàæåíèé åäèíñòâåí-

íîñòè ðàçëîæåíèÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ïîëèëîãàðèôìîâ. Òàêæå ìû ïðîñóììèðî-

âàëè íàøè ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè ïî k. Âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå âêëþ÷åíèÿ: B̃1,p2 ∈ Z,
Ã2,p1 ∈ Z è dn · Ã1,p1 ∈ Z. Ïðèìåíÿÿ óòâåðæäåíèå 2.4, êàæäûé ëåãêî óâèäèò, ÷òî ïîëó÷àþ-
ùèåñÿ ìíîãî÷ëåíû óäîâëåòâîðÿþò çàÿâëåííûì àðèôìåòè÷åñêèì ñâîéñòâàì.

Ëåììà 2.3 äîêàçàíà. I

Óòâåðæäåíèå 2.9. Äëÿ ëþáîãî íàáîðà (s1, . . . , sl) íàòóðàëüíûõ ÷èñåë âåðíî

lim
z→1−

(1− z)Les1,...,s1(z) = 0.

J Áóäåì âû÷èñëÿòü ïðåäåë

lim
z→1−

(1− z)Les1,...,s1(z) = lim
z→1−

Les1,...,s1(z)
1

1− z
ïî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ. Êàê èçâåñòíî, ïîëèëîãàðèôìû óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé

d

dz
Les1,s2,...,sl(z) =

1

z
Les1−1,s2,...,sl(z), åñëè s1 > 1,

d

dz
Le1,s2,...,sl(z) =

1

z(1− z)
Les2,...,sl(z).

Ïîñêîëüêó ïðîèçâîäíàÿ ëèíåéíà, ìíîãîêðàòíîå ïðèìåíåíèå ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ çàâåðøàåò

äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ. I

Äîêàæåì åùå îäíî óòâåðæäåíèå, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ïîçæå ìû îöåíèì ïîäûíòåãðàëü-

íóþ ôóíêöèþ.

Óòâåðæäåíèå 2.10. Äëÿ âñåõ (x, y, z) ∈ [0, 1]3 âåðíî íåðàâåíñòâî:

x(1− x)y(1− y)z(1− z)

(1− xy)(1− xyz)
6
(√

2− 1
)4

J Ôóíêöèÿ

g(x, y, z) =
x(1− x)y(1− y)z(1− z)

(1− xy)(1− xyz)

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâå [0, 1]3, à çíà÷èò, äîñòèãàåò íà ýòîì ìíîæåñòâå ñâîåãî

ìàêñèìóìà. ×òîáû íàéòè ýòîò ìàêñèìóì, íàéäåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè g:

∂g

∂x
= −

(y − 1)y(z − 1)z
(
x(xy((y − 1)z − 1) + 2)− 1

)
(xy − 1)2 (xyz − 1)2

,

∂g

∂y
= −

(x− 1)x(z − 1)z
(
y(xy((x− 1)z − 1) + 2)− 1

)
(xy − 1)2 (xyz − 1)2

,

∂g

∂z
= −

(x− 1)x(y − 1)y (xyz2 − 2z + 1)

(xy − 1)(xyz − 1)2
.
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Òåïåðü ïðèðàâíÿåì ýòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íóëþ, ÷òîáû íàéòè òî÷êè ýêñòðåìóìîâ.

Îäíàêî ìû ñèëüíî óïðîñòèì ñåáå çàäà÷ó, åñëè îòìåòèì, ÷òî âñþäó íà ãðàíèöå åäèíè÷íîãî

êóáà ôóíêöèÿ g(x, y, z) ðàâíà íóëþ, à âíóòðè êóáà ôóíêöèÿ âñþäó ïîëîæèòåëüíà. Çíà-

÷èò, ôóíêöèÿ äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà ñòðîãî âíóòðè, è ìû ìîæåì îòáðîñèòü ëèøíèå

ñêîáêè, ïîëó÷àÿ ñëåäóþùèå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà:
x2y2z − x2yz − x2y + 2x− 1 = 0,

x2y2z − xy2z − xy2 + 2y − 1 = 0,

xyz2 − 2z + 1 = 0.

(24)

Âû÷èòàÿ èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ âòîðîå, ïîëó÷èì (y − x)(xy(z + 1)− 2) = 0. Åñëè x 6= y, òî

xy(z + 1)− 2 = 0, îòêóäà xy =
2

1 + z
. Íî èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ xy =

2z − 1

z2
. Ïîëó÷àåì,

÷òî z = 1, ÷åãî áûòü íå ìîæåò. Çíà÷èò, x = y. Ïåðåïèøåì (24) ñ ó÷åòîì ýòîãî ðàâåíñòâà:x4z − x3z − x3 + 2x− 1 = 0,

x2z2 − 2z + 1 = 0.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå x, èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ çà-

êëþ÷àåì, ÷òî x =

√
2z − 1

z
. Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü ýòî âûðàæåíèå â îñòàâøååñÿ óðàâíåíèå,

ïîëó÷èì
(1− z)

(
z2 − 3z +

√
2z − 1 + 1

)
z3

= 0,

òî åñòü óðàâíåíèå íà z. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî íàñ íå èíòåðåñóþò ãðàíè÷íûå òî÷êè, óðàâíåíèå

óïðîùàåòñÿ äî z2−3z+
√

2z − 1 + 1 = 0, ðåøèòü êîòîðîå íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà. Ïåðåíîñÿ

êîðåíü â äðóãóþ ÷àñòü è âîçâîäÿ â êâàäðàò, ïîëó÷èì (z− 1)2 (z2 − 4z + 2) = 0, îòêóäà z =

2±
√

2. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî òî÷êè âíóòðè åäèíè÷íîãî êóáà, çàêëþ÷àåì,

÷òî z = 2 −
√

2. Òî åñòü òî÷êà ìàêñèìóìà ôóíêöèè g(x, y, z) íà åäèíè÷íîì êóáå � ýòî(
1√
2
,

1√
2
, 2−

√
2

)
. Âû÷èñëÿÿ ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå, ïîëó÷èì 17−12

√
2, èëè (

√
2−1)4.

Óòâåðæäåíèå 2.10 äîêàçàíî. I

Ñëåäñòâèå 2.2. Ïðè âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ n ñ íåêîòîðûìè ÷èñëàìè q2,1 è q0,

òàêèìè ÷òî q2,1 ∈ Z è d3
n · q0 ∈ Z, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:∫

[0,1]3

xn1 (1− x1)nxn2 (1− x2)nxn3 (1− x3)n dx1 dx2 dx3

(1− x1x2)n+1(1− x1x2x3)n+1
= q2,1 ζ

∗(2, 1) + q0.

J Ñîâåðøèì ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â ðàâåíñòâå, êîòîðîå áûëî óñòàíîâëåíî â ëåììå 2.3,

ïî êîìïëåêñíûì z èç åäèíè÷íîãî êðóãà ïðè z → 1−.
×òîáû äîêàçàòü ïðàâîìåðíîñòü ïåðåñòàíîâêè ïðåäåëà è èíòåãðèðîâàíèÿ, äîñòàòî÷íî

óñòàíîâèòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà äëÿ óêàçàííûõ z. Îíà ñëåäóåò èç ïðèçíàêà
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ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè Âåéåðøòðàññà. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ âñåõ óêàçàííûõ z ñïðàâåäëè-

âî î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî∫
[0,1]3

xn1 (1− x1)nxn2 (1− x2)nxn3 (1− x3)n dx1 dx2 dx3

(1− zx1x2)n+1(1− zx1x2x3)n+1
6

6
∫

[0,1]3

xn1 (1− x1)nxn2 (1− x2)nxn3 (1− x3)n dx1 dx2 dx3

(1− x1x2)n+1(1− x1x2x3)n+1
,

à çíà÷èò, äëÿ òîãî, ÷òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðèçíàêîì Âåéåðøòðàññà, íóæíî ëèøü äîêàçàòü

ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà. Ñ ó÷åòîì óòâåðæäåíèÿ 2.10 äëÿ ýòîãî

äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà∫
[0,1]3

dx1 dx2 dx3

(1− x1x2) (1− x1x2x3)
.

Èçâåñòíî, ÷òî ýòîò èíòåãðàë ðàâåí ζ∗(2, 1) = 2ζ(3). Òàêèì îáðàçîì îáîñíîâàíà çàêîííîñòü

ïåðåñòàíîâêè ïðåäåëà è èíòåãðàëà.

Ïðîñëåäèì òåïåðü çà ïðàâîé ÷àñòüþ äîêàçûâàåìîãî óðàâíåíèÿ. Íóæíî ïåðåéòè ê ïðå-

äåëó ïðè z → 1− â âûðàæåíèè

P2,1(z−1)Le2,1(z) + P1,1(z−1)Le1,1(z) + P1(z−1)Le1(z) + P0(z−1).

Ïîñêîëüêó â ëåììå 2.3 óñòàíîâëåíî, ÷òî P1,1(1) = P1(1) = 0, ïî óòâåðæäåíèþ 2.9 äâà

ñðåäíèõ ñëàãàåìûõ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Óñòàíîâëåííûå â òîé æå ëåììå àðèôìåòè÷åñêèå

ñâîéñòâà P2,1(x) ∈ Z[x] è dn3 ·P0(x) ∈ Z[x] âìåñòå ñ òðèâèàëüíûì ðàâåíñòâîì lim
z→1−

Le2,1(z) =

ζ∗(2, 1) çàâåðøàþò äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 2.2. I

Äàäèì òåïåðü äîêàçàòåëüñòâî èððàöèîíàëüíîñòè ζ(3).

Òåîðåìà. ×èñëî ζ(3) èððàöèîíàëüíî.

J Ïî ñëåäñòâèþ 2.2 ïðè âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ n ñ íåêîòîðûìè öåëûìè ÷èñëàìè

An è Bn âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà∫
[0,1]3

xn1 (1− x1)nxn2 (1− x2)nxn3 (1− x3)n dx1 dx2 dx3

(1− x1x2)n+1(1− x1x2x3)n+1
= d−3

n

(
An +Bn ζ

∗(2, 1)
)
.

Ëåãêî âèäåòü èç îïðåäåëåíèÿ, ÷òî ζ∗(2, 1) = ζ(2, 1) + ζ(3), à ñîãëàñíî èçâåñòíîìó òîæ-

äåñòâó ζ(2, 1) = ζ(3), êîòîðîå äîêàçàë åùå Ýéëåð, ïîëó÷àåì, ÷òî ζ∗(2, 1) = 2ζ(3). Äîêàçà-

òåëüñòâî òîæäåñòâà ζ(2, 1) = ζ(3) ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â ñòàòüå [8]. Òàêèì îáðàçîì,

ïðè âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ n ñ íåêîòîðûìè öåëûìè ÷èñëàìè An è Bn âûïîëíÿþòñÿ

ðàâåíñòâà∫
[0,1]3

xn1 (1− x1)nxn2 (1− x2)nxn3 (1− x3)n dx1 dx2 dx3

(1− x1x2)n+1(1− x1x2x3)n+1
= d−3

n

(
An +Bn ζ(3)

)
.
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Èíòåãðàë ëåãêî îöåíèòü, èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå 2.10:

0 <

∫
[0,1]3

xn1 (1− x1)nxn2 (1− x2)nxn3 (1− x3)n dx1 dx2 dx3

(1− x1x2)n+1(1− x1x2x3)n+1
6
(√

2− 1
)4n

∫
[0,1]3

dx1 dx2 dx3

(1− x1x2)(1− x1x2x3)
.

Îò îñòàâøåãîñÿ èíòåãðàëà íàì òðåáóåòñÿ âñåãî ëèøü ñõîäèìîñòü, êîòîðóþ ìîæíî óñòà-

íîâèòü è íåïîñðåäñòâåííî, îäíàêî õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî òî÷íîå çíà÷åíèå ýòîãî èíòåãðàëà

ðàâíî 2ζ(3). Ìîæíî óâèäåòü ýòî ðàâåíñòâî, åñëè ïîäñòàâèòü n = 0 â óòâåðæäåíèå 2.1.

Òàêèì îáðàçîì ïðè âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ n ñ íåêîòîðûìè öåëûìè ÷èñëàìè An

è Bn âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà:

0 < d−3
n

(
An +Bn ζ(3)

)
6
(√

2− 1
)4n

· 2ζ(3),

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

0 <
(
An +Bn ζ(3)

)
6 d3

n

(√
2− 1

)4n

· 2ζ(3).

Òåïåðü ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâîì
(√

2− 1
)4

= 17− 12
√

2, çàìåòèì, ÷òî

e3
(√

2− 1
)4

< 27
(

17− 12
√

2
)
<

26

27
.

Ïîñëåäíÿÿ îöåíêà äàëåêî íå òî÷íà, çàòî åå î÷åíü ïðîñòî äîêàçàòü. Äåéñòâèòåëüíî, öåïî÷êà

íåðàâåíñòâ (
12
√

2
)2

= 288 > 289− 2 · 17 · 26

272
+

262

274
=

(
17− 26

272

)2

ïîëíîñòüþ äîêàçûâàåò ýòó îöåíêó.

Èòàê, âñïîìèíàÿ, ÷òî ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ íàòóðàëüíûõ n âåðíî dn < en,

çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

0 < An +Bn ζ(3) <

(
26

27

)n
· 2ζ(3).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ζ(3) =
a

b
ñ öåëûì a è ïîëîæèòåëüíûì öåëûì b. Òîãäà Ana+

Bnb ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì öåëûì ÷èñëîì ïðè âñåõ n. Ïðè ýòîì lim
n→∞

(Ana+Bnb) = 0,

÷òî íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, ζ(3) 6∈ Q.
Òåîðåìà äîêàçàíà. I
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3 Îáîáùåíèå èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà

Â ðàáîòå [6] áûëî äîêàçàíî èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî, ñâÿçûâàþùåå äâà ðàçëè÷íûõ ìå-

òîäà ïîñòðîåíèÿ äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé ê çíà÷åíèÿì äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà â öåëûõ

òî÷êàõ. Êðîìå òîãî, êàê óæå óïîìèíàëîñü, â äîêàçàòåëüñòâå èððàöèîíàëüíîñòè ζ(3) Çëî-

áèí èñïîëüçîâàë ýòî òîæäåñòâî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2.2. Â ýòîé ãëàâå áóäóò äîêà-

çàíû íåñêîëüêî âàðèàíòîâ îáîáùåíèÿ ýòîãî èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà. Îñíîâíîå îòëè÷èå

íàøèõ òåîðåì â òîì, ÷òî â çíàìåíàòåëå íàøèõ èíòåãðàëîâ ñòîèò íåñêîëüêî ìíîãî÷ëåíîâ

âìåñòî îäíîãî.

Ïóñòü äàí íàáîð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë s̄ = (s1, . . . , sl). Áóäåì íàçûâàòü l(s̄) = l äëèíîé, à

|s̄| = s1 + . . .+ sl âåñîì ýòîãî íàáîðà. Ïîëîæèì l(∅) = 0 è |∅| = 0.

Îïðåäåëèì ìíîãî÷ëåíû

Q0(z1, . . . , zl, x1, . . . , x|s̄|) = 1,

Qj(z1, . . . , zl, x1, . . . , x|s̄|) = Qj−1 − z1 . . . zj x1 . . . xs1+...+sj−1 (1− xs1+...+sj), (25)

ãäå x1, . . . , x|s̄| ∈ R, z1, . . . , zl ∈ C. Òàêèì îáðàçîì,

Qj = 1− z1 x1 . . . xs1−1 + z1 x1 . . . xs1 − . . .− z1 . . . zj x1 . . . xs1+...+sj−1 + z1 . . . zj x1 . . . xs1+...+sj .

Çàìåòèì, ÷òî ïðè |z1| < 1, . . . , |zl| < 1, x1, . . . , x|s̄| ∈ [0, 1] âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|Qj(z1, . . . , zl, x1, . . . , x|s̄|)| > Qj(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
l

, x1, . . . , x|s̄|) > x1 . . . xs1...+sj > x1 . . . x|s̄| > 0 (26)

äëÿ j = 1, . . . , l.

Ïóñòü äàíû íàáîðû êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ā = (a1, . . . , a|s̄|), b̄ = (b1, . . . , b|s̄|), d̄ = (d1, . . . , dl).

Ïóñòü ýòè ÷èñëà óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: Re bi > Re ai > 0 ïðè 1 6 i 6 |s̄|,
Re dl > 0 è îñòàëüíûå dj ëèáî ðàâíû íóëþ, ëèáî ëåæàò â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè. Ïóñòü êðî-

ìå òîãî äàí íàáîð êîìïëåêñíûõ ÷èñåë c̄ = (c1, . . . , cl) ñ óñëîâèåì Re cl > 0 è äëÿ 1 6 j < l

ëèáî Re cj > 0, ëèáî cj = 0. Ïóñòü òàêæå äàí íàáîð êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z̄ = (z1, . . . , zl) ñ

óñëîâèåì |zj| < 1 ïðè 1 6 j 6 l

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

Is̄(ā; b̄; d̄ |z̄) =

|s̄|∏
i=1

Γ(bi)

Γ(ai)Γ(bi − ai)

∫
[0,1]|s̄|

|s̄|∏
i=1

xai−1
i (1− xi)bi−ai−1

l∏
j=1

Qj(z̄, x̄)dj
dx̄;

Js̄(ā; b̄; c̄ |z̄) =

|s̄|∏
i=1

Γ(bi)

Γ(ai)Γ(bi − ai)

∫
[0,1]|s̄|

|s̄|∏
i=1

xai−1
i (1− xi)bi−ai−1

l∏
j=1

(1− z1 . . . zj x1 . . . xs1+...+sj)
cj

dx̄
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è ïîëîæèì I∅ = 1 è J∅ = 1.

Áóäåì îáîçíà÷àòü dk,l =
l∑

j=k

dj. Îáîçíà÷èì a0 = d1,l. Êðîìå òîãî áóäåì îáîçíà÷àòü

rj =
j∑

n=1

sn, åñòåñòâåííî, ïîëàãàÿ r0 = 0.

Îïðåäåëèì òåïåðü âåêòîð s̄ ′ = (s′1, . . . , s
′
l) ôîðìóëàìè s′1 = s1, s

′
j = sj + δ0

dj−1
ïðè

1 < j 6 l. Òàêèì îáðàçîì l(s̄) = l(s̄ ′) = l è |s̄| 6 |s̄ ′|.
Îïðåäåëèì âåêòîð ā′ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà ïîñëå êàæäîãî arj äëÿ 1 6 j < l

ïðè óñëîâèè dj 6= 0 äîáàâèì íîâóþ êîîðäèíàòó dj+1,l. À çàòåì íà ìåñòî êàæäîãî arj ïðè

1 6 j 6 l ïîñòàâèì arj−1
. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èòñÿ âåêòîð

ā′ = (a1, . . . , ar1−1, a0, (d2,l, ) . . . , arl−2−1, arl−3
, (dl−1,l, ) . . . , arl−1−1, arl−2

, (dl, ) . . . , arl−1, arl−1
).

Ñêîáêè îçíà÷àþò, ÷òî äîáàâëÿòü íîâûå êîîðäèíàòû íóæíî íå âñåãäà, à òîëüêî êîãäà

dj 6= 0.

Ââåäåì òåïåðü âåêòîð b̄ ′. Äëÿ ýòîãî ïîñëå êàæäîãî brj äëÿ 1 6 j < l ïðè óñëîâèè dj 6= 0

äîáàâèì íîâóþ êîîðäèíàòó dj,l. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ âåêòîð

b̄ ′ = (b1, . . . , br1−1, br1 , (d1,l, ) . . . brl−2−1, brl−2
, (dl−2,l, ) . . . , brl−1−1, brl−1

, (dl−1,l, ) . . . , brl−1, brl).

Ïîòðåáóåì äîïîëíèòåëüíî, ÷òîáû âûïîëÿëîñü Re brj > Re arj−1
äëÿ 1 6 j 6 l.

Ââåäåì åùå âåêòîð c̄′ = (br1 − ar1 , . . . , brl − arl). Çàìåòèì, ÷òî ïðåäøåñòâóþùèìè îãðà-

íè÷åíèÿìè ãàðàíòèðóåòñÿ Re c′j > 0.

Òåîðåìà 3.1. Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ è ïðè óêàçàííûõ âûøå îãðàíè÷åíèÿõ ñïðàâåäëèâî

ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

Is̄(ā; b̄; d̄ |z̄) = Js̄′(ā
′; b̄ ′; c̄′ |z̄)

J Ïåðåä òåì, êàê äîêàçûâàòü ñàìî èíòåãðàëüíîå ðàâåíñòâî, ïåðåôîðìóëèðóåì åãî:

I =

∫
[0,1]|s̄|

|s̄|∏
i=1

xai−1
i (1− xi)bi−ai−1

l∏
j=1

Qj(z̄, x̄)dj
dx̄ =

Γ(arl)

Γ(dl)
·

l∏
j=1

Γ(brj − arj)
Γ(brj − arj−1

)
·
l−1∏
j=1
dj 6=0

1

Γ(dj)
×

×
∫

[0,1]
r′
l

l∏
j=1

( ∏
rj−1<i<rj

xai−1
i (1− xi)bi−ai−1 · x

arj−1−1
rj (1− xrj)

brj−arj−1−1

)
l∏

j=1

(
1− z1 . . . zj x1 . . . xrj

j−1∏
p=1
dp 6=0

yp

)brj−arj ×

×
l−1∏
j=1
dj 6=0

y
dj+1,l−1
j (1− yj)dj−1 dx̄

l−1∏
j=1
dj 6=0

dyj.

Äîêàçûâàòü óòâåðæäåíèå áóäåì èíäóêöèåé ïî l.
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Áàçà î÷åâèäíà, ïðè l = 0 ïîëó÷àåì òðèâèàëüíîå ðàâåíñòâî 1 = 1.

Ñîâåðøèì òåïåðü ïåðåõîä èíäóêöèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî l > 1 è óòâåðæäåíèå äîêàçàíî

äëÿ l − 1, äîêàæåì åãî äëÿ l.

Ïðåîáðàçóåì èíòåãðàë I, ñîâåðøèâ çàìåíó x|s̄| → 1 − x|s̄| è èñïîëüçóÿ òî, ÷òî òîëüêî

ìíîãî÷ëåí Ql çàâèñèò îò ïåðåìåííîé x|s̄|:

I =

∫
[0,1]|s̄|

|s̄|−1∏
i=1

xai−1
i (1− xi)bi−ai−1 x

b|s̄|−a|s̄|−1

|s̄| (1− x|s̄|)a|s̄|−1

Qd1
1 . . . Q

dl−1

l−1 · (Ql−1 − z1 . . . zl x1 . . . x|s̄|)dl
dx̄ =

=

∫
[0,1]rl−1

rl−1∏
i=1

xai−1
i (1− xi)bi−ai−1

Qd1
1 . . . Q

dl−2

l−2 Q
dl−1,l

l−1

·
∫

[0,1]sl

∏
rl−1<i<rl

xai−1
i (1− xi)bi−ai−1 x

brl−arl−1
rl (1− xrl)arl−1

(
1− z1 . . . zl x1 . . . xrl

Ql−1

)dl dx̄.

Èç íåðàâåíòñòâ (26) äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Qj ñëåäóåò, ÷òî ïðè |z1| < 1, . . . , |zl| < 1 âûïîë-

íåíî íåðàâåíñòâî∣∣∣∣ z1 . . . zl · x1 . . . xrl
Ql−1(z1, . . . , zl, x1, . . . , xrl)

∣∣∣∣ 6 |z1| . . . |zl| ·
x1 . . . xrl

Ql−1(1, . . . , 1, x1, . . . , xrl)
< 1

Çíà÷èò, çíàìåíàòåëü ïîñëåäíåãî èíòåãðàëà ìîæíî ðàçëîæèòü â ñõîäÿùèéñÿ ðÿä Òåé-

ëîðà:(
1− z1 . . . zl · x1 . . . xrl

Ql−1(z1, . . . , zl, x1, . . . , xrl)

)−dl
=

∞∑
k=0

Γ(dl + k)

Γ(dl)k!

(
z1 . . . zl · x1 . . . xrl

Ql−1(z1, . . . , zl, x1, . . . , xrl)

)k
.

Ïîäñòàâèì ýòî ðàçëîæåíèå è âîñïîëüçóåìñÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòüþ èíòåãðàëîâ, ìå-

íÿÿ ìåñòàìè ñóììèðîâàíèå è èíòåãðèðîâàíèå:

I =
∞∑
k=0

Γ(dl + k)

Γ(dl)k!
zk1 . . . z

k
l

∫
[0,1]rl−1

rl−1∏
i=1

xai+k−1
i (1− xi)bi−ai−1

Qd1
1 . . . Q

dl−2

l−2 Q
dl−1,l+k

l−1

dx1 . . . dxrl−1
×

×
∫

[0,1]sl

∏
rl−1<i<rl

xai+k−1
i (1− xi)bi−ai−1 x

brl−arl+k−1
rl (1− xrl)arl−1 dxrl−1+1 . . . dxrl .

Âòîðîé èíòåãðàë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòî áåòà-ôóíêöèþ ïî êàæäîé èç ïåðåìåííûõ,

òàê ÷òî îí ðàâåí ∏
rl−1<i<rl

Γ(ai + k)Γ(bi − ai)
Γ(bi + k)

· Γ(arl)Γ(brl − arl + k)

Γ(brl + k)
.
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Ê ïåðâîìó èíòåãðàëó ïðèìåíèì ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè:

∫
[0,1]rl−1

rl−1∏
i=1

xai+k−1
i (1− xi)bi−ai−1

Qd1
1 . . . Q

dl−2

l−2 (Ql−1)dl−1,l+k
dx̄ =

Γ(arl−1
+ k)

Γ(dl−1,l + k)
·
l−1∏
j=1

Γ(brj − arj)
Γ(brj − arj−1

)
·
l−2∏
j=1
dj 6=0

1

Γ(dj)
×

×
∫

[0,1]
r′
l−1

l−1∏
j=1

( ∏
rj−1<i<rj

xai+k−1
i (1− xi)bi−ai−1 · x

arj−1+k−1
rj (1− xrj)

brj−arj−1−1

)
l−1∏
j=1

(
1− z1 . . . zj x1 . . . xrj

j−1∏
p=1
dp 6=0

yp

)brj−arj ×

×
l−2∏
j=1
dj 6=0

y
dj+1,l+k−1
j (1− yj)dj−1 dx̄ dȳ,

ãäå dȳ =
l−2∏
j=1
dj 6=0

dyj.

Îáúåäèíèì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, ïåðåãðóïïèðîâàâ ãàììà-ìíîæèòåëè è âîñïîëüçî-

âàâøèñü ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòüþ:

I =
Γ(arl)

Γ(dl)
·

l∏
j=1

Γ(brj − arj)
Γ(brj − arj−1

)
·
l−2∏
j=1
dj 6=0

1

Γ(dj)
×

×
∫

[0,1]
r′
l−1

l−1∏
j=1

( ∏
rj−1<i<rj

xai−1
i (1− xi)bi−ai−1 · x

arj−1−1
rj (1− xrj)

brj−arj−1−1

)
l−1∏
j=1

(
1− z1 . . . zj x1 . . . xrj

j−1∏
p=1
dp 6=0

yp

)brj−arj ×

×
l−2∏
j=1
dj 6=0

y
dj+1,l−1
j (1− yj)dj−1 ·

∞∑
k=0

Γ(brl − arl + k)

Γ(brl − arl)k!

(
z1 . . . zl x1 . . . xrl−1

l−2∏
j=1
dj 6=0

yj
)k×

×
∏

rj−1<i<rj

Γ(ai + k)Γ(bi − ai)
Γ(bi + k)

·
Γ(arl−1

+ k)Γ(brl − arl−1
)

Γ(brl + k)
· Γ(dl + k)

Γ(dl−1,l + k)
dx̄ dȳ

Çàìåòèì, ÷òî

l−2∏
j=1
dj 6=0

1

Γ(dj)
· Γ(dl + k)

Γ(dl−1,l + k)
=



l−1∏
j=1
dj 6=0

1

Γ(dj)
, åñëè dl−1 = 0

l−1∏
j=1
dj 6=0

1

Γ(dj)
· Γ(dl + k)Γ(dl−1)

Γ(dl−1 + dl + k)
èíà÷å.

Çàìåòèì, ÷òî âíóòðèèíòåãðàëüíàÿ ñóììà ñàìà ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì, òîëüêî òåïåðü

ìíîæèòåëü
Γ(dl + k)Γ(dl−1)

Γ(dl−1 + dl + k)
, åñëè îí åñòü, äàåò åùå îäíó ïåðåìåííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ:
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∞∑
k=0

Γ(brl − arl + k)

Γ(brl − arl)k!

(
z1 . . . zl x1 . . . xrl−1

l−2∏
j=1
dj 6=0

yj
)k×

×
∏

rj−1<i<rj

Γ(ai + k)Γ(bi − ai)
Γ(bi + k)

·
Γ(arl−1

+ k)Γ(brl − arl−1
)

Γ(brl + k)
· Γ(dl + k)

Γ(dl−1,l + k)
=

=

∫
[0,1]

s′
l

∏
rj−1<i<rj

xai−1
i (1− xi)bi−ai−1 · xarl−1

−1
rl (1− xrl)

brl−arl−1
−1

(
1− z1 . . . zl x1 . . . xrl

l−1∏
j=1
dj 6=0

yj

)brl−arl dxrl−1+1 . . . dxrl×

×
(

1

Γ(dl−1)
· ydl−1

l−1 (1− yl−1)dl−1−1 dyl−1

)
,

ãäå ïîñëåäíåå âûðàæåíèå â ñêîáêàõ ïîÿâëÿåòñÿ òîëüêî òîãäà, êîãäà dl−1 6= 0.

Ïîäñòàíîâêà ýòîãî ðàâåíñòâà â âûðàæåíèå äëÿ I çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû:

I =

∫
[0,1]|s̄|

|s̄|∏
i=1

xai−1
i (1− xi)bi−ai−1

l∏
j=1

Qj(z̄, x̄)dj
dx̄ =

Γ(arl)

Γ(dl)
·

l∏
j=1

Γ(brj − arj)
Γ(brj − arj−1

)
·
l−1∏
j=1
dj 6=0

1

Γ(dj)
×

×
∫

[0,1]
r′
l

l∏
j=1

( ∏
rj−1<i<rj

xai−1
i (1− xi)bi−ai−1 · x

arj−1−1
rj (1− xrj)

brj−arj−1−1

)
l∏

j=1

(
1− z1 . . . zj x1 . . . xrj

j−1∏
p=1
dp 6=0

yp

)brj−arj ×

×
l−1∏
j=1
dj 6=0

y
dj+1,l−1
j (1− yj)dj−1 dx̄

l−1∏
j=1
dj 6=0

dyj.

Òåîðåìà 3.1 äîêàçàíà. I

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû [6] ïîëó÷àþòñÿ èç äîêàçàííîé òåîðåìû ïðè d̄ = (0, . . . , 0, dl) è z̄ =

(z, 1, . . . , 1).

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ÿñíî, ÷òî êîîðäèíàòû âåêòîðà ā âíóòðè

ãðóïï, íàõîäÿùèõñÿ ìåæäó (dj,l) è (dj+1,l), ìîæíî ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ïåðåñòàâëÿòü,

íàïðèìåð ñäâèíóòü ïî öèêëó. Òî åñòü, åñëè îáîçíà÷èòü

ã = (a0, . . . , ar1−1, (d2,l, ) ar1 , . . . , arl−1−1, (dl,l, ) arl−1
, . . . , arl−1),

òî ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ îãðàíè÷åíèÿõ áóäåò ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Is̄(ā; b̄; d̄ |z̄) = Js̄′(ã; b̄ ′; c̄′ |z̄).
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Íàëîæèâ íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ íà ïàðàìåòðû ai, ìîæíî èçáåæàòü ïîÿâëåíèÿ íîâûõ

ïåðåìåííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ. À èìåííî, ïîòðåáóåì arj = dj,l ïðè dj 6= 0 äëÿ 1 6 j < l è

áóäåì îáîçíà÷àòü

ā′ = (a1, . . . , ar1−1, âr1 , ar1+1, . . . , ar2−1, âr2 , ar2+1, . . . , arl−1, ârl),

ãäå âr1 = d1,l, à äëÿ 1 < j 6 l

ârj =

dj,l, åñëè dj−1 6= 0

arj−1
èíà÷å.

Â òàêèõ îáîçíà÷åíèÿõ è ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèé ïðåäûäóùåé òåîðåìû îêàçûâàåòñÿ âåðíà

Òåîðåìà 3.2.

Is̄(ā; b̄; d̄ |z̄) = Js̄(ā
′; b̄; c̄′ |z̄),

J Ñíîâà ïåðåôîðìóëèðóåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû ïåðåä íà÷àëîì äîêàçàòåëüñòâà:

I =

∫
[0,1]|s̄|

|s̄|∏
i=1

xai−1
i (1− xi)bi−ai−1

l∏
j=1

Qj(z̄, x̄)dj
dx̄ =

Γ(arl)

Γ(dl)
·

l∏
j=1

Γ(brj − arj)
Γ(brj − ârj)

×

×
∫

[0,1]rl

l∏
j=1

( ∏
rj−1<i<rj

xai−1
i (1− xi)bi−ai−1 · x

ârj−1
rj (1− xrj)

brj−ârj−1

)
l∏

j=1

(
1− z1 . . . zj x1 . . . xrj

)brj−arj dx̄

Äîêàçûâàåì óòâåðæäåíèå òîæå èíäóêöèåé ïî l, áàçà l = 0 î÷åâèäíà.

Ïóñòü l > 1 è óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ l − 1, äîêàæåì åãî äëÿ l.

Ïðåîáðàçóÿ èíòåãðàë I ñîâåðøåííî òàê æå, êàê è â õîäå äîêàçàòåëüñòâà ïðåäûäóùåé

òåîðåìû, ïîëó÷àåì ÷òî

I =
∞∑
k=0

Γ(dl + k)

Γ(dl)k!
zk1 . . . z

k
l

∫
[0,1]rl−1

rl−1∏
i=1

xai+k−1
i (1− xi)bi−ai−1

Qd1
1 . . . Q

dl−2

l−2 Q
dl−1,l+k

l−1

dx1 . . . dxrl−1
×

×
∫

[0,1]sl

∏
rl−1<i<rl

xai+k−1
i (1− xi)bi−ai−1 x

brl−arl+k−1
rl (1− xrl)arl−1 dxrl−1+1 . . . dxrl .
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Ê ïåðâîìó èíòåãðàëó ïðèìåíèì ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè:

∫
[0,1]rl−1

rl−1∏
i=1

xai+k−1
i (1− xi)bi−ai−1

Qd1
1 . . . Q

dl−2

l−2 Q
dl−1,l+k

l−1

dx1 . . . dxrl−1
=

Γ(arl−1
+ k)

Γ(dl−1,l + k)
·
l−1∏
j=1

Γ(brj − arj)
Γ(brj − ârj)

×

×
∫

[0,1]rl−1

l−1∏
j=1

( ∏
rj−1<i<rj

xai+k−1
i (1− xi)bi−ai−1 · x

ârj +k−1
rj (1− xrj)

brj−ârj−1

)
l−1∏
j=1

(
1− z1 . . . zj x1 . . . xrj

)brj−arj dx1 . . . dxrl−1
.

Âîçüìåì âòîðîé èíòåãðàë ÿâíî è ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ I, ìåíÿÿ ìåñòàìè

ãàììà-ìíîæèòåëè è ïîëüçóÿñü ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòüþ:

I =
Γ(arl)

Γ(dl)
·
l−1∏
j=1

Γ(brj − arj)
Γ(brj − ârj)

∫
[0,1]rl−1

l−1∏
j=1

( ∏
rj−1<i<rj

xai−1
i (1− xi)bi−ai−1 · x

ârj−1
rj (1− xrj)

brj−ârj−1

)
l−1∏
j=1

(
1− z1 . . . zj x1 . . . xrj

)brj−arj ×

×
∞∑
k=0

Γ(brl − arl + k)

Γ(brl − arl)k!

(
z1 . . . zl x1 . . . xrl−1

)k ∏
rl−1<i<rl

Γ(ai + k)Γ(bi − ai)
Γ(bi + k)

×

× Γ(brl − arl) ·
Γ(arl−1

+ k) Γ(dl + k)

Γ(brl + k) Γ(dl−1,l + k)
dx1 . . . dxrl−1

.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè dl−1 = 0, òî ârl = arl−1
è

Γ(dl + k)

Γ(dl−1,l + k)
= 1, à åñëè dl−1 6= 0, òî ârl = dl

è â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû arl−1
= dl−1,l, îòêóäà

Γ(arl−1
+ k)

Γ(dl−1,l + k)
= 1. Òî åñòü â ëþáîì ñëó÷àå

áóäåò âûïîëíÿòüñÿ

Γ(brl − arl) ·
Γ(arl−1

+ k) Γ(dl + k)

Γ(brl + k) Γ(dl−1,l + k)
=

Γ(brl − arl)
Γ(brl − ârl)

· Γ(ârl + k)Γ(brl − ârl)
Γ(brl + k)

.

Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé.

Òåîðåìà 3.2 äîêàçàíà. I

Ýòà òåîðåìà òîæå îáîáùàåò òåîðåìó èç ðàáîòû [6], êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïðè d̄ = (0, . . . , 0, dl)

è z̄ = (z, 1, . . . , 1), òàê êàê ïðè dj = 0 íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà ïàðàìåòðû ai íå íàêëàäû-

âàåòñÿ.

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ÿñíî, ÷òî êîîðäèíàòû âåêòîðà ā

âíóòðè ãðóïï, íàõîäÿùèõñÿ ìåæäó ârj è ârj+1
, ìîæíî ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ïåðåñòàâëÿòü,

íàïðèìåð ñäâèíóòü ïî öèêëó. Òî åñòü, åñëè îáîçíà÷èòü

ã = (a0, . . . , ar1−1, âr2 , ar1+1, . . . , arl−1−1, ârl , arl−1
, . . . , arl−1),
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òî ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ îãðàíè÷åíèÿõ áóäåò ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Is̄(ā; b̄; d̄ |z̄) = Js̄(ã; b̄ ′; c̄′ |z̄).

Îïðåäåëèì òåïåðü åùå ðàç âåêòîð

ā′ = (a0, . . . , ar1−1, âr1 , ar1+1, . . . , arl−1
, ârl−1

, arl−1+1, . . . , arl−1),

ãäå ârj äëÿ 1 6 j < l îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

ârj =

arj , åñëè dj = 0

dj+1,l, arj åñëè dj 6= 0 è arj 6= dj,l,

à åñëè dj 6= 0 è arj = dj,l, òî â êà÷åñòâå ârj ìîæíî áðàòü êàê dj+1,l, arj , òàê è dj+1,l. Òî

åñòü èíîãäà ârj çàìåíÿåòñÿ íà îäíó, à èíîãäà íà äâå êîîðäèíàòû. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì

íîâûì âåêòîðîì ā′ ôîðìèðóåòñÿ âåêòîð s̄′. Òî åñòü åñëè äîáàâèëàñü îäíà íîâàÿ êîîðäèíàòà,

òî è sj óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ôîðìèðóåòñÿ âåêòîð b̄ ′, òî åñòü ïðè

äîáàâëåíèè íîâîé êîîðäèíàòû dj+1,l â âåêòîð ā â âåêòîð b̄ äîáàâëÿåòñÿ êîîðäèíàòà dj,l. Â

ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ è ñîîòâåòñòâóþùèõ îãðàíè÷åíèÿõ îêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

ðàâåíñòâî, ÷òî íåìåäëåííî ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâ ïðåäûäóùèõ òåîðåì:

Is̄(ā; b̄; d̄ |z̄) = Js̄′(ā
′; b̄ ′; c̄′ |z̄).

Ðåçóëüòàòû äàííîé ãëàâû ìîæíî íàéòè â [11].
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4 Çàêëþ÷åíèå

Îñíîâíîé öåëüþ äàííîé ðàáîòû áûëî èçëîæåíèå êàê óæå èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ, òàê

è ïîëó÷åííûõ àâòîðîì âïåðâûå. Èçëàãàÿ ÷óæèå ðåçóëüòàòû, ìû ñòàðàëèñü ëèáî îáîáùèòü

èõ, êàê ýòî áûëî â ïåðâîé ãëàâå, ëèáî óïðîñòèòü èõ, êàê ýòî áûëî âî âòîðîé ãëàâå. Ìû

ñòðåìèëèñü ñäåëàòü èçëîæåíèå ìàêñèìàëüíî ñàìîñòîÿòåëüíûì, ïðèáåãàÿ ê ññûëêàì íà

äðóãèå ðàáîòû òîëüêî òàì, ãäå ýòî íåîáõîäèìî.

Èíòåãðàëüíûå êîíñòðóêöèè Áåéêåðñà óæå ïîäâåðãàëèñü ïîäðîáíîìó èçó÷åíèþ è îáîá-

ùåíèÿì, îäíàêî ïîëó÷åííûå â óòâåðæäåíèè 1.4 èíòåãðàëû, êàê íàì êàæåòñÿ, ïîëó÷åíû

íàìè âïåðâûå. Ñàìè ïî ñåáå ïîëó÷åííûå èíòåãðàëû ïîêà íå ïîçâîëèëè ïîëó÷èòü íîâûõ

ðåçóëüòàòîâ, îäíàêî ìû íàäååìñÿ, ÷òî èõ íîâûé âíåøíèé âèä ïîìîæåò â áóäóùåì ïîëó-

÷èòü çíà÷èìûå ðåçóëüòàòû. Äëÿ ïîëíîòû êàðòèíû ìû èçëîæèëè êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû,

êîñìåòè÷åñêè îáîáùèâ óòâåðæäåíèå 1.1.

Äîêàçàòåëüñòâî Çëîáèíà ïðèâåäåíî íàìè â ìàêñèìàëüíî ïðîñòîì è ïîíÿòíîì âèäå,

áåç ëèøíèõ äëÿ èððàöèîíàëüíîñòè ζ(3) îáîáùåíèé. Â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2.1 è óòâåð-

æäåíèÿ 2.6 ìû îáîøëèñü ëèøü ïðîñòûìè ñîîáðàæåíèÿìè î ðÿäàõ, íå ïðèìåíÿÿ íèêàêèõ

èíòåãðàëüíûõ òîæäåñòâ. Èäåéíî ýòî íåñóùåñòâåííûå èçìåíåíèÿ â äîêàçàòåëüñòâå, îäíàêî

ýòè èçìåíåíèÿ òðåáóþò òåõíè÷åñêîé ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû âòîðîé ãëàâû áûëè èçëîæåíû

àâòîðîì íà êîíôåðåíöèè �Ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà�, ïðîõîäèâøåé â ìàðòå 2016 ã. â

ÌÏÃÓ.

Ïîìèìî òåõíè÷åñêîé ïðîðàáîòêè, äîêàçàòåëüñòâî Çëîáèíà èçëàãàëîñü íàìè åùå è ñ

öåëüþ ïîäãîòîâèòü ïî÷âó äëÿ èçëîæåíèÿ òåîðåì òðåòüåé ãëàâû. Ýòè òåîðåìû ïîëó÷åíû

àâòîðîì âïåðâûå è îïóáëèêîâàíû â [11]. Íîâûõ ðåçóëüòàòîâ ñ ïîìîùüþ ýòèõ òåîðåì ïîêà

ïîëó÷èòü íå óäàëîñü, îäíàêî ìû íàäååìñÿ, ÷òî ýòè òîæäåñòâà ïîäòîëêíóò äàëüíåéøèå

èññëåäîâàíèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè. Ñ ïîìîùüþ ýòèõ òåîðåì ìîæíî ïîëó÷àòü ñîîòíîøåíèÿ

íà èíòåãðàëû ðàçíîé ðàçìåðíîñòè, ÷òî ìîæåò èìåòü èíòåðåñíûé ýôôåêò. Äàííûå âîïðîñû,

âîçìîæíî, áóäóò èçó÷àòüñÿ íàìè â äàëüíåéøåì.

Ãëîáàëüíî çàäà÷à, êîòîðóþ ìû ñòàâèì ïåðåä ñîáîé, ìàêñèìàëüíî àìáèöèîçíà � ïîïû-

òàòüñÿ ïîëó÷èòü çíà÷èìûå ïðîäâèæåíèÿ â âîïðîñàõ èððàöèîíàëüíîñòè íå÷åòíûõ äçåòà-

çíà÷åíèé âåñà áîëüøå 3. Ïîêà ÷òî ýòà çàäà÷à îñòàåòñÿ íå òîëüêî íåðåøåííîé, íî è î÷åíü

ñëîæíîé. Îäíàêî ìû íàäååìñÿ, ÷òî â äàëüíåéøåì íàì óäàñòñÿ âíåñòè âåñîìûé âêëàä â

ðåøåíèå äàííîãî âîïðîñà.
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