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1 Ââåäåíèå

Îïðåäåëèì õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî χ(Rn) åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rn êàê íàèìåíü-
øåå ÷èñëî öâåòîâ, â êîòîðûå ìîæíî òàê ðàñêðàñèòü âñå òî÷êè ýòîãî ïðîñòðàíñòâà,
÷òîáû ëþáûå äâå òî÷êè íà ðàññòîÿíèè 1 áûëè îêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà. Çàäà÷à
íàõîæäåíèÿ õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà âïåðâûå áûëà ïîñòàâëåíà Íåëñîíîì â 1950 ãîäó
äëÿ ñëó÷àÿ R2 (ñì. ïîäðîáíîñòè â [19], [21], [22], [23]).

Òî÷íîå çíà÷åíèå õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà íåèçâåñòíî äàæå äëÿ åâêëèäîâîé ïëîñêî-
ñòè. Ëó÷øèìè îöåíêàìè íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ÿâëÿþòñÿ

4 6 χ(R2) 6 7

(ñì. [19]). Äëÿ ñëó÷àÿ ìíîãîìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Ðàéãîðîäñêèì (íèæ-
íÿÿ îöåíêà, ñì. [18]) è Ëàðìàíîì ñîâìåñòíî ñ Ðîäæåðñîì (âåðõíÿÿ îöåíêà, ñì. [9])
óñòàíîâëåíî, ÷òî

(1.239 + o(1))n 6 χ(Rn) 6 (3 + o(1))n.

Ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé ñôåðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê íà ñôå-
ðå íåò ïîäîáèÿ, òî çàäà÷à î õðîìàòè÷åñêîì ÷èñëå íà÷èíàåò çàâèñåòü îò çàïðåù¼ííîãî
ðàññòîÿíèÿ. Ýêâèâàëåíòíî, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó ñ çàïðåù¼ííûì ðàññòîÿíè-
åì 1 íà ñôåðå ðàäèóñà R. Â ýòîì ñëó÷àå îáîçíà÷èì èñêîìîå õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî
χ(Sn

R). Çàäà÷à îöåíêè χ(Sn
R) òàêæå èìååò íåêîòîðóþ èñòîðèþ. Â 1981 ãîäó Ýðäåø

[8] âûäâèíóë ãèïîòåçó, ÷òî äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî R > 1/2, χ(Sn
R) ñòðåìèòñÿ

ê áåñêîíå÷íîñòè ñ ðîñòîì n. Ýòî áûëî äîêàçàíî Ëîâàñîì ([11]) â 1983 ñ èñïîëü-
çîâàíèåì èíòåðåñíîãî ñî÷åòàíèÿ êîìáèíàòîðíûõ è òîïîëîãè÷åñêèõ ìåòîäîâ. Ëîâàñ,

ïîìèìî ïðî÷åãî, ñäåëàë â ýòîé ñòàòüå çàÿâëåíèå, ÷òî ïðè R <
√

n+1
2n+4

(ò.å. êîãäà

äëèíà ñòîðîíû ïðàâèëüíîãî (n + 1)-ñèìïëåêñà, âïèñàííîãî â ñôåðó, ìåíüøå 1) èìå-
åì χ(Sn

R) = n + 1. Îäíàêî, êàê áûëî ïîêàçàíî Ðàéãîðîäñêèì â [20], ýòî çàÿâëåíèå
îøèáî÷íî: Ëîâàñ íåïðàâèëüíî îöåíèë äèàìåòð ðàññìàòðèâàåìûõ èì â ýòîì ñëó÷àå
îäíîöâåòíûõ ÷àñòåé. Â [20] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî íà ñàìîì äåëå äëÿ ëþáîãî ôèêñèðî-
âàííîãî R > 1/2 âåëè÷èíà χ(Sn

R) ðàñò¼ò ýêñïîíåíöèàëüíî.
Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñêîëüêó Sn

R âêëàäûâàåòñÿ â Rn+1, òî

χ(Sn
R) 6 (3 + o(1))n.

Íåñìîòðÿ íà èíòåðåñ ê çàäà÷å, â îáùåì ñëó÷àå íèêàêîé îöåíêè ëó÷øå äî ñèõ ïîð íå
áûëî ïðåäëîæåíî. Äëÿ íåáîëüøèõ ðàäèóñîâ ñóùåñòâóåò áîëåå ñèëüíàÿ îöåíêà, ýëå-
ìåíòàðíî âûòåêàþùàÿ èç ðàáîò Ðîäæåðñà. Ìû ïîïðîñòó áåð¼ì ñôåðè÷åñêóþ øàïî÷-
êó íà Sn

R òàêîãî ðàäèóñà, ÷òîáû å¼ åâêëèäîâ äèàìåòð áûë áû ÷óòü ìåíüøå åäèíèöû,
ïîêðûâàåì êîïèÿìè ýòîé øàïî÷êè âñþ ïîâåðõíîñòü ñôåðû è êðàñèì êàæäóþ êîïèþ
â ñâîé öâåò. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì îöåíêó

χ(Sn
R) 6 (2R + o(1))n.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ïðåäúÿâèì íîâóþ îöåíêó χ(Sn
R) ïðè R >

√
5
2
, óëó÷øèâ ïðè

äàííûõ çíà÷åíèÿõ ðàäèóñà óïîìÿíóòûå âûøå óæå èçâåñòíûå îöåíêè. Áîëåå òî÷íî,
ïîëîæèì

x(R) =

√
5− 2

R2
+ 4

√
1− 5R2 − 1

4R4
.
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Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 1. Äëÿ R >
√
5
2

âåðíà îöåíêà χ(Sn
R) 6 (x(R) + o(1))n.

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ âñåõ òàêèõ R îñíîâàíèå ýêñïîíåíòû ìåíüøå òð¼õ. (Îäíàêî, ïðè
R → ∞ îí ñòðåìèòñÿ ê 3.) Èç äîêàçàòåëüñòâà òàêæå áóäåò ÿñíî, ÷òî îí ìåíüøå, ÷åì

2R. Îòìåòèì, ÷òî ïðè 1
2
6 R 6

√
5
2
óëó÷øåíèÿ èçâåñòíûõ îöåíîê íàìè íå ïîëó÷åíî, íî

ìåòîäû íàñòîÿùåé ðàáîòû ïîçâîëÿþò íà ýòîì ïðîìåæóòêå ïîëó÷èòü àëüòåðíàòèâíîå
äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè χ(Sn

R) 6 (2R + o(1))n.
Ïóñòü Bn+1

R ⊂ Rn+1 åñòü åâêëèäîâ øàð ðàäèóñà R (ñ öåíòðîì â 0). Îêàçûâàåòñÿ,
÷òî êîíñòðóêöèÿ â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 òàêæå âëå÷¼ò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 2. Äëÿ R >
√
5
2

âåðíà îöåíêà χ(Bn+1
R ) 6 (x(R) + o(1))n. Äëÿ 1

2
6 R 6

√
5
2

âåðíî χ(Bn+1
R ) 6 (2R + o(1))n.

Ïîñëåäíÿÿ òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî ëþáîé îãðàíè÷åííûé êóñîê Rn+1 ìîæíî ïðà-
âèëüíî ïîêðàñèòü, èñïîëüçîâàâ ñóùåñòâåííî (â ýêñïîíåíòó ðàç) ìåíåå, ÷åì (3+o(1))n

öâåòîâ (îöåíêà Ëàðìàíà�Ðîäæåðñà). Ýòî ïðåäñòàâëÿåò îñîáûé èíòåðåñ â ñâÿçè ñ òåî-
ðåìîé Ýðäåøà�Äå Áðåéíà [6], êîòîðàÿ äîêàçûâàåò, ÷òî õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî êàæäîãî
åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà äîñòèãàåòñÿ íà êîíå÷íîì äèñòàíöèîííîì ãðàôå. Àâòîð áëà-
ãîäàðåí À. Á. Êóïàâñêîìó çà óêàçàíèå òîãî, ÷òî òåîðåìà 2 äîëæíà ñëåäîâàòü èç
òåîðåìû 1.

Äàëüíåéøàÿ ñòðóêòóðà ðàáîòû òàêîâà. Â ðàçäåëå 2 ïðèâîäèòñÿ ñæàòîå èçëîæåíèå
ìåòîäà è äàíû ññûëêè íà íåêîòîðûå ðàáîòû, ñâÿçàííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì àíàëîãè÷-
íûõ òåõíèê. Â ðàçäåëå 3 ââîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ. Â ðàçäåëå
4 ïðèâîäèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1, à â ðàçäåëå 5 � òåîðåìû 2.

2 Èçëîæåíèå ìåòîäà

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 áàçèðóåòñÿ íà ïîäõîäå, ïðåäëîæåííîì Ëàðìàíîì è
Ðîäæåðñîì ïðè îöåíêå èìè õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà [9]. Ìû
ïîñòðîèì ìíîæåñòâî íà Sn

R, íå ñîäåðæàùåå ïàðû òî÷åê íà ðàññòîÿíèè 1, îöåíèì
åãî ïëîòíîñòü, à çàòåì ïîêðîåì êîïèÿìè ýòîãî ìíîæåñòâà âñþ ñôåðó. Çàìåòèì, ÷òî
ðåàëèçàöèÿ âñåõ ýòèõ ïóíêòîâ â ñòàòüå [9] íå îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ñôåðè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà è òðåáóåò ïðèâëå÷åíèÿ íîâûõ èäåé. Ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâà áåç ðàññòî-
ÿíèÿ 1 â [9] èñïîëüçóåò íåêîòîðûå ãëóáîêèå ðåçóëüòàòû èç òåîðèè ðåø¼òîê â Rn è èõ
ñâÿçè ñ âûïóêëîé ãåîìåòðèåé. Òàêæå ñóùåñòâåííî íàëè÷èå ãîìîòåòèè â Rn è èçìåíå-
íèå îáú¼ìà ïðè ãîìîòåòèè. Â íàøåé ðàáîòå áóäåò ïðåäëîæåíà ÿâíàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ
êîíñòðóêöèÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàêîãî ìíîæåñòâà íà ñôåðå.

Îöåíêà êîëè÷åñòâà êîïèé ïîñòðîåííîãî ìíîæåñòâà, ïîêðûâàþùèõ âñ¼ Rn, ïîëó÷à-
åòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðÿìîãî ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû Ýðäåøà�Ðîäæåðñà [7] îá îöåíêå ïëîò-
íîñòè ïåðèîäè÷åñêîãî ïîêðûòèÿ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà ñ ïîìîùüþ êîïèé âûïóê-
ëîãî òåëà. Íà íàñòîÿùèé ìîìåíò èçâåñòíî íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ ê äîêà-
çàòåëüñòâó ýòîãî ðåçóëüòàòà (è åãî íåçíà÷èòåëüíûõ óëó÷øåíèé). Áîëüøàÿ èõ ÷àñòü
èñïîëüçóåò âåðîÿòíîñòíûé ìåòîä, à òàêæå ñóùåñòâåííî ïîëüçóåòñÿ âûïóêëîñòüþ èñ-
õîäíîãî òåëà è íàëè÷èåì ãîìîòåòèè. Â íàøåé ðàáîòå íàì ïðåäñòîèò ïîêðûâàòü ñôåðó
ñ ïîìîùüþ êîïèé íåêîòîðîãî íåñâÿçíîãî ìíîæåñòâà, ñîñòîÿùåãî èç ðàçëè÷íûõ �êóñ-
êîâ�, êîòîðûå ìîãóò íå ÿâëÿòüñÿ äàæå ñôåðè÷åñêè âûïóêëûìè. Ýòè îáñòîÿòåëüñòâà

2



äåëàþò íåâîçìîæíûìè ïðèìåíåíèå êàê ñàìèõ òðàäèöèîííûõ ìåòîäîâ äîêàçàòåëüñòâà
ïîäîáíûõ ðåçóëüòàòîâ, òàê è èäåé, ëåæàùèõ çà íèìè.

Ïðèíöèïèàëüíî èíîé ïîäõîä ê ïîêðûòèÿì îäíèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ äðóãè-
ìè áûë ïðåäëîæåí Íàñîäè â ñòàòüå [13]. Â ýòîé ðàáîòå ñòðîèòñÿ íåêîòîðûé àáñòðàêò-
íûé êîíå÷íûé ãèïåðãðàô òàêèì îáðàçîì, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è î ð¼áåðíîì ïîêðûòèè
ýòîãî ãèïåðãðàôà ýêâèâàëåíòíî ðåøåíèþ èñõîäíîé ãåîìåòðè÷åñêîé çàäà÷è. Äàëåå,
èñïîëüçóåòñÿ èçâåñòíûé ðåçóëüòàò Ëîâàñà (ñì. ïîäðîáíåå â ñëåäóþùåì ðàçäåëå) î
ðàçìåðå îïòèìàëüíîãî ïîêðûòèÿ â êîíå÷íîì ãèïåðãðàôå ñ îïòèìàëüíîé âåëè÷èíîé
òàê íàçûâàåìîãî äðîáíîãî ïîêðûòèÿ. Ïîñëåäíÿÿ ñíîâà îöåíèâàåòñÿ èç ãåîìåòðè÷å-
ñêèõ ñîîáðàæåíèé. Èç ðàáîòû Íàñîäè, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò íîâîå äîêàçàòåëüñòâî
ðåçóëüòàòà Ýðäåøà�Ðîäæåðñà, à òàêæå ðåçóëüòàòà Ðîäæåðñà î ïîêðûòèè ñôåðû øà-
ïî÷êàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî òðåòüåãî ïóíêòà íàøåãî ïëàíà ñóùåñòâåííî âäîõíîâëåíî ðàáî-
òîé [13]. Ïîñêîëüêó ýòà ñòàòüÿ ïðåñëåäóåò öåëè, íå ñâÿçàííûå íàïðÿìóþ ñ íàøèìè,
òî ïðÿìîå èñïîëüçîâàíèå ïîëó÷åííûõ â íåé ðåçóëüòàòîâ íåñêîëüêî çàòðóäíèòåëüíî
(òåîðåìà 1.4 îòòóäà ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà â íàøèõ óñëîâèÿõ, îäíàêî, ïàðàìåòðû,
âõîäÿùèå â å¼ ôîðìóëèðîâêó, íå ñëèøêîì ïðîñòî îöåíèòü). Â ñâÿçè ñ ýòèì, â ïóíêòå
3.3 íàìè ïðåäúÿâëåíî äîêàçàòåëüñòâî âñåõ íåîáõîäèìûõ íàì óòâåðæäåíèé íåçàâèñè-
ìî îò [13]. Ïîäîáíûé ïîäõîä óæå áûë ïðèìåí¼í àâòîðîì â ðàáîòàõ [16] è [17] â ñâÿçè
ñ çàäà÷àìè â åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Îòìåòèì, ÷òî ïåðåõîä îò çàäà÷ äèñêðåòíîé ãåîìåòðèè ê ýêâèâàëåíòíûì çàäà÷àì
äëÿ ãèïåðãðàôîâ èçâåñòåí äàâíî è ÷àñòî ïðèíîñèò âïå÷àòëÿþùèå ïëîäû: ñìîòðèòå,
íàïðèìåð, äîêàçàòåëüñòâî Àëîíîì è Êëÿéòìàíîì (p, q)�òåîðåìû (ïðåêðàñíî èçëî-
æåííîå â êíèãå [12]) èëè íåäàâíåå äîêàçàòåëüñòâî Ïàõà è Ïàëâåëäüè ñóùåñòâîâàíèÿ
íåðàçëîæèìîãî ïîêðûòèÿ ïëîñêîñòè îäèíàêîâûìè êðóãàìè [15]. Êîíöåïöèÿ �äðîá-
íûõ� ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîêðûòèé áûëà ïðåäëîæåíà Àðøòåéí-Àâèäÿí, Ðàçîì è Ñëîì-
êîé â ñòàòüÿõ [1] è [2]. Ïî ïîäâîäó ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ ê äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèé
òèïà Ýðäåøà�Ðîäæåðñà ñìîòðèòå îáçîð Íàñîäè [14].

3 Íåîáõîäèìûå ðåçóëüòàòû è îáîçíà÷åíèÿ

Îáîçíà÷èì C(x, ϕ) ñôåðè÷åñêóþ øàïî÷êó ñ öåíòðîì â òî÷êå x ∈ Sn
R è óãëîâûì

ðàäèóñîì ϕ 6 π/2. Å¼ åâêëèäîâ äèàìåòð ðàâåí 2R sinϕ.
Ïóñòü ρ(.) ýòî ñòàíäàðòíàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà Sn

R, èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî

âðàùåíèé. Òî åñòü, äëÿ èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà Z ⊂ Sn
R, ρ(Z) = vol(Z)

vol(Sn
R)
. Ìû áóäåì

òàêæå íàçûâàòü ρ(Z) ïëîòíîñòüþ ìíîæåñòâà Z.
Ïîëîæèì Θ(ϕ) = ρ(C(x, ϕ)). Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè èçâåñòíûìè

îöåíêàìè:

Ëåììà 1, Áåðåöêè�Âèíø, [4]. Äëÿ 0 < ϕ < π/2 è 1 < t < π
2ϕ

èìååò ìåñòî

Θ(tϕ) < tnΘ(ϕ),

Θ(ϕ) >
Rn sinn ϕ√
2π(n+ 1)

.
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Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå ìíîæåñòâî Z, ñåìåéñòâî åãî ïîäìíîæåñòâ F . Ìèíèìàëü-
íóþ ìîùíîñòü òàêîãî ïîäñåìåéñòâà G ⊆ F , ÷òî îáúåäèíåíèå âñåõ ýëåìåíòîâ G ïî-
êðûâàåò Z, ìû îáîçíà÷èì τ(Z,F).

Ðàññìîòðèì êîíå÷íûé ãèïåðãðàô G = (V , E). Ïîêðûòèåì ýòîãî ãèïåðãðàôà íà-
çîâ¼ì ñåìåéñòâî ð¼áåð, â îáúåäèíåíèè êîòîðûõ ñîäåðæàòñÿ âñå âåðøèíû. Îáîçíà÷èì
τ(G) ìèíèìàëüíûé ðàçìåð ïîêðûòèÿ G.

Äðîáíûì ïîêðûòèåì ãèïåðãðàôà G íàçîâ¼ì òàêóþ ôóíêöèþ ν : E → [0; +∞), ÷òî
äëÿ êàæäîãî w ∈ W ,

∑
E∈E:w∈E

ν(E) > 1. Îïðåäåëèì

τ ∗(G) = inf{
∑
E∈E

ν(E) : ν � äðîáíîå ïîêðûòèå G}.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Ëåììà 2, Ëîâàñ, [10]. Äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ãèïåðãðàôà G âûïîëíåíî

τ(G) <

(
1 + ln

(
max
E∈E

(|E|)
))

τ ∗(G).

4 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1

4.1 Ïîñòðîåíèå ïëîòíîãî ìíîæåñòâà áåç ðàññòîÿíèÿ 1

Ôèêñèðóåì íåêîòîðûé óãîë ϕ < π/4. Âûáåðåì ìàêñèìàëüíîå ïî ìîùíîñòè ìíî-
æåñòâî X ⊂ Sn

R òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ x1, x2 ∈ X âåðíî C(x1, ϕ)∩C(x2, ϕ) = ∅. Çàìåòèì,
÷òî òîãäà

∪
x∈X

C(x, 2ϕ) = Sn
R. Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå Âîðîíîãî Ψ ñôåðû Sn

R íà ñôåðè-

÷åñêèå ïîëèýäðû, ñâÿçàííîå ñ ìíîæåñòâîì X. Îáîçíà÷èì ψx ñôåðè÷åñêèé ïîëèýäð,
ñâÿçàííûé ñ òî÷êîé x ∈ X. Çàìåòèì, ÷òî C(x, ϕ) ⊂ ψx ⊂ C(x, 2ϕ).

Ðàññìîòðèì êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü L ê Sn
R â òî÷êå x. Ïóñòü Px åñòü öèëèíäð,

îáðàçîâàííûé âñåìè ïðÿìûìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç òî÷êè ψx ïåðïåíäèêóëÿðíî L.
Çàìåòèì, ÷òî îí âûïóêëûé. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü a, b ∈ ψx. Ðàññìîòðèì ñôåðè÷å-
ñêèé òðåóãîëüíèê abx. Ïðè óñëîâèè, ÷òî a, b ∈ C(x, π/2) íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî
îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ ýòîãî òðåóãîëüíèêà íà L åñòü âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Çíà÷èò,
îòðåçîê ab ⊂ Px. Ðàññìîòðèì ãîìîòåòèþ ýòîãî öèëèíäðà ñ öåíòðîì â òî÷êå x è íåêî-
òîðûì êîýôôèöèåíòîì λ, ãäå 0 < λ < 1. Îáîçíà÷èì îáðàç P ′

x. Ïîëîæèì ψ
′
x = P ′

x∩Sn
R.

Òàêæå ïîëîæèì Ψ′ =
∪

x∈X
ψ′
x.

ßñíî, ÷òî ψ′
x ëåæèò â ñôåðè÷åñêîé øàïî÷êå, åâêëèäîâ äèàìåòð êîòîðîé îòëè-

÷àåòñÿ îò åâêëèäîâà äèàìåòðà øàïî÷êè C(x, 2ϕ) â λ ðàç. Òàêèì îáðàçîì, äèàìåòð
ìíîæåñòâà ψ′

x íå ïðåâîñõîäèò 2Rλ sin(2ϕ). Óãëîâîé ðàäèóñ ýòîé øàïî÷êè ðàâåí γ, ãäå
γ çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì sin γ = λ sin(2ϕ).

Ïîêàæåì, ÷òî óãëîâîå ðàññòîÿíèå îò ψ′
x äî ãðàíèöû ψx íå ìåíüøå ϕ−α, ãäå α çà-

äà¼òñÿ óðàâíåíèåì sinα = λ sinϕ. ψx � ñôåðè÷åñêèé ïîëèýäð, òàê ÷òî îí ïîëó÷àåòñÿ
êàê ïåðåñå÷åíèå íåêîòîðîãî ïîëèýäðàëüíîãî êîíóñà ñ íàøåé ñôåðîé Sn

R. Ïóñòü l åñòü
íåêîòîðàÿ ãèïåðãðàíü ýòîãî êîíóñà. Äîêàæåì, ÷òî óãëîâîå ðàññòîÿíèå îò ψ′

x äî l∩Sn
R

íå ìåíüøå ϕ − α. ßñíî, ÷òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òî÷êè ψ′
x, ïðîîáðàçû êîòîðûõ

ïðèíàäëåæàëè l ∩ Sn
R.
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Ïóñòü ϕ1 > ϕ ýòî óãëîâîå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x äî l∩Sn
R, α1 çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì

sinα1 = λ sinϕ1. Çàìåòèì, ÷òî ϕ1 − α1 íå ìåíüøå ϕ − α. Â ñàìîì äåëå, äîñòàòî÷íî
ðàññìîòðåòü ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè ϕ− arcsin(λ sinϕ). Îíà ðàâíà

1− λ cosϕ√
1− λ2 sin2 ϕ

> 0.

Äàëüøå áóäåì äîêàçûâàòü, ÷òî óãëîâîå ðàññòîÿíèå îò ψ′
x äî l∩Sn

R íå ìåíüøå ϕ1−α1.
Ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê Sn

R, óäàë¼ííûõ îò l∩Sn
R íà óãëîâîå ðàññòîÿíèå íå ìåíüøå

ϕ1−α1 è ëåæàùèõ ïî òó æå ñòîðîíó îò l, ÷òî è x, ýòî íåêîòîðàÿ ñôåðè÷åñêàÿ øàïî÷-
êà, ïîëó÷àåìàÿ ïåðåñå÷åíèåì Sn

R ñ ïîëóïðîñòðàíñòâîì, îãðàíè÷åííûì ïëîñêîñòüþ l̃,
ïàðàëëåëüíîé l è âûáðàííîé òàê, ÷òîáû ñôåðè÷åñêîå ðàññòîÿíèå ìåæäó l∩Sn

R è l̃∩Sn
R

áûëî áû ðàâíî ϕ1 − α1.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó a ∈ l ∩ Sn

R. Ïóñòü a
′ � ñîîòâåòñòâóþùàÿ

òî÷êà íà ãðàíèöå ψ′
x, ò.å. ïîëó÷àåìàÿ ïåðåñå÷åíèåì Sn

R ñ ïðÿìîé, êîòîðàÿ åñòü ãîìî-
òåòèÿ ïåðïåíäèêóëÿðà ê L, ïðîâåä¼ííîãî ÷åðåç a. Îáîçíà÷èì ã òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ l̃
è äóãè xa′a. Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî òî÷êà ã ëåæèò íà ýòîé äóãå ìåæäó òî÷êàìè
a è a′. Ïîëîæèì óãîë a′Ox = α2, óãîë ãOx = α̃2, à óãîë aOx = ϕ2 > ϕ1, ò.ê. óãëîâîå
ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x äî l ∩ Sn

R ðàâíî ϕ1. Èçâåñòíî, ÷òî

sinα2

sinϕ2

= λ =
sinα1

sinϕ1

.

Ïîñêîëüêó l è l̃ ïàðàëëåëüíû, òî îíè äåëÿò âñå îòðåçêè âèäà ax â îäèíàêîâîì îòíî-
øåíèè. Îòñþäà èìååì

sin(ϕ2 − α̃2)

sinϕ2

=
sin(ϕ1 − α1)

sinϕ1

.

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

sin α̃2 > sinα2 = λ sinϕ2 =
sinα1 sinϕ2

sinϕ1

,

÷òî ðàâíîñèëüíî (ïîñêîëüêó âñå ðàññìàòðèâàåìûå óãëû íå ïðåâîñõîäÿò π/4)

sin α̃2

sinϕ2

> sinα1

sinϕ1

.

Ïîëîæèì

c =
sin(ϕ2 − α̃2)

sinϕ2

=
sin(ϕ1 − α1)

sinϕ1

< 1.

Ðàññìîòðèì α(ϕ) = ϕ− arcsin(c · sinϕ) è

f(ϕ) =
sinα(ϕ)

sinϕ
= cos(arcsin(c · sinϕ))− c · cosϕ.

f ′(ϕ) = c · sinϕ− c2 · sinϕ cosϕ 1√
1− c2 sin2 ϕ

.

Ïðè 0 < ϕ < π/4 óñëîâèå f ′(ϕ) > 0 ðàâíîñèëüíî

1 > c2(sin2 ϕ+ cos2 ϕ) = c2.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò íà ïðîìåæóòêå (0; π/4), ÷òî äîêàçûâàåò
èñêîìîå íåðàâåíñòâî.

Àíàëîãè÷íî ìû ìîæåì äîêàçàòü, ÷òî óãëîâîå ðàññòîÿíèå îò ëþáîé òî÷êè ψ′
x äî

ëþáîé ñôåðè÷åñêîé ãèïåðãðàíè, ñîñòàâëÿþùåé ãðàíèöó ψx, íå ìåíüøå ϕ− α.
Òåïåðü ÿñíî, ÷òî óãëîâîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè èç ìíîæåñòâ

ψ′
x è ψ

′
y íå ìåíüøå 2(ϕ−α). Â ñàìîì äåëå, ðàññìîòðèì ïàðó òî÷åê zx è zy ñîîòâåòñòâåí-

íî. Âûïóñòèì ãåîäåçè÷åñêóþ èç zx â zy. Âûäåëèì íà íåé äâå äóãè: îò zx äî ãðàíèöû
ψx è îò ãðàíèöû ψy äî zy ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè äóãè íå ìåíüøå ϕ− α, çíà÷èò óãëîâîå
ðàññòîÿíèå ìåæäó zx è zy íå ìåíüøå 2(ϕ−α). Òîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè
ψ′
x è ψ

′
y íå ìåíüøå 2R sin(ϕ− α).

Íàéä¼ì òàêèå ϕ è λ0, ÷òî 
2Rλ0 sin(2ϕ) = 1

sinα = λ0 sinϕ

2R sin(ϕ− α) = 1

Òîãäà äëÿ ëþáîãî λ < λ0 ìíîæåñòâî Ψ′ íå áóäåò ñîäåðæàòü òî÷åê íà åâêëèäîâîì
ðàññòîÿíèè 1.

Ñíà÷àëà ïîëó÷èì óðàâíåíèå íà λ0 îò ϕ. Ïðèðàâíèâàÿ ëåâûå ÷àñòè ïåðâîãî è òðå-
òüåãî óðàâíåíèÿ, à òàêæå èñïîëüçóÿ âòîðîå, ïîëó÷àåì

2λ0 sinϕ cosϕ = sinϕ cosα− sinα cosϕ =

= sinϕ
√
1− λ20 sin

2 ϕ− λ0 sinϕ cosϕ.

Ñëåäîâàòåëüíî,

2λ0 cosϕ =
√
1− λ20 sin

2 ϕ− λ0 cosϕ,

9λ20 cos
2 ϕ = 1− λ20 sin

2 ϕ,

λ20 =
1

1 + 8 cos2 ϕ
.

Òåïåðü, ïîäñòàâëÿÿ ýòî â ïåðâîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì óðàâíåíèå íà ϕ:

1 + 8 cos2 ϕ = 16R2 sin2 ϕ cos2 ϕ.

Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå, íàõîäèì:

cos2 ϕ =
1

2
− 1

4R2
±

√
1

4
− 5R2 − 1

16R4
.

Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî ðåøåíèÿ ñ ϕ < π/4, òî ÿñíî, ÷òî íàì íóæåí
êîðåíü ñ ïëþñîì. Âûÿñíèì, êîãäà îí áîëüøå 1/2. Íàäî ðåøèòü íåðàâåíñòâî:

1

2
− 1

4R2
+

√
1

4
− 5R2 − 1

16R4
>

1

2
.

Ðåøàÿ, ïîëó÷àåì R >
√
5
2
.

Î÷åâèäíî, ÷òî λ0 > 1
3
. Òàêæå, ïîñêîëüêó èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ èìååì

λ0 =
1

2R sin 2ϕ
,

òî âèäèì, ÷òî λ0 > 1
2R
.
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4.2 Îöåíêà ïëîòíîñòè ìíîæåñòâà Ψ′

Ðàññìîòðèì x ∈ X è âûáåðåì îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò â Rn+1 òàê,
÷òîáû îñü Oxn+1 ñîâïàäàëà ñ ëó÷îì Ox. Îáîçíà÷èì Ω̃ è Ω̃′ ïðîåêöèè ψx è ψ′

x ñîîò-
âåòñòâåííî íà êîîðäèíàòíóþ ãèïåðïëîñêîñòü Ox1...xn. Î÷åâèäíî, ÷òî

1
λ
Ω̃′ = Ω̃.

Äëÿ ìíîæåñòâà Z ⊂ Sn
R îáîçíà÷èì vol(Z) åãî ñôåðè÷åñêèé îáú¼ì. Èìååì:

vol(ψx) =

∫
. . .

∫
Ω̃

Rdx1 . . . dxn√
R2 − x21 − . . .− x2n

=

∫
. . .

∫
1
λ
Ω̃′

Rdx1 . . . dxn√
R2 − x21 − . . .− x2n

=

=

∫
. . .

∫
Ω̃′

λ−nRdx1 . . . dxn√
R2 − x2

1+...+x2
n

λ2

. (1)

Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó ψ′
x ⊂ C(x, γ), òî Ω̃′ ⊂ B(O,R sin γ) = B(O,Rλ sin(2ϕ)),

ãäå B(o, r) ýòî øàð â Rn+1 ñ öåíòðîì â òî÷êå o è ðàäèóñîì r.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(r) =
√

R2−r2

R2− r2

λ2

. Äëÿ ëþáîãî 0 < r0 < λR ýòà ôóíêöèÿ

äîñòèãàåò ìàêñèìóìà íà îòðåçêå [0, r0] â òî÷êå r0. Òîãäà íà îòðåçêå [0;Rλ sin(2ϕ)]
ôóíêöèÿ f(r) ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå íà ïðàâîì êîíöå. Òîãäà äëÿ ëþáîãî
r èç ýòîãî îòðåçêà èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

1√
R2 − r2

λ2

6
√
R2 −R2λ2 sin2(2ϕ)

R2 − R2λ2 sin2(2ϕ)
λ2

· 1√
R2 − r2

.

Òîãäà ìû ìîæåì îöåíèòü èíòåãðàë â (1) ñëåäóþùèì îáðàçîì

vol(ψx) 6 λ−n

√
R2 −R2λ2 sin2(2ϕ)

R2 − R2λ2 sin2(2ϕ)
λ2

∫
. . .

∫
Ω̃′

Rdx1 . . . dxn√
R2 − x21 + . . .+ x2n

=

= λ−n

√
1− λ2 sin2(2ϕ)

1− sin2(2ϕ)
· vol(ψ′

x).

Ïåðåõîäÿ ê ïëîòíîñòè, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó:

ρ(Ψ′) > min
x∈X

vol(ψ′
x)

vol(ψx)
> λn

√
1− sin2(2ϕ)

1− λ2 sin2(2ϕ)
.

4.3 Ïîêðûòèå Sn
R ñ ïîìîùüþ êîïèé ìíîæåñòâà Ψ′

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå 0 < δ < 1. Äëÿ òî÷êè x ∈ X ïóñòü P ′′
x åñòü îáðàç öèëèíäðà

P ′
x ïðè ãîìîòåòèè ñ öåíòðîì â òî÷êå x è êîýôôèöèåíòîì 1 − δ. Òàêæå ïîëîæèì
ψ′′
x = P ′′

x ∩Sn
R, à Ψ

′′ =
∪

x∈X
ψ′′
x. Îáîçíà÷èì F ′ è F ′′ ñåìåéñòâà èç âñåõ îáðàçîâ ìíîæåñòâà

Ψ′ è Ψ′′ ñîîòâåòñòâåííî ïðè âðàùåíèÿõ ñôåðû Sn
R. Íàì íåîáõîäèìî îöåíèòü τ(Sn

R,F ′).
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Âûáåðåì òàêîå ÷èñëî β, ÷òî sin 2β = λδ sinϕ. Îáîçíà÷èì W ⊂ Sn
R òàêîå ìàêñè-

ìàëüíîå ïî ìîùíîñòè ìíîæåñòâî òî÷åê, ÷òî äëÿ âñåõ w1, w2 ∈ W âåðíî C(w1, β) ∩
C(w2, β) = ∅. Òîãäà, ïî î÷åâèäíûì ñîîáðàæåíèÿì, Sn

R =
∪

w∈W
C(w, 2β).

Ëåììà 3. τ(Sn
R,F ′) 6 τ(W,F ′′).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ïîêàæåì, ÷òî åñëè íåêîòîðûé íàáîð âðàùåíèé ìíîæåñòâà Ψ′′

ïîêðûâàåò ìíîæåñòâî W , òî ýòîò æå íàáîð âðàùåíèé ìíîæåñòâà Ψ′ ïîêðûâàåò âñþ
ñôåðó Sn

R.
Ïóñòü w ∈ Ψ′′. Òîãäà â ñèëó òîãî, ÷òî Sn

R =
∪

w∈W
C(w, 2β), äîñòàòî÷íî äîêàçàòü,

÷òî C(w, 2β) ⊂ Ψ′.
Ðàññìîòðèì òàêîå x, ÷òî w ∈ ψ′′

x. Îáîçíà÷èì Q îáðàç öèëèíäðà Px ïðè êîìïîçèöèè
ãîìîòåòèè ñ öåíòðîì â x è êîýôôèöèåíòîì λδ è ñäâèãà íà âåêòîð w − x. Òàê êàê
êàæäûé öèëèíäð Px ñîäåðæèò ñôåðè÷åñêóþ øàïî÷êó C(x, ϕ), à çíà÷èò, ñîäåðæèò øàð
B(x,R sinϕ), òî Q ñîäåðæèò øàð B(w, λδR sinϕ) = B(w,R sin 2β). Òîãäà C(w, 2β) ⊂
(Q ∩ Sn

R). Ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî P
′
x ⊃ Q.

Â ñàìîì äåëå, Q = δ(P ′
x − x) + x + w − x = δ(P ′

x − x) + w ⊂ δ(P ′
x − x) + P ′′

x =
δ(P ′

x − x) + (1− δ)(P ′
x − x) + x = P ′, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ðàññìîòðèì ãèïåðãðàô G, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ òî÷êè èç W , à ð¼áðàìè
ìíîæåñòâà âèäàW∩AΨ′, ãäå A ∈ SO(n+1) � íåêîòîðîå âðàùåíèå ñôåðû. Íàïîìíèì,
÷òî E îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ åãî ð¼áåð. ßñíî, ÷òî τ(W,F ′′) = τ(G).

Èç ëåìì 2 è 3 ñëåäóåò, ÷òî

τ(Sn
R,F ′) 6

(
1 + ln

(
max
E∈E

(|E|)
))

τ ∗(G).

Ðàññìîòðèì íîðìàëèçîâàííóþ ìåðó Õààðà σ íà SO(n + 1). Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ
êàæäîãî E ∈ E ìíîæåñòâî S(E) = {A ∈ SO(n + 1) : AΨ′′ ∩ W = E} èçìåðèìî.

Îïðåäåëèì íà E ôóíêöèþ ν: ν(E) = σ(S(E))
ρ(Ψ′′)

. Òàêæå äëÿ êàæäîãî w ∈ W ïîëîæèì

S(w) = {A ∈ SO(n+ 1) : w ∈ AΨ′′}; ýòî òàêæå èçìåðèìîå ìíîæåñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî∑
E∈E:w∈E

ν(E) =
σ(S(w))

ρ(Ψ′′)

(êàæäîå A ∈ S(w) ëåæèò ðîâíî â îäíîì S(E) òàêîì, ÷òî w ∈ E, à òàêæå êàæäîå
òàêîå S(E) öåëèêîì ëåæèò â S(w)). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáîé w ∈ Sn

R,

σ({A ∈ SO(n+ 1) : w ∈ AΨ′′}) =

= σ({A ∈ SO(n+ 1) : w ∈ A−1Ψ′′} =

= σ({A ∈ SO(n+ 1) : Aw ∈ Ψ′′} = ρ(Ψ′′).

Òîãäà äëÿ âñåõ w ∈ W , σ(S(w))
ρ(Ψ′′)

= 1. Ïîëó÷àåì, ÷òî ν åñòü êîððåêòíîå äðîáíîå ïîêðû-
òèå ãèïåðãðàôà G. Îòñþäà èìååì

τ ∗(G) 6
∑
E∈E

ν(E) 6 σ(SO(n+ 1))

ρ(Ψ′′)
=

1

ρ(Ψ′′)
.
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Ìåðó ρ(Ψ′′) íåñëîæíî îöåíèòü ïî àíàëîãèè ñ ρ(Ψ′), çàìåíÿÿ λ íà λ(1− δ):

ρ(Ψ′′) > λn(1− δ)n

√
1− sin2(2ϕ)

1− λ2(1− δ)2 sin2(2ϕ)
.

Òåïåðü îöåíèì
max
E∈E

(|E|) = max
A∈SO(n+1)

(|W ∩ AΨ′′|).

ßñíî, ÷òî |X| 6 1
Θ(ϕ)

. Ïóñòü γ′ çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì sin γ′ = λ(1 − δ) sin(2ϕ). Òàê

êàê ψ′′
x ⊂ C(x, γ′), òî åñëè w ∈ ψ′′

x, òî C(w, β) ⊂ C(x, γ′ + β). Ïîñêîëüêó äëÿ âñåõ
w1, w2 ∈ W âåðíî C(w1, β) ∩ C(w2, β) = ∅, òî èìååì (ïðèìåíÿÿ ëåììó 1)

|W ∩ F ′| 6 |X|Θ(γ′ + β)

Θ(β)
<

(
1 + γ′

β

)n

Θ(ϕ)
<

(
1 +

γ′

β

)n
√

2π(n+ 1)

Rn sinn ϕ
.

Îêîí÷àòåëüíî èìååì:
τ(Sn

R,F ′) 6

6 λ−n(1−δ)−n

√
1− λ2(1− δ)2 sin2(2ϕ)

1− sin2(2ϕ)

(
1 + n ln(1 +

γ′

β
)− n ln(R sinϕ) +

1

2
ln(2π(n+ 1))

)
.

Ïîäñòàâèì δ = 1
2n lnn

è èñïîëüçóåì (ïðè áîëüøèõ n)(
1− 1

2n lnn

)−n

6 exp
( 1

lnn

)
6 1 +

2

lnn
.√

1−λ2(1−δ)2 sin2(2ϕ)

1−sin2(2ϕ)
ïðè ôèêñèðîâàííîì R ñòðåìèòñÿ ê êîíñòàíòå. Àíàëîãè÷íî âåä¼ò

ñåáÿ γ′. Ëèøü β ∼ λ sinϕ
4n lnn

. Òî åñòü âñ¼, êðîìå λ−n, âåä¼ò ñåáÿ êàê n lnn. Òîãäà

τ(Sn
R,F ′) 6 (λ−1 + o(1))n.

4.4 Çàìå÷àíèå î ðàäèóñàõ èç äèàïàçîíà 1
2 6 R 6

√
5
2

Ïóñòü 1
2
6 R 6

√
5
2
. Ðàññìàòðèâàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé èç ðàçäåëà 3.1, íåñëîæíî

çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî 0 < ϕ < π/4, ïîëîæèâ λ = 1
2R sin 2ϕ

− ε (ε � ïðîèçâîëü-

íîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî) ìû ïîëó÷èì ìíîæåñòâî Ψ′ áåç ðàññòîÿíèÿ 1. Ïëîòíîñòü
ýòîãî ìíîæåñòâà àñèìïòîòè÷åñêè ìàêñèìèçèðóåòñÿ ïðè ϕ→ π/4. (Ïî-âèäèìîìó, âñÿ
êîíñòðóêöèÿ ðàáîòàåò è ïðè ϕ = π/4. Îäíàêî, â ýòîì ñëó÷àå ïðè îöåíêå ïëîòíîñòè
ïîëó÷àòñÿ íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû, è íóæíî áóäåò ïðîèçâåñòè áîëåå òîíêóþ îöåíêó
èõ ñõîäèìîñòè. Ìû íå áóäåì óäåëÿòü ýòîìó âíèìàíèå.) Ïîëó÷àåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

χ(Sn
R) 6 (2R + o(1))n.

Ýòî íåóäèâèòåëüíî: ïðè ϕ = π/4 êàæäîå èç ìíîæåñòâ ψ′
x ëåæèò â øàïî÷êå C(x, γ),

êîòîðàÿ â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ øàïî÷êîé äèàìåòðà ïî÷òè 1. Òî åñòü, îöåíêà Ðîä-
æåðñà ïîëó÷àåòñÿ êàê ðàç èç ïîêðûòèÿ ñôåðû òàêèìè øàïî÷êàìè. Ïðè ýòîì èçâåñò-
íî, ÷òî íà ñôåðó íåëüçÿ óïàêîâàòü ýêñïîíåíöèàëüíîå êîëè÷åñòâî øàïî÷åê C(x, π/4)
(ìîæíî ëèøü ëèíåéíîå): ñìîòðèòå, íàïðèìåð, [3]. Òî åñòü, íàøå ìíîæåñòâî Ψ′ â ýòîì

9



ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå ëèíåéíîãî ïî n ÷èñëà êóñêîâ, ïëîòíîñòü êàæ-
äîãî èç êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò ïëîòíîñòè øàïî÷êè C(x, γ). ßñíî, ÷òî ýòî íå ìîæåò
äàòü ýêñïîíåíöèàëüíîãî óëó÷øåíèÿ îöåíêè Ðîäæåðñà. Òàêæå çàìåòèì, ÷òî èç íèæ-
íèõ àñèìïòîòè÷åñêèõ îöåíîê ïëîòíîñòè óïàêîâêè øàïî÷åê (ñì. òàêæå [3]) ñëåäóåò,
÷òî ïðè áîëüøèõ n íåâîçìîæíî ïîñòðîèòü ìíîæåñòâî òî÷åê X òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû∪
x∈X

C(x, ϕ) áûëî áû óïàêîâêîé, à
∪

x∈X
C(x, µϕ), ãäå µ < 2, � ïîêðûòèåì. Èç âñåãî ýòîãî

ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äàííûõ çíà÷åíèé R, èñïîëüçóÿ ïîäîáíóþ êîíñòðóêöèþ ìíîæåñòâà
áåç ðàññòîÿíèÿ 1, ïî-âèäèìîìó, íåëüçÿ óëó÷øèòü îöåíêó Ðîäæåðñà.

5 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2

Âûáåðåì ìàëîå ε. Ïóñòü λ0, ϕ åñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé 4.1. Ïîëîæèì
λ = λ0 − ε è ïîñòðîèì ìíîæåñòâî Ψ′, ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîìó λ. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ
íåêîòîðîãî δε,R > 0 äèàìåòð ëþáîãî ψ′

x ìåíüøå 1−δε,R, à ðàññòîÿíèå ìåæäó ðàçíûìè
ψ′
x è ψ

′
y áîëüøå 1 + δε,R. ßñíî, ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðûõ òî÷åê a, b ∈ Rn+1 âåðíî, ÷òî

ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè ìåíüøå 1−δ èëè áîëüøå 1+δ, òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè
äâóìÿ òî÷êàìè èç èõ δ/2-îêðåñòíîñòåé íå ðàâíî 1.

Ñîïîñòàâèì ýòîìó ïîêðûòèþ ðàñêðàñêó. Ïîëîæèì R1 = R, à R2 = R1 −
δε,R1

2
.

Ìû ìîæåì ïîêðûòü Sn
R1

íå áîëåå, ÷åì (x(R1) + ε + o(1))n êîïèÿìè Ψ′. Ðàññìîòðèì
ñôåðè÷åñêèé ïîÿñ D1 = {x ∈ Bn+1

R1
|x ̸∈ Bn+1

R2
}. Ïðîäîëæèì íàøó ðàñêðàñêó íà D1:

òî÷êó x ∈ D1 ïîêðàñèì â òîò æå öâåò, ÷òî è òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ëó÷à Ox è ñôåðû
Sn
R1
. Ýòî ðàñêðàñêà D1 áåç ðàññòîÿíèÿ 1. Òåïåðü àíàëîãè÷íî ðàññìîòðèì äëÿ òîãî

æå ε ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîæåñòâî Ψ′ íà ñôåðå Sn
R2
. Ïîëîæèì R3 = R2 −

δε,R2

2
, D2 =

{x ∈ Bn+1
R2

|x ̸∈ Bn+1
R3

} è ïîñòðîèì òàêèì æå îáðàçîì ðàñêðàñêó D2 áåç ðàññòîÿíèÿ 1 â
íå áîëåå, ÷åì (x(R2) + ε+ o(1))n öâåòîâ (âñå öâåòà âîçüì¼ì íîâûå). Ïðîäîëæèì ýòîò
ïðîöåññ. Åñëè ïîêàçàòü, ÷òî δε,Rk

íå ñòðåìÿòñÿ ê 0, òî ðàíî èëè ïîçäíî ìû äîéä¼ì
äî Rk < 1/2. Âñå òî÷êè Bn+1

Rk
ìû ïîêðàñèì â 1 íîâûé öâåò. Ìû ìîæåì âûáèðàòü

δε,r íåïðåðûâíî ïî r. Òîãäà ôóíêöèÿ δε,r íà îòðåçêå [1/2, R] ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå
çíà÷åíèå áîëüøå 0. Ñëåäîâàòåëüíî, δε,Rk

è ïðàâäà íå ñòðåìèòñÿ ê 0.
Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî, âî-ïåðâûõ, íà îòðåçêå [1/2, R] ôóíêöèÿ x(r) ìîíîòîííî óáû-

âàåò, ïîýòîìó â èòîãå ìû èñïîëüçîâàëè íå áîëåå k(x(R)+ε+o(1))n öâåòîâ. Âî-âòîðûõ,
k çàâèñèò òîëüêî îò R è ε è íå çàâèñèò îò n. Ïîýòîìó, ìû ïîëó÷àåì àñèìïòîòè÷åñêóþ
îöåíêó

χ(Bn+1
R ) 6 (x(R) + ε+ o(1))n.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε îòñþäà âûòåêàåò

χ(Bn+1
R ) 6 (x(R) + o(1))n.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü À. Ì. Ðàéãîðîäñêîìó è Í. Ã. Ìîùåâèòèíó çà
âíèìàíèå ê ýòîé ðàáîòå, à òàêæå À. Á. Êóïàâñêîìó è Ä. ×åðêàøèíó çà ïîëåçíûå
îáñóæäåíèÿ.
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