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Ðåøåíèÿ ìíîãèõ çàäà÷ òåîðèè ÷èñåë àêòèâíî ïðèìåíÿþòñÿ è èñïîëüçóþòñÿ â ðàç-

ëè÷íûõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè, èíôîðìàòèêè, êðèïòîãðàôèè è äðóãèõ íàóêàõ. Îäíîé

èç òàêèõ èçâåñòíûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à óìíîæåíèÿ öåëûõ ÷èñåë. Øêîëüíèêè åå

ðåøàþò è ëåãêî íàõîäÿò îòâåò ïðèìåíÿÿ ìåòîä "óìíîæåíèÿ â ñòîëáèê". Ñóòü ìåòîäà

â òîì, ÷òîáû êàæäóþ öèôðó îäíîãî ÷èñëà óìíîæàòü íà êàæäóþ öèôðó äðóãîãî ÷èñ-

ëà, òî åñòü ñ êàæäîé öèôðîé ïðîâåñòè k îïåðàöèé, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåòñÿ ñëîæ-

íîñòü O(k2), ãäå k - äëèíà ÷èñåë. Ýòîìó ìåòîäó óæå ïîðÿäêà 4000 ëåò, åãî äîñòîèíñòâà

â ïðîñòîòå è íàãëÿäíîñòè, è, êàçàëîñü, òðóäíî ïðèäóìàòü ìåòîä ýôôåêòèâíåå. Â ðå-

çóëüòàòå â 1956 ãîäó À. Í. Êîëìîãîðîâ ñôîðìóëèðîâàë ãèïîòåçó, ÷òî íèæíÿÿ îöåíêà

äëÿ ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ öåëûõ ÷èñåë ïðè ëþáîì ìåòîäå óìíîæåíèÿ åñòü òàêæå

âåëè÷èíà ïîðÿäêà k2.

Îäíàêî óæå â 1960 ãîäó íà÷àëè ïðèäóìûâàòü "áûñòðûå"àëãîðèòìû. À. Êàðàöó-

áà ïðåäëîæèë íîâûé ìåòîä óìíîæåíèÿ äâóõ k-çíà÷íûõ ÷èñåë ñ îöåíêîé ñëîæíîñòè

O(klog2 3).

Èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçáèåíèè ÷èñåë a è b äëèíû 2k íà ñóììó áëîêîâ äëèíû k.

Ò.å. a = a1 · T + a2 è b = b1 · T + b2, ãäå a1, a2, b1, b2 - äëèíû k, T -âåëè÷èíà ñäâèãà,

åñëè ðàññìàòðèâàòü ÷èñëà â äâîè÷íîé çàïèñè, òî ìîæíî âçÿòü T = 2k. Òîãäà

ab = (a1 · 2k + a2)(b1 · 2k + b2) = a1b1 · 22k + (a1b2 + a2b1)2
k + a2b2

Ïîëó÷àåì, ÷òî íóæíî ñäåëàòü 4 óìíîæåíèÿ a1b1, a2b1, a1b2, a2b2. Êàðàöóáà ïðåäëîæèë

ïîñìîòðåòü íà ýòî âûðàæåíèå ïî-äðóãîìó è ïåðåïèñàòü åãî â âèäå:

ab = a1b1 · 22k + ((a1 + a2)(b1 + b2)− a1b1 − a2b2) · 2k + a2b2.

Çäåñü íóæíî ñäåëàòü âñåãî 3 óìíîæåíèÿ: a1b1, (a1 + a2)(b1 + b2), a2b2, ïðè ýòîì, äëèíà

êàæäîãî èç ýòèõ ÷èñåë íå áîëåå k + 1. Ïðèìåíÿÿ ïîëó÷åííûé àëãîðèòì ðåêóðñèâíî,

ïîëó÷àåì, ÷òî ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ñíèæàåòñÿ äî klog23.

Âïîñëåäñòâèè ìåòîä Êàðàöóáû áûë îáîáù¼í äî ïàðàäèãìû ¾Ðàçäåëÿé è âëàñò-

âóé¿, òî åñòü ðåêóðñèâíîãî ðàçáèåíèÿ ðåøàåìîé çàäà÷è íà äâå èëè áîëåå ïîäçàäà÷è

òîãî æå òèïà, íî ìåíüøåãî ðàçìåðà, è êîìáèíèðîâàíèÿ èõ ðåøåíèé äëÿ ïîëó÷åíèÿ

îòâåòà ê èñõîäíîé çàäà÷å; ðàçáèåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà âñå ïîäçàäà÷è íå

îêàæóòñÿ ýëåìåíòàðíûìè. Çàòåì ïîñëåäîâàë ðÿä ðàáîò, îñíîâàííûõ íà èäåå Êàðà-

öóáû. Â íèõ àâòîðû ïûòàþòñÿ óëó÷øèòü îöåíêó çà ñ÷åò ðàçáèåíèÿ íà äðóãèå áëîêè.

Âîçíèêàåò âîïðîñ, êàêîâà îïòèìàëüíàÿ îöåíêà ñëîæíîñòè, òî åñòü ìèíèìàëüíàÿ ñòå-

ïåíü ïðè k?
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Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî îöåíêîé ñíèçó ÿâëÿåòñÿ O(k), òàê êàê íóæíî îáðàáîòàòü

êàæäûé ðàçðÿä ÷èñëà, à ðàçðÿäîâ k. Íî íàñêîëüêî áëèçêî ìîæíî ïîäîéòè ê ýòîé

îöåíêå?

Ìíîãèå ïûòàëèñü ðåøèòü ýòó çàäà÷ó è, íàêîíåö, Òîîì â ñâîåé ðàáîòå ïîêàçàë, ÷òî

ìîæíî ïðåäúÿâèòü àëãîðèòì óìíîæåíèÿ öåëûõ ÷èñåë ñ îöåíêîé ñëîæíîñòèO(k1+ε),∀ε >

0. Åãî àëãîðèòì çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçáèåíèè ÷èñåë a è b íà h áëîêîâ, êàæäûé èç êîòî-

ðûõ äëèíû l, òàêèì îáðàçîì, äëÿ ÷èñåë ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ:

a =
h−1∑
i=0

ai2
il, b =

h−1∑
i=0

bi2
il, 0 6 ai, bi < 2l, k = lh. (1)

Òî åñòü a è b ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ìíîãî÷ëåíîâ

f(x) =
h−1∑
i=0

ai · xi, g(x) =
h−1∑
i=0

bi · xi, (2)

è î÷åâèäíî, ÷òî a = f(2l), b = g(2l). Òîãäà

ab = f(2l) · g(2l) =
2h−1∑

k=0,k=i+j

aibj · 2(i+j)l =
2h−1∑
k=0

ck · 2kl = c(2l). (3)

Íóæíî âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíòû ck. Äëÿ ýòîãî îòäåëüíî âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ

ìíîãî÷ëåíîâ f(x) è g(x) â òî÷êàõ −h+1,−h+2, ...h−1, h−2. Äàëåå âîññòàíàâëèâàåì

êîýôôèöèåíòû ck è âû÷èñëÿåì c(2l), ÷òî ÿâëÿåòñÿ îòâåòîì çàäà÷è óìíîæåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà, ïîêàçûâàþùåãî êàê ïîëó÷àåòñÿ óñêîðåíèå, ðàññìîòðèì ñëó-

÷àé h = 3. Òîãäà íóæíî âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ f(x) è g(x) â òî÷êàõ 0,−1, 1,−2, 2. Â

ñðåäíåì ñòîëáöå òàáëèöû ïîêàçàíî, ÷åìó ðàâíî âûðàæåíèå (2) ÷åðåç êîýôôèöèåíòû

f(x) è g(x), â ïîñëåäíåì ñòîëáöå - âûðàæåíèÿ (3) äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ck.

x = 0 a0b0 c(0) = c0

x = 1 (a2 + a1 + a0) · (a2 + a1 + a0) c(1) = c4 + c3 + c2 + c1 + c0

x = −1 (a2 − a1 + a0) · (b2 − b1 + b0) c(−1) = c4 − c3 + c2 − c1 + c0

x = 2 (4a2 + 2a1 + a0) · (4b2 + 2b1 + b0) c(2) = 16c4 + 8c3 + 4c2 + 2c1 + c0

x = −2 (4a2 − 2a1 + a0) · (4b2 − 2b1 + b0) c(−2) = 16c4 − 8c3 + 4c2 − 2c1 + c0

Ïîëó÷èâ ëèíåéíóþ ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî 5 íåèçâåñòíûõ è ðåøàÿ åå, íàõîäèì âñå

ck è âû÷èñëÿåì çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà c(2l).

Ïðè âûáîðå ïîäõîäÿùèõ h è l ìîæíî äîñòè÷ü íóæíîé îöåíêè O(k1+ε),∀ε > 0.

Íî íà ýòîì ðåçóëüòàòå Òîîìà ðàçâèòèå çàäà÷è íå çàêîí÷èëîñü, è íà÷àëè ïîÿâëÿòü-

ñÿ íîâûå àëãîðèòìû, óëó÷øàþùèå ñëîæíîñòü. Îäíàêî, îíè îñíîâàíû óæå íå ïðîñòî
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íà ðàçáèåíèè ÷èñåë, à èñïîëüçóþò ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, êîòîðîå âû÷èñëÿåòñÿ ìåòî-

äîì áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (ÁÏÔ). Ñëîæíîñòü ÁÏÔ îöåíèâàåòñÿ óæå êàê

O(k · log k). Îá ýòîì ïîäðîáíåå äàëåå.

Ñíà÷àëà ââåäåì âñå íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü R - ïðîèçâîëüíîå àññîöèàòèâíîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî

ñ åäèíèöåé, íà êîòîðîì çàäàíû äâå îïåðàöèè: ñëîæåíèå è óìíîæåíèå.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü d - íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ïóñòü d̄ - ýëåìåíò êîëü-

öà, ðàâíûé ñóììå d åäèíèö, è d̄ èìååò îáðàòíûé, êîòîðûé îáîçíà÷èì d̄−1.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýëåìåíò g ∈ R ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì êîðíåì d-îé ñòåïåíè èç

1, åñëè g îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. g 6= 1;

2. gd = 1, d = min{d′ ∈ N|gd′ = 1};

3.
∑d−1

i=0 g
ip = 0, äëÿ 1 ≤ p < d.

Òåïåðü â äàííîì êîëüöå äëÿ d ∈ N îïðåäåëèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå.

Îïðåäåëåíèå 3. Äèñêðåòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå,

ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîìó íàáîðó x = (x0, x1, ..., xd−1) ∈ Rd íåêîòîðûé äðóãîé íàáîð

x̂ = (x̂0, x̂1, ..., x̂d−1) ∈ Rd òàêîé, ÷òî

x̂i =
d−1∑
j=0

xjg
ij, i = 0, ..., d− 1. (4)

Ïî-äðóãîìó åãî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå: âåêòîð x = (x0, x1, ..., xd−1) óìíîæàåòñÿ

íà ìàòðèöó B = (gij), 0 ≤ i, j < d, â ïîëó÷åííîì âåêòîðå i- àÿ êîìïîíåíòà ðàâíÿ-

åòñÿ
∑d−1

j=0 xjg
ij, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ôîðìóëå (4). Ïîëó÷åííàÿ ìàòðèöà B èìååò âèä

ìàòðèöû Âàíäåðìîíäà: 
1 1 ... 1

1 g ... gd−1

...
...

. . .
...

1 gd−1 ... g(d−1)(d−1)


ñëåäîâàòåëüíî, åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí

∏
06j<i6d−1(g

i − gj).
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Åñëè gi = gj äëÿ íåêîòîðûõ 0 6 j < i 6 d − 1, òî gi−j = 1, ïî îïðåäåëåíèþ ïðè-

ìèòèâíîãî êîðíÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî i = j- ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëèòåëü

íå ðàâåí íóëþ è ìàòðèöà íåâûðîæäåíà. Òîãäà ñóùåñòâóåò ìàòðèöà B−1 - îáðàòíàÿ ê

ìàòðèöå B. Ðàññìîòðèì, êàê îíà óñòðîåíà.

Ëåììà 1.

Ïóñòü ìàòðèöà B = (gij), 0 6 i, j < d. Òîãäà îáðàòíàÿ ê íåé ìàòðèöà B−1 èìååò âèä

B−1 = (d̄−1g−ij).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïîêàæåì, ÷òî B ·B−1 = In.

Äëÿ ýëåìåíòà, ñòîÿùåãî íà ïåðåñå÷åíèè ñòîëáöà ñ íîìåðîì j è ñòðîêè ñ íîìåðîì i

èìååì ïðåäñòàâëåíèå:

d̄−1
d−1∑
k=0

gikg−kj; (5)

Âîçìîæíû 2 ñëó÷àÿ. Åñëè i = j, òî âûðàæåíèå (5) èìååò âèä:

d̄−1
d−1∑
k=0

gikg−kj = d̄−1
d−1∑
k=0

g(i−j)k = d̄−1
d−1∑
k=0

g0 = 1.

Åñëè i 6= j, òî îáîçíà÷èì q = i− j. Òîãäà

d̄−1
d−1∑
k=0

gikg−kj = d̄−1
d−1∑
k=0

gqk, −d < q < d, q 6= 0. (6)

Ïî îïðåäåëåíèþ ïðèìèòèâíîãî êîðíÿ ïðè q > 0 ñóììà â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (6)

ðàâíà íóëþ.

Ïðè q < 0, óìíîæèì ëåâóþ ÷àñòü íà g−q(d−1), ìåíÿåì èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ k′ =

d− 1− k, ò.ê. g-ïðèìèòèâíûé, òî ñóììà ðàâíà íóëþ; äðóãèìè ñëîâàìè:

g−q(d−1) · d̄−1
d−1∑
k=0

gqk = d̄−1
d−1∑
k=0

g(−q)(d−1−k) = d̄−1
d−1∑
k′=0

g−qk
′
= 0, 0 < −q < d.

Òàêèì îáðàçîì, ñóììà (5) ðàâíà 1 òîëüêî ïðè i = j, ñëåäîâàòåëüíî, d̄−1
∑d−1

k=0 g
ikg−kj =

δij. Óòâåðæäåíèå ëåììû äîêàçàíî.

Ñëåäñòâèå 1. Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå âåêòîðà x̂ = (x̂0, x̂1, ..., x̂d−1) ∈ Rd

ìîæíî âû÷èñëÿòü ïî ôîðìóëå:

xi = d̄−1
d−1∑
j=0

x̂jg
−ij, i = 0, ..., d− 1.
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Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðåçóëüòàòà óìíîæåíèÿ äâóõ öåëûõ ÷èñåë èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå

ñâåðòêè.

Îïðåäåëåíèå 4.Ïóñòü çàäàíû äâà íàáîðà x = (x0, x1, ..., xd−1), y = (y0, y1, ..., yd−1) ∈

Rd. Ñâåðòêîé x ∗ y íàçûâàåòñÿ íàáîð z = (z0, z1, ..., zd−1) ∈ Rd, òàêîé ÷òî

zk =
∑

i+j≡k(modd)

xiyj, k = 0, ..., d− 1

Åñëè ñ÷èòàòü ñòðîãî ïî ôîðìóëå, òî âû÷èñëåíèå ñâåðòêè äëÿ êàæäîãî k çàíèìàåò

O(d) îïåðàöèé, çíà÷èò äëÿ âñåõ k ïîëó÷àåì O(d2) îïåðàöèé.

Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è ñëåäóþùåé ëåììû çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ ñâåðòêè

ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å ïîêîìïîíåíòíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 5. Äëÿ íàáîðîâ x = (x0, x1, ..., xd−1), y = (y0, y1, ..., yd−1) ∈ Rd ïî-

êîìïîíåíòíûì ïðîèçâåäåíèåì íàçûâàåòñÿ íàáîð x · y = (x0y0, x1y1, ..., xd−1yd−1).

È èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 2.

Ïóñòü z = x ∗ y, òîãäà ẑ = x̂ · ŷ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàññìîòðèì ëþáîå m ∈ {0, ..., d− 1}, òîãäà äëÿ íåãî ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

d−1∑
k=0

zkg
km =

d−1∑
k=0

gkm

 ∑
i+j≡k(modd)

xiyj


Ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíåíî, òàê êàê gd ≡ 1 â êîëüöå R, òåïåðü ìåíÿåì ïîðÿäîê ñóììè-

ðîâàíèÿ:
d−1∑
i=0

xig
mi

d−1∑
k=0

gm(k−i)yk−i =
d−1∑
i=0

xig
mi

d−1∑
j=0

yjg
mj,

Çíà÷èò, ẑm = x̂m · ŷm äëÿ ëþáîãî m. Ëåììà äîêàçàíà.

Ðàññìîòðèì êîëüöî R = Z2k+1. Â ýòîì êîëüöå íóæíûå äëÿ äàëüíåéøåãî àëãî-

ðèòìà îïåðàöèè ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ íà ñòåïåíü äâîéêè è ïðèâåäåíèå ïî ìîäóëþ

2k + 1 âûïîëíÿþòñÿ ëåãêî, à èìåííî: óìíîæåíèå- ýòî ïðèïèñûâàíèå ê ÷èñëó ñîîò-

âåòñòâóþùåå ÷èñëî íóëåé; îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà 2k + 1 ñ÷èòàåòñÿ èñõîäÿ èç óñëîâèÿ

2k ≡ −1(mod 2k + 1) è äîñòàòî÷íî ðàçáèòü ÷èñëî íà áëîêè ïî 2k öèôð è âû÷èñëèòü
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çíàêîïåðåìåííóþ ñóììó ïîëó÷èâøèõñÿ ÷èñåë.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé k = 2l, l > 0.

Ëåììà 3.

Äëÿ âñÿêîãî g ∈ R âåðíî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

2l−1∑
i=0

gi =
l−1∏
i=0

(1 + g2
i

)

Äîêàçàòåëüñòâî.

Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî l. Ïðè l = 1 óòâåðæäåíèå, î÷åâèäíî, âûïîëíåíî. Ïóñòü óòâåð-

æäåíèå âûïîëíåíî äëÿ âñåõ ÷èñåë, ìåíüøèõ l. Òîãäà äëÿ l:

2l−1∑
i=0

gi = (1 + g)
2l−1−1∑
i=0

(g2)i, (7)

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ïðàâóþ ÷àñòü (7) ìîæíî ðàçëîæèòü â ïðîèçâåäåíèå:

2l−1−1∑
i=0

(g2)i =
l−2∏
i=0

(1 + (g2)2
i

) =
l−1∏
i=1

(1 + g2
i

);

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (7), ïîëó÷àåì

2l−1∑
i=0

gi = (1 + g)
l−1∏
i=1

(1 + g2
i

) =
l−1∏
i=0

(1 + g2
i

).

×òî äîêàçûâàåò ëåììó.

Â êîëüöå R äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå íóæíî íàéòè ïðèìèòèâíûé êî-

ðåíü, äëÿ ýòîãî:

Ëåììà 4.

Ïóñòü g ∈ R è gk/2 + 1 ≡ 0(mod 2k + 1). Òîãäà äëÿ 1 6 p < k âûïîëíÿåòñÿ:

k−1∑
i=0

gip ≡ 0(mod 2k + 1) (8)

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïî ïðåäûäóùåé ëåììå ïðè k = 2l ñóììó (8) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

k−1∑
i=0

gip =
l−1∏
i=1

(1 + g2
ip)

Äîêàæåì, ÷òî 1 + g2
ip ≡ 0(mod 2k + 1) äëÿ íåêîòîðîãî i : 0 6 i < l. Ïóñòü p = 2fp′,

p′-íå÷åòíîå ÷èñëî è 0 6 f < l. Âîçüìåì i = l − 1 − f . Òîãäà 1 + g2
ip = 1 + g2

l−1p′ =
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1 + gk/2·p
′ ≡ 1 + (−1)p

′ ≡ 0 (mod 2k + 1). Ò.å. íàøëè òàêîå i ïðè êîòîðîì ìíîæèòåëü

(1 + g2
ip) ðàâåí íóëþ, çíà÷èò, âñå ïðîèçâåäåíèå íîëü ïî mod 2k + 1.

Ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó:

Òåîðåìà 1.

Â êîëüöå R = Z2k+1 ÷èñëî 22 ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì êîðíåì ñòåïåíè k.

Äîêàçàòåëüñòâî.

×èñëî 22 îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:

1. 22 6= 1;

2. (22)k = (2k)2 = (−1)2 = 1;

3. (22)k/2 + 1 ≡ 0(mod 2k + 1), çíà÷èò, ìîæåì ïðèìåíèòü ëåììó 4 è
∑k−1

i=0 g
ip = 0,

äëÿ 1 ≤ p < k.

ïî îïðåäåëåíèþ ïîëó÷àåì, ÷òî 22 ïðèìèòèâíûé êîðåíü ñòåïåíè k. Àíàëîãè÷íî, 22m-

ïðèìèòèâíûé êîðåíü ñòåïåíè k.

Òàê êàê k-ñòåïåíü äâîéêè è 2k+1-íå÷åòíîå, òî ýòè ÷èñëà âçàèìíî ïðîñòûå, çíà÷èò,

äëÿ íèõ ìîæíî âûïîëíÿòü è îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå.

Ðàññìîòðèì àëãîðèòìû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôó-

ðüå.

Ñíà÷àëà ââåäåì îïðåäåëåíèå îïåðàöèè ∗, êîòîðàÿ áóäåò ïðèñóòñòâîâàòü â àëãî-

ðèòìå.

Îïðåäåëåíèå 6. Öåëîå ÷èñëî j ïðåäñòàâëÿåì â äâîè÷íîé çàïèñè è ïåðåâîðà÷è-

âàåì âñå êîýôôèöèåíòû, äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ j = 2s−1j1 + ...+ 2js−1 + js ñèìâîëîì

j∗ áóäåì îáîçíà÷àòü j∗ = 2s−1js + ...+ 2j2 + j1.

Àëãîðèòì 1 Áûñòðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå.

Äàíî: x = (x0, x1, ..., x2s−1).

Íàéòè: x̂ = (x̂0, x̂1, ..., x̂2s−1).

g- ïðèìèòèâíûé êîðåíü èç 1, ñòåïåíè 2s, ò.å. g2
s

= 1.

1. Ñòðîèì ìàòðèöó A = (au,v), ãäå 0 ≤ u ≤ s, 0 ≤ v ≤ 2s − 1 ïî ñëåäóþùåìó

ïðàâèëó:
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äëÿ u = 0 ïîëîæèì

a0,v = xv∗

2. äëÿ 0 < u ≤ s, ïðè âñåõ v, 0 ≤ v < 2s: Âû÷èñëÿåì

au,v = au−1,w + g2
s−uvau−1,w+2u−1 , (9)

ãäå

w = v − is−u+1 · 2u−1 =

v, åñëè is−u+1 = 0,

v − 2u−1, åñëè is−u+1 = 1;

3. Ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ 0 ≤ i < 2s

as,i = x̂i.

Óòâåðæäåíèå 1 Îöåíêà ñëîæíîñòè äëÿ áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôó-

ðüå.

Êîëè÷åñòâî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé â àëãîðèòìå 5s · (2s − 1).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Â ïóíêòå 1 àëãîðèòìà- êîëè÷åñòâî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé 2s · (2s − 1). Òàê êàê

äëÿ êàæäîãî v òàêîãî, ÷òî 0 ≤ v ≤ 2s − 1 ” ∗ ” çàíèìàåò 2s îïåðàöèé, â ñâÿçè ñ

òåì, ÷òî ÷èñëî v â äâîè÷íîé çàïèñè, ïåðåâîðà÷èâàåì, à äàëåå êàæäóþ öèôðó íóæíî

óìíîæèòü íà ñòåïåíü äâîéêè è ñëîæèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

Â ïóíêòå 2 âûïîëÿíåòñÿ äëÿ êàæäîãî u, v : 0 ≤ u ≤ s, 0 ≤ v ≤ 2s − 1 ïî 3 àðèôìåòè-

÷åñêèå îïåðàöèè, ò.å. âñåãî 2s · (2s − 1) + 3s · (2s − 1) = 5s · (2s − 1). Òàêèì îáðàçîì,

ñëîæíîñòü àëãîðèòìà 5s · (2s − 1).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êîððåêòíîñòè àëãîðèòìà ïîñìîòðèì, ÷òî ïðîèñõîäèò íà êàæ-

äîì øàãå, äëÿ ýòîãî òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.

Äëÿ êàæäûõ u, v : 0 ≤ u ≤ s, 0 ≤ v ≤ 2s− 1; ýëåìåíò ìàòðèöû au,v ïðåäñòàâëÿåòñÿ

â âèäå:

au,v =
∑

j∗≡v∗(mod 2s−u)

xj∗g
v·2s−u

[
j∗

2s−u

]
(10)

Ïîä çíàêîì ñóììèðîâàíèÿ ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî âñåì j òàêèì ÷òî j∗ =

v∗(mod 2s−u).
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî u äëÿ âñåõ 0 ≤ v ≤ 2s − 1

Áàçà: ïðè u = 0 èìååì:

∑
j∗≡v∗(mod 2s)

xj∗g
v·2s

[
j∗
2s

]
=

∑
j∗≡v∗(mod 2s)

xj∗ = xv∗ = a0,v -âåðíî.

çäåñü èñïîëüçîâàëîñü ðàâåíñòâî
[
j∗
2s

]
= 0.

Ïóñòü óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ âñåõ au−1,v ïðè 0 ≤ v ≤ 2s − 1, äîêàæåì, ÷òî óòâåð-

æäåíèå âåðíî äëÿ au,v.

au,v = au−1,w + g2
s−uvau−1,w+2u−1 (11)

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè

au−1,w =
∑

j∗≡w∗(mod 2s−u+1)

xj∗g
w·2s−u+1

[
j∗

2s−u+1

]

au−1,w+2u−1 =
∑

j∗≡(w+2u−1)∗(mod 2s−u+1)

xj∗g
(w+2u−1)·2s−u+1

[
j∗

2s−u+1

]

ïðè w = v − is−u+1 · 2u−1.

Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà: [
j∗

2s−u

]
= 2

[
j∗

2s−u+1

]
+ js−u+1;

(v − is−u+1 · 2u−1)∗ = v∗ − 2s−u · is−u+1

(v + (1− is−u+1) · 2u−1)∗ = v∗ + 2s−u · (1− is−u+1)

• Ïðè is−u+1 = 0, èìååì

au,v = au−1,v + g2
s−u·vau−1,v+2u−1 =∑

j∗≡v∗(mod 2s−u+1)

xj∗g
v·2s−u+1

[
j∗

2s−u+1

]
+ g2

s−uv
∑

j∗≡v∗+2s−u(mod 2s−u+1)

xj∗g
(v+2u−1)·2s−u

[
j∗

2s−u

]
−1

Çäåñü èñïîëüçîâàëîñü òî, ÷òî â ïåðâîé ñóììå js−u+1 = 0, à âî âòîðîé js−u+1 = 1.

Ïîñêîëüêó 2s−uv + (v + 2u−1) · 2s−u ([ j∗

2s−u

]
− 1
)

= v · 2s−u [ j∗

2s−u

]
+ 2s−1 ([ j∗

2s−u

]
− 1
)
, à[

j∗

2s−u

]
åñòü íå÷åòíîå ÷èñëî è g2

s
= 1, íàõîäèì

au,v =
∑

j∗≡v∗(mod 2s−u+1)

xj∗g
v·2s−u

[
j∗

2s−u

]
+

∑
j∗≡v∗+2s−u(mod 2s−u+1)

xj∗g
v·2s−u

[
j∗

2s−u

]
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Îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ èíäåêñîâ j, âõîäÿùèõ â ïåðâóþ è âòîðóþ ñóììó ìîæåò

áûòü çàäàíî óñëîâèåì j∗ ≡ v∗(mod 2s−u). Ýòî äîêàçûâàåò ðàâåíñòâî (10) â ñëó÷àå

is−u+1 = 0.

• Ïðè is−u+1 = 1, èìååì

au,v = au,v−2u−1 + g2
s−u·vau−1,v =∑

j∗≡v∗−2s−u(mod 2s−u+1)

xj∗g
(v−2u−1)·2s−u+1

[
j∗

2s−u+1

]
+ g2

s−uv
∑

j∗≡v∗(mod 2s−u+1)

xj∗g
v·2s−u

([
j∗

2s−u

]
−1
)

Çäåñü èñïîëüçîâàëîñü òî, ÷òî â ïåðâîé ñóììå js−u+1 = 0, à âî âòîðîé js−u+1 = 1.

Ïîñêîëüêó 2s−uv + v · 2s−u ([ j∗

2s−u

]
− 1
)

= v · 2s−u [ j∗

2s−u

]
è (v − 2u−1) · 2s−u+1

[
j∗

2s−u+1

]
=

v · 2s−u [ j∗

2s−u

]
, à
[

j∗

2s−u

]
åñòü ÷åòíîå ÷èñëî, íàõîäèì

au,v =
∑

j∗≡v∗−2s−u(mod 2s−u+1)

xj∗g
v·2s−u

[
j∗

2s−u

]
+

∑
j∗≡v∗(mod 2s−u+1)

xj∗g
v·2s−u

[
j∗

2s−u

]

Îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ èíäåêñîâ j, âõîäÿùèõ â ïåðâóþ è âòîðóþ ñóììó ìîæåò áûòü

çàäàíî óñëîâèåì j∗ ≡ v∗(mod 2s−u). Ýòî äîêàçûâàåò ðàâåíñòâî (10) â ñëó÷àå is−u+1 =

1.

Ñëåäîâàòåëüíî, óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçàíî äëÿ âñåõ u.

Ïðè u = s ïîëó÷àåì

au,v =
∑

j:j∗=v∗(mod 1)

xj∗g
j∗v =

2s−1∑
j=0

xj · gjv = x̂v.

Ýòî äîêàçûâàåò êîððåêòíîñòü àëãîðèòìà.

Àëãîðèòì 2 Îáðàòíîãî áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.

Äàíî: x̂ = (x̂0, x̂1, ..., x̂k−1).

Íàéòè: x = (x0, x1, ..., xk−1).

g−1- ïðèìèòèâíûé êîðåíü èç 1, ñòåïåíè 2s, ò.å. g−2
s

= 1.

1. Ñòðîèì ìàòðèöó A = (au,v), ãäå 0 ≤ u ≤ s, 0 ≤ v ≤ 2s − 1 ïî ñëåäóþùåìó

ïðàâèëó:

∀ 0 ≤ v ≤ 2s − 1 ïîëîæèì:

a0,v = x̂v∗

2. äëÿ 0 < u ≤ s, ïðè âñåõ v, 0 ≤ v < 2s: Âû÷èñëÿåì

au,v = au−1,w + g−2
s−uvau−1,w+2u−1 ,

11



Ãäå

w = v − is−u+1 · 2u−1 =

v, åñëè is−u+1 = 0,

v − 2u−1, åñëè is−u+1 = 1;

3. Ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ 0 ≤ i < 2s

x̂i =
1

2s
as,i.

Âèäíî, ÷òî ýòîò àëãîðèòì îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ íàïîìèíàåò àëãîðèòì äëÿ

ïðÿìîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî çäåñü ïðèìèòèâíûé êîðåíü áåðåò-

ñÿ, îáðàòíûé òîìó, ÷òî áðàëè ïðè ïðÿìîì ïðåîáðàçîâàíèè. Ò.å. çäåñü ïðèìèòèâíûé

êîðåíü- g−1, âñå ñâîéñòâà èç îïðåäåëåíèÿ 2 ïðèìèòèâíîãî êîðíÿ, î÷åâèäíî, âûïîëíÿ-

þòñÿ. Ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó:

Òåîðåìà 3.

Ïîëîæèì a0,v = xv∗ äëÿ âñåõ 0 ≤ v ≤ 2s − 1.

Îïðåäåëèì äëÿ êàæäûõ u, v : 0 ≤ u ≤ s, 0 ≤ v ≤ 2s − 1

au,v = au−1,w + g−2
s−uvau−1,w+2u−1 ,

ãäå w = v − is−u+1 · 2u−1

Òîãäà au,v ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå:

au,v =
∑

j∗≡v∗(mod 2s−u)

xj∗g
−v·2s−u

[
j∗

2s−u

]

Äîêàçàòåëüñòâî.

Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2. Äîñòàòî÷íî çàìåíèòü â äîêàçàòåëüñòâå òåî-

ðåìû 1 ïðèìèòèâíûé êîðåíü g íà g−1.

Óòâåðæäåíèå 2 Kîððåêòíîñòü ðàáîòû àëãîðèòìà îáðàòíîãî ïðåîáðà-

çîâàíèÿ.

Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3 ïîëîæèì u = s, òîãäà

as,v =
∑

j:j∗=v∗(mod 1)

x̂j∗g
−j∗v =

2s−1∑
j=0

x̂j · g−jv (12)

Ïî ñëåäñòâèþ 1 ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (12) åñòü îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå,

çíà÷èò:
2s−1∑
j=0

x̂j · g−jv = xv · 2s, ò.å.
1

2s
au,v = xv.
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Êîëüöî, â êîòîðîì áóäåì ïðîâîäèòü îïåðàöèè è ïðèìèòèâíûé êîðåíü, èñïîëüçó-

þùèéñÿ äëÿ ïðÿìîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è îáðàòíîãî, îïðåäåëåí ðàíåå. Òåïåðü

îïèøåì, êàê ðàáîòàåò àëãîðèòì, ïðèäóìàííûé Øåíõàãå è Øòðàññåíîì â 1971 ãîäó.

Â ýòîì àëãîðèòìå óìíîæåíèÿ öåëûõ ÷èñåë èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè,

÷òî ÷èñëà a, b < 2n, òîãäà âûáèðàåòñÿ m ∈ N,m > 4 òàêîå ÷òî 2n
...2m è k > 4n/2m +m

ïðè ýòîì 2m | 2k.

Âîçüìåì k = n, òîãäà î÷åâèäíî, âûïîëíÿþòñÿ âñå òðåáîâàíèÿ.

Ïóñòü k = 22s èëè 22s+1, ïîëîæèì h = 2s, l = k/h. È áóäåì ïðåäñòàâëÿòü ÷èñëà â

l-è÷íîé çàïèñè, ò.å. a =
∑h−1

i=0 xi2
il, b =

∑h−1
i=0 yi2

il, ãäå 0 6 xi, yi < 2l. Òàêèì îáðàçîì,

ìû ðàçáèëè ÷èñëà a è b íà h áëîêîâ äëèíû l è äëÿ èõ óìíîæåíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü

ñëåäóþùèé àëãîðèòì

Àëãîðèòì 3 Óìíîæåíèÿ öåëûõ ÷èñåë.

Äàíî: ÷èñëà a, b ∈ Z, 0 ≤ a, b < 2k.

Íàéòè: ab (mod 2k + 1).

1. Îïðåäåëèì íàáîðû x = (x0, x1, ..., xh−1),y = (y0, y1, ..., yh−1), ãäå

a =
h−1∑
i=0

xi2
il, b =

h−1∑
i=0

yi2
il

(ai, bi- áëîêè, ñîñòàâëåííûå èç l ðàçðÿäîâ ÷èñåë a, b cîîòâåòñòâåííî)

2. Ñ ïîìîùüþ áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, âû÷èñëÿåì x̂ = (x̂0, x̂1, ..., x̂h−1),

ŷ = (ŷ0, ŷ1, ..., ŷh−1) âçÿâ â êà÷åñòâå g ïðèìèòèâíûé êîðåíü èç 1 ñòåïåíè 22l/b.

3. Âû÷èñëÿåì x̂ · ŷ = (x̂0ŷ0, x̂1ŷ1, ..., x̂h−1ŷh−1)(mod 22l+1). Ïðèòîì, äëÿ âû÷èñëåíèÿ

êàæäîãî ïðîèçâåäåíèÿ ðåêóðñèâíî ïðèìåíÿåì ýòîò àëãîðèòì óìíîæåíèÿ, äî

òîãî ìîìåíòà, ïîêà ÷èñëà íå áóäóò ìàëåíüêèìè.

4. Âû÷èñëÿåì îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íàáîðà x̂ · ŷ, ò.å. íàõîäèì òàêîé

íàáîð z = (z0, z1, ..., zh−1), zi ñ÷èòàåì ÷èñëàìè ïî mod 22l, è òàêèå, ÷òî ẑi = x̂i · ŷi,

òîãäà ẑ = x̂ · ŷ.

zi =
1

2s

2s−1∑
j=0

ẑjg
−ij
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5. z =
∑h−1

i=0 zi2
il

Ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë a è b ìû âû÷èñëèëè ïî mod 2k + 1, òåì ñàìûì ìû íàøëè

íå òî÷íîå èõ ïðîèçâåäåíèå. Äëÿ òî÷íîãî, íàäî èçíà÷àëüíóþ äëèíó ÷èñåë k ñäåëàòü

â äâà ðàçà áîëüøå, ò.å. 2k äîïèñàâ íóæíîå êîëè÷åñòâî íóëåé è óìíîæèòü òåì æå

àëãîðèòìîì. Òîãäà ìû íàéäåì èõ ïðîèçâåäåíèå ïî mod(22k + 1), à òàê êàê ñàìè ÷èñ-

ëà ìåíüøå 2k, òî èõ ïðîèçâåäåíèå ìåíüøå 22k, íàéäåì òî÷íîå çíà÷åíèå ïðîèçâåäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 3

Ïîëó÷åííîå ÷èñëî z áóäåò ïðîèçâåäåíèåì ÷èñåë a è b(mod 2k + 1).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàçáèåíèå â ïóíêòå 1 ÷èñåë íà áëîêè, äðóãèìè ñëîâàìè, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ïðåäñòàâëåíèÿ èõ ìíîãî÷ëåíàìè. Ò.å. f(T ) =
∑h−1

i=0 xiT
i, g(T ) =

∑h−1
i=0 yiT

i, òîãäà

a = f(2l), b = g(2l) è èõ ïðîèçâåäåíèå ab = f(2l)·g(2l), îáîçíà÷èì c(x) =
∑h−1

m=0 cmx
m =

f(x)g(x). Òàêèì îáðàçîì, íàì íàäî íàéòè êîýôôèöåíòû ïîëó÷åííîãî ìíîãî÷ëåíà

c(x). Êîýôôèöèåíòû cm =
∑

i+j≡m(modh) xiyj, ïî îïðåäåëåíèþ 4 ïîëó÷àåì, ÷òî cm

ÿâëÿþòñÿ ñâåòêîé xi, yj. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòó ñóììó ìîæíî íàéòè ïî ëåììå 2 ÷åðåç

ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ÷òî ìû è ñäåëàëè.

Óòâåðæäåíèå 4 Îöåíêà ñëîæíîñòè.

Â ïåðâîì ïóíêòå àëãîðèòìà ïðîèñõîäèò ðàçäåëåíèå íà áëîêè, ÷òî çàíèìàåò O(h) =

O(2s) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.

Â ïóíêòå 2 àëãîðèòìà êîëè÷åñòâî îïåðàöèé ïî óòâåðæäåíèþ 1 ðàâíî 5s · (2s − 1).

Â ïóíêòå 3 ïî ëåììå 5 êîëè÷åñòâî îïåðàöèé O(k · log k · loglog k).

Ïóíêò 4, àíàëîãè÷åí ï.2 è â íåì êîëè÷åñòâî îïåðàöèé 5s · (2s − 1).

Â ïóíêòå 5- 2h = 2s+1 àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.

Âñåãî ïîëó÷àåì êîëè÷åñòâî îïåðàöèé O(k · log k · loglog k).

Ëåììà 5.

Êîëè÷åñòâî îïåðàöèé â ïóíêòå 3 àëãîðèòìà óìíîæåíèÿ öåëûõ ÷èñåë ðàâíî k · log k ·

loglog k.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü M(k)- êîëè÷åñòâî îïåðàöèé äëÿ ïåðåìíîæåíèÿ äâóõ ÷èñåë äëèíû log k. Â àë-

ãîðèòìå èñïîëüçóåòñÿ ðåêóðñèÿ, òî åñòü íóæíî ïðèìåíèòü àëãîðèòì äëÿ h ÷èñåë,
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êàæäîå äëèíû 2l. Ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷àåì îöåíêó

M(k) 6 ck · log k + hM(2l).

Îáîçíà÷èì M ′(k) = M(k)/k, òîãäà

M ′(k) 6 c · log k + hM ′(2l),

ò.ê. l 6 2
√
k, òî M ′(k) 6 c · log k + hM ′(4

√
k).

Äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå:M ′(k) 6 c′k ·log k ·loglog k, ïðè ïîäõîäÿùåì

âûáîðå c′.

Ïóñòü óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ M ′(4
√
k), äîêàæåì óòâåðæäåíèå äëÿ M ′(k).

M ′(k) 6 c · log k + 4c′ log(2 +
1

2
log k) + c′ log k · log(2 +

1

2
log k)

Äëÿ áîëüøèõ k âûïîëÿíåòñÿ (2 + 1
2
log k) 6 2

3
log k, îòñþäà

M ‘(k) 6 c · log k + 4c′ log
2

3
+ 4c′ loglog k + c′log

2

3
log k + c′log k · loglog k

Äëÿ áîëüøèõ ÷èñåë ïåðâûå òðè ñëàãàåìûõ íå áîëüøå àáñîëþòíîé âåëè÷èíû ÷åòâåð-

òîãî, òàêèì îáðàçîì, M ′(k) 6 c′k · log k · loglog k, à çíà÷èò, M(k) 6 c ·k · log k · loglog k.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ óæå åñòü áîëåå áûñòðûå àëãîðèòìû óìíîæåíèÿ öåëûõ ÷èñåë.

Òàê Ì. Ôþðåð â 2007 ãîäó ïðèäóìàë àëãîðèòì ñî ñëîæíîñòüþ k · log k · 2O(log∗k), ãäå

log∗(k)- íàçûâàåòñÿ èòåðèðîâàííûì ëîãàðèôìîì è

log∗(k) = min{n > 0|log(n)k 6 1} ãäå log(0)k = k, log(n)k = log log(n−1)(k).

Èçâåñòíî, ÷òî ìíîæèòåëü 2O(log∗k) ðàñòåò ìåäëåííåå ëþáîé èòåðàöèè ëîãàðèôìîâ, íî

âñå æå ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé.

Â ñâîåé ðàáîòå Ôþðåð ââîäèò êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè

C[x]/(x2
k

+ 1) è ïðîèçâîäèò óæå íàä ìíîãî÷ëåíàìè ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Îñíîâíîé

ñëîæíîñòüþ ïðè äàííîì âûáîðå êîëüöà ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ïðèìèòèâíîãî ýëåìåí-

òà. Äëÿ ýòîãî Ôþðåð â ñâîåé ðàáîòå èñïîëüçóåò ñâåäåíèå çàäà÷è ê ïîäçàäà÷àì ìåíü-

øåãî ðàçìåðà, à äëÿ íèõ îí âûáèðàåò ïðèìèòèâíûé êîðåíü, ÿâëÿþùèéñÿ ñòåïåíüþ

äâîéêè. Òîãäà óìíîæåíèå è äåëåíèå íà ïðèìèòèâíûé êîðåíü ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî

ñ ïîìîùüþ ñäâèãà.

Íî óìíîæåíèå ÷èñåë ñ ïîìîùüþ ýòîãî àëãîðèòìà íà âû÷èñëèòåëüíîé ìàøèíå ïðåä-

ñòàâëÿåò ñëîæíîñòü. Òàê êàê êîìïëåêñíûå ÷èñëà íåëüçÿ çàïèñàòü â ïàìÿòè öåëèêîì,

à îêðóãëåíèå ïðèâîäèò ê ïîòåðÿì òî÷íîñòè îòâåòà.
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È â 2008 ãîäó À. Äå, Ø. Ñàõà, Ï. Êóðóð è Ð. Ñàïòõàðèøè ïîñòðîèëè ïîõîæèé

àëãîðèòì, îñíîâàííûé óæå íà ìîäóëüíîé, à íå êîìïëåêñíîé àðèôìåòèêå, äîñòèãíóâ

ïðè ýòîì òàêîãî æå âðåìåíè ðàáîòû. Îíè ðàññìàòðèâàþò êîëüöî R = Z[x]/(pc, xm+1)

äëÿ íåêîòîðîãîm, êîíñòàíòû c è ïðîñòîãî p. Ýëåìåíòû â íåì òàê æå åñòü ìíîãî÷ëåíû.

Îäíàêî â íåì íå âñåãäà ñóùåñòâóåò ïðèìèòèâíûé êîðåíü, ïîýòîìó åùå îòäåëüíîé

çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ âûáîð ïàðàìåòðîâ êîëüöà.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] Àõî À., Õîïêðîôò Äæ., Óëüìàí Äæ. Ïîñòðîåíèå è àíàëèç âû÷èñëèòåëüíûõ àë-

ãîðèòìîâ

[2] Î.Í.Ãåðìàí, Þ.Â.Íåñòåðåíêî Òåîðåòèêî-÷èñëîâûå ìåòîäû â êðèïòîãðàôèè

[3] Êèáåðíåòè÷åñêèé ñáîðíèê Íîâàÿ ñåðèÿ âûïóñê 10 ïîä ðåä. À. À. Ëÿïóíîâà èçä.

Ìèð, Ìîñêâà 1973

[4] A. Schonhage and V. Strassen, ¾Schnelle Multiplikation grosser Zahlen¿, Computing

7 (1971), pp. 281�292.

[5] Furer, M. (2007). ¾Faster Integer Multiplication¿ in Proceedings of the thirty-ninth

annual ACM symposium on Theory of computing, June 11-13, 2007, San Diego,

California,USA

[6] Anindya De, Piyush P Kurur, Chandan Saha, Ramprasad Saptharishi. ¾Fast Integer

Multiplication Using Modular Arithmetic¿. Symposium on Theory of Computation

(STOC) 2008.

16


