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Àííîòàöèÿ

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîëó÷åíû àíàëîãè òåîðåì Ãóðâèöà è Ðîáèíñîíà î äèîôàíòî-

âûõ ïðèáëèæåíèÿõ. Áëàãîäàðÿ ýòîìó, äîñòèãíóò ñóùåñòâåííûé ïðîãðåññ â ðåøåíèè

êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ Ñåãðå è Ðîáèíñîíà î íåñèììåòðè÷íûõ äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæå-

íèÿõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òåîðåìà Ãóðâèöà, çàäà÷à Ñåãðå, òåîðåìà Ðîáèíñîíà, íåñèììåò-

ðè÷íîå äèîôàíòîâî ïðèáëèæåíèå, öåïíàÿ äðîáü.

1 Ââåäåíèå

Â 1891 ãîäó â [1] Ãóðâèö äîêàçàë ñâîþ çíàìåíèòóþ òåîðåìó î òîì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî
èððàöèîíàëüíîãî ÷èñëà ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî �äîñòàòî÷íî õîðîøèõ� ðàöè-
îíàëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Ìû ñôîðìóëèðóåì åå â äîâîëüíî íåîáû÷íîé, íî óäîáíîé äëÿ
ïîñëåäóþùåãî èçëîæåíèÿ ôîðìå.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü α � ïðîèçâîëüíîå èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà ñóùåñòâóåò áåñêî-
íå÷íî ìíîãî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë p

q
òàêèõ, ÷òî

−1√
5q2

<
p

q
− α < 1√

5q2
.

Êðîìå òîãî, ïðè ñîõðàíåíèè îäíîãî èç äâóõ
√
5 â çíàìåíàòåëå ëåâîé èëè ïðàâîé ÷àñòè

íåðàâåíñòâà âòîðîé
√
5 íåëüçÿ çàìåíèòü íà êàêîå-ëèáî áîëüøåå ÷èñëî.

Â 1945 ãîäó â ðàáîòå [2] Ñåãðå ïîïûòàëñÿ îáîáùèòü òåîðåìó Ãóðâèöà íà ñëó÷àé íåñèì-
ìåòðè÷íûõ ïðèáëèæåíèé. À èìåííî, äëÿ êàæäîãî τ ≥ 0 åìó áûëî èíòåðåñíî íàéòè �ñàìóþ
áîëüøóþ� êîíñòàíòó S(τ) ñ êîòîðîé, òåì íå ìåíåå, âåðíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî èððàöèîíàëü-
íîãî α ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàöèîíàëüíûõ ïðèáëèæåíèé p

q
òàêèõ, ÷òî

−1
S(τ)q2

<
p

q
− α < τ

S(τ)q2
.

Êîíå÷íî, ñàìîé áîëüøîé òàêîé êîíñòàíòû ìîæåò è íå îêàçàòüñÿ, òàê ÷òî îïðåäåëåíèå
âåëè÷èíû S(τ) íóæíî äàâàòü íåìíîãî èíà÷å:

S(τ) = sup

{
c : ∀α ∈ R\Q ∃∞ p, q ∈ Z òàêèõ, ÷òî

−1
cq2

<
p

q
− α < τ

cq2

}
.

Îòìåòèì, ÷òî ñàì Ñåãðå â ðàáîòå [2] íå ïîëüçîâàëñÿ íèêàêèì îáîçíà÷åíèåì äëÿ ôóíê-
öèè S(τ), õîòü è èçó÷àë åå. Ìû ðåøèëè îáîçíà÷èòü ýòó ôóíêöèþ ïî ïåðâîé áóêâå åãî
ôàìèëèè.

Òî÷êó τ ìû áóäåì íàçûâàòü äîñòèæèìîé äëÿ ôóíêöèè S(·), åñëè ñóïðåìóì ïðè îïðå-
äåëåíèè âåëè÷èíû S(τ) äîñòèãàåòñÿ.

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî â òîëüêî ÷òî ââåäåííîé òåðìèíîëîãèè òåîðåìà 1 ôîðìóëèðóåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì: S(1) ðàâíî

√
5 è äîñòèæèìî.

Ñàì Ñåãðå â [2] íå ñìîã ïîñ÷èòàòü â ÿâíîì âèäå ôóíêöèþ S(τ), íî ñìîã âûïèñàòü äëÿ
íåå íåêîòîðóþ îöåíêó ñíèçó:
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü τ ≥ 0 � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî. Òîãäà âåðíî, ÷òî

S(τ) ≥
√
1 + 4τ . (1)

Åñëè äîïîëíèòåëüíî èçâåñòíî, ÷òî τ = 0 èëè ÷òî 1
τ
∈ N, òî ýòî íåðàâåíñòâî îáðàùà-

åòñÿ â ðàâåíñòâî. Áîëåå òîãî, òàêèå τ ÿâëÿþòñÿ äîñòèæèìûìè.

Ñåãðå âûñêàçàë ãèïîòåçó, ÷òî â ñëó÷àå 1
τ
6∈ N íåðàâåíñòâî (1) íå îïòèìàëüíî.

Â äàëüíåéøåì áûëî îïóáëèêîâàíî äîâîëüíî ìíîãî ðàáîò, â êîòîðûõ áûëî ïðåäñòàâëå-
íî ìíîæåñòâî ðàçíîîáðàçíûõ äîêàçàòåëüñòâ òåîðåìû 2, îäíàêî, ýòè ñòàòüè íå ñîäåðæàëè
íèêàêèõ íîâûõ ðåçóëüòàòîâ, òàê ÷òî ìû íå áóäåì ññûëàòüñÿ íà íèõ â íàñòîÿùåé ðàáîòå.

Ïåðâûì ñóùåñòâåííûì ïðîäâèæåíèåì â ýòîì íàïðàâëåíèè, êîòîðîå íàì áû õîòåëîñü îò-
ìåòèòü, áûëà ñòàòüÿ [3], â êîòîðîé àâòîðó óäàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ïðèáëèæåíèå, ñ òî÷íîñòüþ
íå ìåíüøåé ÷åì ãàðàíòèðóåò íåðàâåíñòâî (1), âñåãäà íàéäåòñÿ ñðåäè ëþáûõ ïÿòè ïîñëåäî-
âàòåëüíûõ ïîäõîäÿùèõ äðîáåé (ñì. îïðåäåëåíèå â �2). Èëè áîëåå ôîðìàëüíî: äëÿ êàæäîãî
α ∈ R\Q, êàæäîãî τ ≥ 0 è äëÿ êàæäîãî n ∈ N ñóùåñòâóåò m ∈ {n, n+1, n+2, n+3, n+4}
òàêîå, ÷òî ïîäõîäÿùàÿ äðîáü pm

qm
óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

−1√
1 + 4τq2m

<
pm
qm
− α < τ√

1 + 4τq2m
. (2)

Âïîñëåäñòâèè, â ðàáîòå [4] Òîíãó óäàëîñü äîêàçàòü, ÷òî óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåðàâåíñòâó (2)
äðîáü íàéäåòñÿ äàæå ñðåäè ÷åòûðåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïîäõîäÿùèõ äðîáåé, à âîò òðåìÿ
ïîäõîäÿùèìè äëÿ íåêîòîðûõ τ è α îáîéòèñü íå óäàñòñÿ.

Îäíàêî, íàì êàæåòñÿ, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî òàêèõ ðåçóëüòàòîâ áûëî íåñêîëüêî ïðåæ-
äåâðåìåííî: äåéñòâèòåëüíî, åñëè ãèïîòåçà Ñåãðå îêàçàëàñü áû âåðíîé è ïðè íåêîòîðîì τ
âåðíî, ÷òî S(τ) >

√
1 + 4τ , òî ïðèáëèæåíèÿ ñ êîíñòàíòîé

√
1 + 4τ , äàæå ïóñòü îíè è âñåãäà

åñòü ñðåäè íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïîäõîäÿùèõ, íå î÷åíü èíòåðåñíû, òàê
êàê äëÿ êàæäîãî èððàöèîíàëüíîãî α âñåãäà ìîæíî íàéòè áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ëó÷øèõ
ïðèáëèæåíèé.

Ñëåäóþùèì âàæíûì ïðîäâèæåíèåì â ýòîì íàïðàâëåíèè áûëà ðàáîòà [5], â êîòîðîé
Òîíãó óäàëîñü äîêàçàòü ãèïîòåçó Ñåãðå î òîì, ÷òî ïðè êàæäîì τ > 0 òàêîì, ÷òî 1

τ
6∈ N

âåðíî, ÷òî S(τ) >
√
1 + 4τ . Íà ñàìîì äåëå, â [5] áûëî îáîñíîâàííî áîëåå ñèëüíîå óòâåð-

æäåíèå:

Òåîðåìà 3. Ïóñòü x > 0 � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî. Ïîëîæèì

γ(x) = c · x2 ·
{
1

x

}
·
(
1−

{
1

x

})
,

ãäå c = 1
5
. Òîãäà äëÿ êàæäîãî α ∈ R\Q ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî p, q ∈ Z òàêèõ, ÷òî

−1(√
1 + 4x+ γ(x)

)
q2
<
p

q
− α < 1(√

1+4x
x

+ γ(x)
)
q2
. (3)

Âïîñëåäñòâèè ýòîò ðåçóëüòàò áûë óëó÷øåí Àëüçåðîì â ðàáîòå [6], ãäå îí îáîñíîâàë,
÷òî â êà÷åñòâå c â òåîðåìå 3 ìîæíî âçÿòü äàæå 2√

5
.
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Ê íåäîñòàòêàì ðåçóëüòàòîâ Òîíãà è Àëüçåðà ìîæíî îòíåñòè òîò ôàêò, ÷òî õîòü îíè
è äîêàçàëè, ÷òî ïî÷òè âñåãäà S(τ) >

√
1 + 4τ , èç èõ ðåçóëüòàòîâ íå âûòåêàåò êàêîé-òî

íîâîé ÿâíî âûïèñàííîé íèæíåé îöåíêè äëÿ S(τ), òàê êàê â íåðàâåíñòâå (3) îòíîøåíèå
�ëåâîé êîíñòàíòû ïðèáëèæåíèÿ� ê �ïðàâîé êîíñòàíòå ïðèáëèæåíèÿ� íå âûðàæàåòñÿ êàêîé-
òî ïðîñòîé ôóíêöèåé îò x. Îäíàêî, ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì τ òàêóþ íèæíþþ îöåíêó
ìîæíî ïîëó÷èòü ÷èñëåííî. Äåéñòâèòåëüíî, íóæíî òîëüêî ÷èñëåííî íàéòè x = x(τ) �
êîðåíü óðàâíåíèÿ √

1 + 4x+ γ(x)
√
1+4x
x

+ γ(x)
= τ

è ïîñëå ýòîãî ñêàçàòü, ÷òî â ñèëó íåðàâåíñòâà (3) âåðíî, ÷òî S(τ) ≥
√

1 + 4x(τ) + γ(x(τ)).
Ìû ïðîäåëàëè ýòó ïðîöåäóðó äëÿ τ ∈

[
1
2
; 1
]
è äåìîíñòðèðóåì ðåçóëüòàò ðàáîòû íà

ñëåäóþùåì ãðàôèêå.

0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1
1.7

1.75

1.8

1.85

1.9

1.95

2

2.05

2.1

2.15

2.2

2.25

τ

Íèæíèå îöåíêè äëÿ S(τ)

Îöåíêà Àëüçåðà
Îöåíêà Òîíãà
Îöåíêà Ñåãðå

Êàê âèäíî, íèæíèå îöåíêè Àëüçåðà è Òîíãà ïðåâîñõîäÿò îöåíêó Ñåãðå äëÿ âñåõ òî-
÷åê îòðåçêà, êðîìå åãî êîíöîâ (íàïîìíèì, ÷òî â êîíöåâûõ òî÷êàõ äàííîãî îòðåçêà Ñåãðå
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äîêàçàë òî÷íîñòü ñâîåé îöåíêè).
Îäíàêî, õîòü ðåçóëüòàò ïîëó÷åííûé Àëüçåðîì è ÿâëÿåòñÿ äîñòèæåíèåì â ñðàâíåíèè ñ

èçíà÷àëüíûì ðåçóëüòàòîì Ñåãðå, ïðîáëåìà åùå äàëåêà îò ñâîåãî îêîí÷àòåëüíîãî ðåøåíèÿ.
Äåéñòâèòåëüíî, íè äëÿ îäíîãî çíà÷åíèÿ τ ∈

(
1
2
, 1
)
íå áûëà äîêàçàíà îïòèìàëüíîñòü îöåíêè

Àëüçåðà, òî÷íîå çíà÷åíèå ôóíêöèè S(τ) ïî ïðåæíåìó èçâåñòíî òîëüêî ïðè òàêèõ τ , äëÿ
êîòîðûõ 1

τ
∈ N.

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ÷àñòè÷íî óñòðàíÿåò ýòîò ïðîáåë: ìû ñìîãëè óñòàíîâèòü òî÷íîå çíà-
÷åíèå ôóíêöèè S(τ) äëÿ ïîäàâëÿþùåãî áîëüøèíñòâà òî÷åê èç îòðåçêà

[
1
2
; 1
]
(à èìåííî,

äëÿ áîëåå ÷åì 99% òî÷åê èç ýòîãî îòðåçêà), à òàêæå óêàçàòü, êàêèå èç ýòèõ òî÷åê äî-
ñòèæèìû, à êàêèå � íåò. Ïîìèìî ýòîãî ìû äîêàçàëè ìíîæåñòâî çàìå÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ
ôóíêöèè S(τ). Ñòðîãèì ôîðìóëèðîâêàì ïîëó÷åííûõ íàìè ðåçóëüòàòîâ (ïîðîé � äîâîëüíî
ãðîìîçäêèì) ïîñâÿùåí �2, à ïîêà ÷òî ìû õîòåëè áû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ãðàôèê, íà êîòî-
ðîì îòìå÷åíû ïîñ÷èòàííûå íàì òî÷íûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè S(τ), à òàêæå äëÿ ñðàâíåíèÿ
ïðèâåäåíû èõ ðàíåå óïîìÿíóòûå íèæíèå îöåíêè, äîêàçàííûå Àëüçåðîì.

0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1
1.7

1.75

1.8

1.85

1.9

1.95

2

2.05

2.1

2.15

2.2

2.25

τ

Íèæíèå îöåíêè äëÿ S(τ)

Òî÷íîå çíà÷åíèå
Îöåíêà Àëüçåðà
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Âèäíî, ÷òî õîòü òî÷íîå çíà÷åíèå ôóíêöèè S(τ) ïîñ÷èòàíî è íå âî âñåõ òî÷êàõ
[
1
2
; 1
]
,

íî òàì, ãäå îíî ïîñ÷èòàíî, îíî çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäèò ðàíåå èçâåñòíóþ íèæíþþ îöåíêó,
äîêàçàííóþ Àëüçåðîì.

Åùå îäíèì ðåçóëüòàòîì, òåñíî ñâÿçàííûì ñ òåîðåìîé Ãóðâèöà, ðàññìîòðåííûì â íàñòî-
ÿùåé ðàáîòå, ÿâëÿåòñÿ äîêàçàííàÿ â [7] òåîðåìà Ðîáèíñîíà. Ðîáèíñîí çàäàëñÿ âîïðîñîì,
ìîæíî ëè â íåðàâåíñòâå èç òåîðåìû 1 îñëàáèòü ÷óòü-÷óòü îäíó èç ãðàíèö è óñèëèòü ïðè
ýòîì äðóãóþ. Îí óñòàíîâèë, ÷òî îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ïîëîæèòåëåí. Åãî òåîðåìó ìû, îïÿòü
æå, ñôîðìóëèðóåì â äîâîëüíî íåîáû÷íîì, íî î÷åíü ïîëåçíûì äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ
âèäå.

Òåîðåìà 4. Äëÿ êàæäîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε <
√
5 è êàæäîãî α ∈ R\Q ñóùåñòâóåò

áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë p
q
òàêèõ, ÷òî

−1(√
5− ε

)
q2
<
p

q
− α < 1(

1 +
√
5
)
q2
.

Áîëåå òîãî, íåëüçÿ ñîâñåì îòêàçàòüñÿ îò ε ñëåâà (ò.å. ïîëîæèòü ε = 0) îñòàâèâ ïðè
ýòîì ñïðàâà 1 +

√
5 â çíàìåíàòåëå, à òàêæå íåëüçÿ óâåëè÷èòü 1 +

√
5 ñïðàâà íà íåêî-

òîðóþ, íå çàâèñÿùóþ îò ε êîíñòàíòó, îñòàâèâ ïðè ýòîì ñëåâà
√
5− ε â çíàìåíàòåëå.

Â ñðàâíåíèè ñ òåîðåìîé Ãóðâèöà, ýòîò ðåçóëüòàò âûãëÿäèò î÷åíü âïå÷àòëÿþùå: äîñòà-
òî÷íî íà ñêîëü óãîäíî ìàëîå ε îñëàáèòü ïî ñðàâíåíèþ ñ

√
5 äîïóñòèìóþ òî÷íîñòü ïðèáëè-

æåíèÿ ñ îäíîé ñòîðîíû, òàê ñ äðóãîé òî÷íîñòü ñðàçó æå âîçðàñòåò íà íåçàâèñÿùóþ îò ε
êîíñòàíòó!

Îäíàêî, íåêîòîðàÿ çàâèñèìîñòü îò âåëè÷èíû ε òóò âñå æå èìååòñÿ è äëÿ òîãî, ÷òîáû
óâèäåòü åå, íàì ïîòðåáóåòñÿ ââåñòè âñïîìîãàòåëüíîå îïðåäåëåíèå.

Äëÿ êàæäîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε <
√
5 îïðåäåëèì ôóíêöèþ Ðîáèíñîíà R(ε) ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

R(ε) = sup

{
c : ∀α ∈ R\Q ∃∞ p, q ∈ Z òàêèõ, ÷òî

−1(√
5− ε

)
q2
<
p

q
− α < 1

cq2

}
.

Èç òåîðåìû 4 ñëåäóåò, ÷òî ïðè êàæäîì ε âåðíî, ÷òî R(ε) ≥ 1 +
√
5, à ïðè ε → 0

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî R(ε) = 1 +
√
5 + o(1). Âïîñëåäñòâèè ýòîò ðåçóëüòàò áûë íåìíîãî

óëó÷øåí Òîíãîì â ðàáîòå [8], êîòîðûé äîêàçàë ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 5. Äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ε âåðíî, ÷òî

R(ε) ≥ 1 +
√
5 + c · ε2, (4)

ãäå â êà÷åñòâå c ìîæíî âçÿòü
√
5

20
= 0.1118 . . . .

Ïðè âíèìàòåëüíî èçó÷åíèè ðàáîòû [8] ìû îáíàðóæèëè, ÷òî Òîíã äîïóñòèë îøèáêó ïðè
äîêàçàòåëüñòâå ýòîé òåîðåìû. Åñëè ïðîâåñòè âñå åãî ðàññóæäåíèÿ àêêóðàòíî, òî ìîæíî
äîêàçàòü, ÷òî â êà÷åñòâå c ìîæíî áðàòü ëèøü 47

√
5−105
40

= 0.00237 . . . ÷òî íàìíîãî õóæå
çàÿâëåííîé òåîðåìû 5.
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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû, âî-ïåðâûõ, óêàçàëè íà ñâÿçü ôóíêöèé R(ε) è S(τ), à âî-âòîðûõ,
ñìîãëè íàéòè ñàìóþ áîëüøóþ êîíñòàíòó c, ñ êîòîðîé íåðàâåíñòâî (4) òåì íå ìåíåå âåðíî.
Ýòà êîíñòàíòà ïðåâîñõîäèò íå òîëüêî ôàêòè÷åñêè äîêàçàííóþ Òîíãîì 0.00237 . . . íî è
çàÿâëåííóþ èì 0.1118 . . . . Ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòîâ ìû ïðèâîäèì â
ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.

Îïèñàííûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ íàì óäàëîñü äîáèòüñÿ áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî â íàñòîÿùåé
ðàáîòå ìû ïîëó÷èëè ìíîæåñòâî íåñèììåòðè÷íûõ àíàëîãîâ òåîðåì Ãóðâèöà è Ðîáèíñîíà.

Ñëåäóþùèé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí ôîðìóëèðîâêàì äîêàçàííûõ íàìè ðåçóëüòàòîâ, à èõ
äîêàçàòåëüñòâà áóäóò äàíû â �3. Â çàêëþ÷èòåëüíîì �4 äàííîé ðàáîòû ìû îïèøåì âîç-
ìîæíûå ïóòè äàëüíåéøåãî óëó÷øåíèÿ ïîëó÷åííûõ íàìè ðåçóëüòàòîâ.

2 Ôîðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòîâ

Äàííûé ïàðàãðàô ìû íà÷íåì ñ ôîðìóëèðîâêè íåîáõîäèìûõ îïðåäåëåíèé.
Öåïíóþ äðîáü ñ íåïîëíûìè ÷àñòíûìè a0, a1, a2, . . . ìû áóäåì îáîçíà÷àòü

α = [a0; a1, a2, . . . ]. Åñëè öåïíàÿ äðîáü ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, òî ìû áóäåì îáîçíà÷àòü
ýòî ñ ïîìîùüþ ïîä÷åðêèâàíèÿ ïåðèîäà ÷åðòîé ñâåðõó, à íèæíèé èíäåêñ ó íåïîëíî ÷àñòíîãî
(èëè ó ãðóïïû íåïîëíûõ ÷àñòíûõ) ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ ñîêðàùåííîé çàïèñè öåïíûõ
äðîáåé, ó êîòîðûõ íåñêîëüêî ïîäðÿä èäóùèõ íåïîëíûõ ÷àñòíûõ ïðèíèìàþò îäíî è òî æå
çíà÷åíèå. Íàïðèìåð,

[0; 12, 3] = [0; 1, 1, 3] = [0; 1, 1, 3, 1, 1, 3, 1, 1, 3, . . . ].

n−íîé ïîäõîäÿùåé äðîáüþ ÷èñëà α = [a0; a1, a2, . . . ] ìû áóäåì íàçûâàòü âåëè÷èíó
[a0; a1, a2, . . . , an] =

pn
qn
. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïðè n ≥ 1 âåðíî, ÷òî

pn
qn
− α =

(−1)n+1

λnq2n
,

ãäå
λn = an+1 + [0; an+2, . . . ] + [0; an, . . . , a1]. (5)

Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà îáîñíîâûâàåò ñëåäóþùåå âñïîìîãàòåëüíîå îïðåäåëåíèå. Ðàññìàò-
ðèâàíèå ïðèáëèæåíèÿ pn

qn
−α ìû áóäåì íàçûâàòü ðàçðåçàíèåì öåïíîé äðîáè α ïî íåïîëíîìó

÷àñòíîìó an+1.
Èç âûøåñêàçàííîãî î÷åâèäíî, ÷òî èçó÷àòü ïðèáëèæåíèÿ ÷èñëà α åãî ïîäõîäÿùèìè

äðîáÿìè pn
qn
íàìíîãî ïðîùå, ÷åì åãî ïðèáëèæåíèÿ êàêèìè-òî ïðîèçâîëüíûìè p

q
, ÷òî ìîòè-

âèðóåò ââåñòè ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå, ïî àíàëîãèè ñ îïðåäåëåíèåì âåëè÷èíû S(τ).

Scont(τ) = sup

{
c : ∀α ∈ R\Q ∃∞ ïîäõîäÿùèõ äðîáåé

pn
qn

òàêèõ, ÷òî
−1
cq2n

<
pn
qn
− α < τ

cq2n

}
.

Ýòî îïðåäåëåíèå ñðàçó æå ïîðîæäàåò âîïðîñ: "äà, ôóíêöèþ Scont(τ) èçó÷àòü ïðîùå,
÷åì S(τ), íî êàê ýòè ôóíêöèè âîîáùå ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé?"

Ê ñ÷àñòüþ, ýòè ôóíêöèè âñåãäà ðàâíû äðóã äðóãó, ÷òî îáîñíîâûâàåòñÿ ñëåäóþùèìè
äâóìÿ óòâåðæäåíèÿìè.
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Òåîðåìà 6. Äëÿ ëþáîãî èððàöèîíàëüíîãî α è ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî r âåðíî, ÷òî
áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ðàöèîíàëüíûõ ïðèáëèæåíèé p

q
, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó

0 <
p

q
− α < 1

rq2
,

íàéäóòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàéäåòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ïîäõîäÿùèõ äðîáåé
pn
qn
, óäîâëåòâîðÿþùèõ òîìó æå íåðàâåíñòâó. Àíàëîãè÷íîå âåðíî è äëÿ �ïðèáëèæåíèé ñ

äðóãîé ñòîðîíû�.

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ êàæäîãî íåîòðèöàòåëüíîãî τ âåðíî, ÷òî S(τ) = Scont(τ).

Ãëÿäÿ íà âòîðîé ãðàôèê èç �1 åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ôóíêöèÿ S(τ) ÿâëÿåò-
ñÿ íåïðåðûâíîé è íåóáûâàþùåé. Îêàçûâàåòñÿ, òàê îíî è åñòü. Áîëåå òîãî, ôóíêöèÿ S(τ)
óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðîìó äîâîëüíî ïðîñòîìó ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ. Ýòî ãàðàí-
òèðóåò íàì íàøà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 7. Íà íåîòðèöàòåëüíîé ïîëóîñè ôóíêöèÿ S(·) íåïðåðûâíà è ìîíîòîííî íå óáû-
âàåò. Êðîìå òîãî, ïðè âñåõ τ > 0 âåðíî, ÷òî

S(τ) = τS

(
1

τ

)
. (6)

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü 0 < τ1 < τ2. Òîãäà
S(τ1)
τ1
≥ S(τ2)

τ2

Çäåñü íàì õîòåëîñü áû îòìåòèòü, ÷òî ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî òåîðåìà 7, â òîì èëè èíîì
âèäå, áûëà èçâåñòíà áîëåå ðàííèì àâòîðàì, îäíàêî, íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, â ÿâíîì âèäå
ýòè ñâîéñòâà íèêòî íå óïîìèíàë.

Î÷åâèäíî, ÷òî áëàãîäàðÿ ðàâåíñòâó (6) äëÿ óñòàíîâëåíèÿ òî÷íîãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè
S(τ) íà âñåé ïîëóïðÿìîé íàì äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü åå çíà÷åíèå íà îòðåçêå [0; 1]. Â íà-
ñòîÿùåé ðàáîòå ìû îãðàíè÷èìñÿ èçó÷åíèåì ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè S(τ) íà ïîäîòðåçêå

[
1
2
; 1
]

è íàéäåì åå òî÷íîå çíà÷åíèå äëÿ î÷åíü ìíîãèõ òî÷åê èç ýòîãî îòðåçêà.
Â òåõ òî÷êàõ, â êîòîðûõ íàì óäàñòñÿ ïîñ÷èòàòü òî÷íûå çíà÷åíèÿ, îíè áóäóò çíà÷è-

òåëüíî ïðåâîñõîäèòü ðàíåå èçâåñòíûå íèæíèå îöåíêè, äîêàçàííûé Àëüçåðîì (ñì. âòîðîé
ãðàôèê â �1), îäíàêî â òåõ òî÷êàõ, â êîòîðûõ ìû íå ñìîãëè ïîñ÷èòàòü òî÷íîå çíà÷åíèå, ìû
âñå ðàâíî ìîæåì, ïðè íåîáõîäèìîñòè, âûïèñàòü íèæíèå îöåíêè, íàìíîãî ïðåâîñõîäÿùèå
ðåçóëüòàò Àëüçåðà. Äëÿ ýòîãî ó íàñ åñòü äâà ìåòîäà. Ïåðâûé � íàéòè äëÿ äàííîé òî÷êè
τ1 áëèæàéøóþ ñëåâà òî÷êó τ0, çíà÷åíèå ôóíêöèè S(·) â êîòîðîé íàì èçâåñòíî, è ñîñëàòüñÿ
íà íåóáûâàíèå ôóíêöèè. Âòîðîé � íàéòè äëÿ äàííîé òî÷êè τ1 áëèæàéøóþ ñïðàâà òî÷êó
τ2, çíà÷åíèå ôóíêöèè S(·) â êîòîðîé íàì èçâåñòíî, è ñîñëàòüñÿ íà ñëåäñòâèå 2. Èíîãäà,
ëó÷øàÿ îöåíêà áóäåò ïîëó÷àòüñÿ ñ ïîìîùüþ ïåðâîãî ìåòîäà, èíîãäà � ñ ïîìîùüþ âòî-
ðîãî, íî âñåãäà ïîëó÷åííûå îöåíêè áóäóò ëó÷øå îöåíîê Àëüçåðà, â ÷åì ìîæíî óáåäèòüñÿ
ãëÿäÿ íà âòîðîé ãðàôèê â �1.

Òî÷íîå çíà÷åíèå ôóíêöèè S(τ) ìû áóäåì íàõîäèòü ñ ïîìîùüþ íèæåñôîðìóëèðîâàíîé
òåîðåìû, óêàçûâàþùåé íà ñâÿçü ìåæäó çàäà÷åé Ñåãðå è íåñèììåòðè÷íûìè àíàëîãàìè
òåîðåì Ãóðâèöà è Ðîáèíñîíà, îïðåäåëåíèå êîòîðûì ìû äàäèì â ñëåäóþùèõ àáçàöàõ.
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Íåñèììåòðè÷íûì àíàëîãîì òåîðåìû Ãóðâèöà ñ ïàðàìåòðàìè A è B ìû áóäåì íà-
çûâàòü óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî äëÿ êàæäîãî èððàöèîíàëüíîãî α ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî
ìíîãî p, q ∈ Z òàêèõ, ÷òî

−1
Aq2

<
p

q
− α < 1

Bq2

è íè îäíó èç ýòèõ êîíñòàíò íåëüçÿ óâåëè÷èòü ïðè ñîõðàíåíèè äðóãîé.
Â ïðåäïîëîæåíèè èñòèííîñòè íåñèììåòðè÷íîãî àíàëîãà òåîðåìû Ãóðâèöà ñ ïàðàìåòðà-

ìè A è B ìû áóäåì íàçûâàòü ïðàâûì àíàëîãîì òåîðåìû Ðîáèíñîíà ñ ïàðàìåòðàìè A è R
óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî äëÿ êàæäîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε < A è êàæäîãî èððàöèîíàëüíîãî
α ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî p, q ∈ Z òàêèõ, ÷òî

−1
(A− ε) q2

<
p

q
− α < 1

Rq2

ïðè÷åì íåëüçÿ ñîâñåì îòêàçàòüñÿ îò ε â ëåâîì çíàìåíàòåëå (ò.å. ïîëîæèòü ε = 0) èëè
óâåëè÷èòü êîíñòàíòó R íà íåêîòîðóþ, íå çàâèñÿùóþ îò ε âåëè÷èíó.

Àíàëîãè÷íî ìû îïðåäåëèì ëåâûé àíàëîã òåîðåìû Ðîáèíñîíà ñ ïàðàìåòðàìè L è B êàê
óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî äëÿ êàæäîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε < B è êàæäîãî èððàöèîíàëüíîãî
α ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî p, q ∈ Z òàêèõ, ÷òî

−1
Lq2

<
p

q
− α < 1

(B − ε) q2

ïðè÷åì íåëüçÿ ñîâñåì îòêàçàòüñÿ îò ε â ïðàâîì çíàìåíàòåëå (ò.å. ïîëîæèòü ε = 0) èëè
óâåëè÷èòü êîíñòàíòó L íà íåêîòîðóþ, íå çàâèñÿùóþ îò ε âåëè÷èíó.

Èòàê, ìû ãîòîâû ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó î ñâÿçè òîëüêî ÷òî ââåäåííûõ îïðåäåëåíèé
ñ çàäà÷åé Ñåãðå.

Òåîðåìà 8. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå äâà óòâåæäåíèÿ:

1) Ïóñòü äëÿ íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë A,B,R òàêèõ, ÷òî R > B äîêà-
çàíà ñïðàâåäëèâîñòü íåñèììåòðè÷íîãî àíàëîãà òåîðåìû Ãóðâèöà è åãî ïðàâîãî àíàëîãà
òåîðåìû Ðîáèíñîíà. Òîãäà âåðíî, ÷òî, âî-ïåðâûõ, S(τ) = A äëÿ âñåõ τ ∈

[
A
R
; A
B

]
, âî-

âòîðûõ, òî÷êà τ = A
B
ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé äîñòèæèìîé òî÷êîé íà ýòîì îòðåçêå, è

â-òðåòüèõ, ëåâàÿ ãðàíèöà äàííîãî îòðåçêà îïòèìàëüíà, òî åñòü íè äëÿ êàêîãî ïîëîæè-
òåëüíîãî δ < A

R
íå âåðíî, ÷òî S

(
A
R
− δ
)
= A.

2) Ïóñòü äëÿ íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë A,B,L òàêèõ, ÷òî L > A äîêà-
çàíà ñïðàâåäëèâîñòü íåñèììåòðè÷íîãî àíàëîãà òåîðåìû Ãóðâèöà è åãî ëåâîãî àíàëîãà
òåîðåìû Ðîáèíñîíà. Òîãäà âåðíî, ÷òî, âî-ïåðâûõ, S(τ) = Bτ äëÿ âñåõ τ ∈

[
A
B
; L
B

]
, âî-

âòîðûõ, òî÷êà τ = A
B
ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé äîñòèæèìîé òî÷êîé íà ýòîì îòðåçêå, è

â-òðåòüèõ, ïðàâàÿ ãðàíèöà äàííîãî îòðåçêà îïòèìàëüíà, òî åñòü íè äëÿ êàêîãî ïîëî-
æèòåëüíîãî δ íå âåðíî, ÷òî S

(
L
B
+ δ
)
= Bτ .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîëó÷åíèÿ òî÷íûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè S(τ) âî ìíîãèõ òî÷êàõ íàì
ïðåäñòîèò ïîëó÷èòü ìíîãî àíàëîãîâ òåîðåì 1 è 4, ÷òî ìû ñåé÷àñ è ñäåëàåì, îäíàêî ïåðåä
ýòèì íàì ïîòðåáóåòñÿ ââåñòè åùå íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ îïðåäåëåíèé.
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Êàê è ðàíåå, ïóñòü α = [a0; a1, a2, . . . ]. Ïîëîæèì

A(α) = lim sup
n→∞

λ2n, B(α) = lim sup
n→∞

λ2n+1.

Ýòî îïðåäåëåíèå èìååò î÷åíü ïîíÿòíûé ñìûñë. Âåëè÷èíû A(α) è B(α) îïðåäåëÿþò íàè-
ëó÷øèå êîíñòàíòû, ñ êîòîðûìè ÷èñëî α ìîæåò áûòü ïðèáëèæåíî ñâîèìè ïîäõîäÿùèìè
äðîáÿìè ñ äâóõ ðàçëè÷íûõ ñòîðîí. Òàê êàê äëÿ èçó÷åíèÿ ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè S(τ) íàì
ïîòðåáóåòñÿ íåìíîãî ïî-ðàçíîìó ñìîòðåòü íà òî÷íîñòü ïðèáëèæåíèé ñ ðàçíûõ ñòîðîí, òî
íåïîëíûå ÷àñòíûå ÷èñëà α ìû çà÷àñòóþ áóäåì íóìåðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

α = [b0; a1, b1, . . . , an, bn, . . . ].

Ìû óñòàíîâèëè ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåé ëþáîïûòíîé òåîðåìû, ñâÿçûâàþùåé çíà-
÷åíèÿ ôóíêöèé A(α) è B(α), âçÿòûõ îò êâàäðàòè÷íîé èððàöèîíàëüíîñòè.

Òåîðåìà 9. Ïóñòü α 6∈ Q � êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü. Òîãäà A(α)
B(α)
∈ Q.

Ñòðóêòóðà äàëüíåéøèõ íåñêîëüêèõ ñòðàíèö äàííîãî ïàðàãðàôà òàêîâà. Êàê ìû óæå
óïîìèíàëè, íàì óäàëîñü äîêàçàòü íåñêîëüêî ñåìåéñòâ òåîðåì, àíàëîãè÷íûõ òåîðåìàì 1 è 4.
Îäíàêî êîíñòàíòû, ó÷àñòâóþùèå â ôîðìóëèðîâêàõ ýòèõ òåîðåì, èìåþò î÷åíü íåóäîáíûé
âèä, òàê ÷òî, ïðåæäå ÷åì ôîðìóëèðîâàòü ïîëó÷åííûå íàìè ðåçóëüòàòû, ìû îïðåäåëèì
íåñêîëüêî ñåìåéñòâ ÷èñåë, êîòîðûå è áóäóò ÿâëÿòüñÿ ýòèìè êîíñòàíòàìè èç ôîðìóëèðîâîê,
à òàê æå äàäèì íåáîëüøèå êîììåíòàðèè îòíîñèòåëüíî òîãî, îòêóäà ýòè ÷èñëà âîîáùå
âîçíèêàþò. Èòàê, ïðèñòóïèì.

Ïóñòü Fk � k−îå ÷èñëî Ôèáîíà÷÷è. Ñëåäóþùóþ øèðîêî èçâåñòíóþ ëåììó íå ñëîæíî
îáîñíîâàòü ïî èíäóêöèè.

Ëåììà 1. Äëÿ êàæäîãî öåëîãî k ≥ 0 è êàæäîãî x > 1 âåðíî, ÷òî

[0; 1k, x] =
Fk · x+ Fk−1
Fk+1 · x+ Fk

.

Ïóñòü k ≥ 0 � öåëîå. Ïîëîæèì α1
k = [2; 12k+1, 2]. Áëàãîäàðÿ ëåììå 1 íåòðóäíî ñîñòàâèòü

êâàäðàòíîå óðàâíåíèå íà α1
k. Ðåøèâ åãî, ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùóþ ëåììó:

Ëåììà 2. Ïðè êàæäîì öåëîì k ≥ 0 âåðíî, ÷òî

α1
k = 1 +

√
2 +

F2k+1

F2k+2

.

Îïðåäåëèì òàêæå âåëè÷èíû A1
k, L

1
k, B

1
k, R

1
k è τ

1
k ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A1
2m+1 = 1+

F2m · α1
2m+1 + F2m−1

F2m+1 · α1
2m+1 + F2m

+
F2m+2 · α1

2m+1 + F2m+1

F2m+3 · α1
2m+1 + F2m+2

, A1
2m = 1+2·F2m · α1

2m + F2m−1

F2m+1 · α1
2m + F2m

,

L1
2m = 1+

F2m · α1
2m + F2m−1

F2m+1 · α1
2m + F2m

+
F2m+2 · α1

2m + F2m+1

F2m+3 · α1
2m + F2m+2

, L1
2m+1 = 1+2 ·

F2m+2 · α1
2m+1 + F2m+1

F2m+3 · α1
2m+1 + F2m+2

,
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B1
k = 2 · α1

k − 2, R1
k = α1

k +
1

1

α1
k − 2

− 1

− 1, τ 1k =
A1
k

B1
k

.

Ãëÿäÿ íà ýòè îïðåäåëåíèÿ, ñîâåðøåííî íå ÿñíî, êàê âåäóò ñåáÿ äàííûå ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ñ ðîñòîì k, òàê ÷òî ìû ðåøèëè ïðîÿñíèòü ýòî â íàøåé ñëåäóþùåé ëåììå, âñå óòâåð-
æäåíèÿ èç êîòîðîé íåñëîæíî äîêàçàòü ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè.

Ëåììà 3. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òðè óòâåðæäåíèÿ:
1) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü A1

0, L
1
0, A

1
1, L

1
1, A

1
2, L

1
2, . . . âîçðàñòàåò, ñòðåìÿñü ê

√
5.

2) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü B1
0 , R

1
1, B

1
1 , R

1
2, B

1
2 , . . . óáûâàåò, ñòðåìÿñü ê 1 +

√
5.

3) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü τ 10 , τ
1
1 , τ

1
2 . . . âîçðàñòàåò, ñòðåìÿñü ê

√
5

1+
√
5
.

Òàêæå, äëÿ èëëþñòðàöèè òîëüêî ÷òî îïèñàííûõ çàêîíîìåðíîñòåé, ìû ïðèâîäèì ñëå-
äóþùóþ òàáëèöó íà÷àëüíûõ ÷ëåíîâ ââåäåííûõ íàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

k 0 1 2 3 4
A1
k 1.732050. . . 1.959591. . . 2.160246. . . 2.192599. . . 2.224859. . .

L1
k 1.943375. . . 2.159591. . . 2.192545. . . 2.224857. . . 2.229644. . .

R1
k 3.357738. . . 3.253047. . . 3.238529. . . 3.236426. . .

B1
k 3.464101. . . 3.265986. . . 3.240370. . . 3.236694. . . 3.236159. . .

τ 1k 0.5 0.6 0.666666. . . 0.677419. . . 0.6875

Ìû íå ïðèâîäèì çíà÷åíèå R1
0 â ýòîé òàáëèöå, ïîòîìó ÷òî â ôîðìóëèðîâêàõ ïîñëåäóþ-

ùèõ òåîðåì ýòà âåëè÷èíà ó÷àñòâîâàòü íå áóäåò.
Ìû ñìîãëè äîêàçàòü, ÷òî òîëüêî ÷òî ââåäåííûå íàìè ÷èñëà óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì

ðàâåíñòâàì.

Ëåììà 4. Ïðè êàæäîì öåëîì k ≥ 0 ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ÷åòûðå ðàâåíñòâà:

1) A(α1
k) = A1

k, 2) B(α1
k) = B1

k,

3) τ 12m =
F2m + F2m+2

2 · F2m+2

, 4) τ 12m+1 =
5 · F4m+4

2 · F4m+4 + 2 · F4m+6 + 3
.

Îòìåòèì, ÷òî èç ðàâåíñòâ 1) è 2), à òàêæå òåîðåìû 9 ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíû τ 1k ðàöè-
îíàëüíû, ÷òî àïðèîðè äàëåêî íå î÷åâèäíî. Îäíàêî, ðàâåíñòâà 3) è 4) ëåììû 4 ïîìîãàþò
íàì óñòàíîâèòü ÿâíûé âèä ýòèõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

Èòàê, ìû, íàêîíåö, ãîòîâû ñôîðìóëèðîâàòü íàøè àíàëîãè òåîðåì Ãóðâèöà è Ðîáèíñî-
íà.

Òåîðåìà 10. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òðè óòâåðæäåíèÿ:

1) Ïðè êàæäîì öåëîì k ≥ 0 äëÿ êàæäîãî α ∈ R\Q ∃∞ p, q ∈ Z òàêèõ, ÷òî

−1
A1
kq

2
<
p

q
− α < 1

B1
kq

2
. (7)

Áîëåå òîãî, íåëüçÿ çàìåíèòü âåëè÷èíó A1
k ñëåâà íà êàêîå-ëèáî áîëüøåå ÷èñëî, îñòàâèâ

ïðè ýòîì B1
k ñïðàâà, à òàêæå íåëüçÿ çàìåíèòü âåëè÷èíó B1

k ñïðàâà íà êàêîå-ëèáî áîëüøåå
÷èñëî, îñòàâèâ ïðè ýòîì A1

k ñëåâà.
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2) Ïðè êàæäîì öåëîì k ≥ 1 äëÿ êàæäîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε < A1
k è êàæäîãî èððàöè-

îíàëüíîãî α ∃∞ p, q ∈ Z òàêèõ, ÷òî

−1
(A1

k − ε) q2
<
p

q
− α < 1

R1
kq

2
. (8)

Áîëåå òîãî, íåëüçÿ ñîâñåì îòêàçàòüñÿ îò ε ñëåâà (ò.å. ïîëîæèòü ε = 0) îñòàâèâ ïðè
ýòîì R1

k ñïðàâà , à òàêæå íåëüçÿ óâåëè÷èòü R1
k ñïðàâà íà íåêîòîðóþ, íå çàâèñÿùóþ îò

ε êîíñòàíòó, îñòàâèâ ïðè ýòîì A1
k − ε ñëåâà.

3) Ïðè êàæäîì öåëîì k ≥ 0 äëÿ êàæäîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε < B1
k è êàæäîãî èððàöè-

îíàëüíîãî α ∃∞ p, q ∈ Z òàêèõ, ÷òî

−1
L1
kq

2
<
p

q
− α < 1

(B1
k − ε) q2

. (9)

Áîëåå òîãî, íåëüçÿ ñîâñåì îòêàçàòüñÿ îò ε ñïðàâà (ò.å. ïîëîæèòü ε = 0) îñòàâèâ ïðè
ýòîì L1

k ñëåâà, à òàêæå íåëüçÿ óâåëè÷èòü L1
k ñëåâà íà íåêîòîðóþ, íå çàâèñÿùóþ îò ε

êîíñòàíòó, îñòàâèâ ïðè ýòîì B1
k − ε ñïðàâà .

Âèäíî, ÷òî ïåðâûé ïóíêò òåîðåìû 10 äàåò íàì öåëóþ ñåðèþ íåñèììåòðè÷íûõ àíàëîãîâ
òåîðåìû Ãóðâèöà, òàê êàê íè îäíó èç ãðàíèö â íåðàâåíñòâå (7) íåëüçÿ óëó÷øèòü ïðè
ñîõðàíåíèè äðóãîé. Îäíàêî, åñëè ðàçðåøèòü îñëàáèòü îäíó èç íèõ íà ïðîèçâîëüíî ìàëóþ
âåëè÷èíó ε, òî äðóãóþ ìîæíî áóäåò óñèëèòü íà íåçàâèñÿùóþ îò ε êîíñòàíòó, î ÷åì íàì
ãîâîðÿò íåðàâåíñòâà (8) è (9). Òàê ÷òî â ýòîì ñìûñëå, âòîðîé è òðåòèé ïóíêòû òåîðåìû
10 ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèÿìè òåîðåìû Ðîáèíñîíà.

Ñ ïîìîùüþ òåîðåì 8 è 10 ìû ìîæåì âûïèñàòü òî÷íîå çíà÷åíèå ôóíêöèè S(τ) íà ìíîãèõ
ïîäîòðåçêàõ îòðåçêà

[
1
2
; 1
]
. Îäíàêî, îäíà èç îñòàâøèåñÿ ìåæäó ýòèìè îòðåçêàìè �äûð�

áóäåò äîâîëüíî øèðîêîé, òàê ÷òî ìû ñ÷èòàåì íóæíûì ââåñòè åùå îäèí ðÿä ïàðàìåòðîâ
è ñôîðìóëèðîâàòü åùå îäíó ñåðèþ àíàëîãîâ òåîðåì 1 è 4, ÷òîáû �ðàçðÿäèòü� åå. Èòàê,
ïðèñòóïèì.

Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë Gk ñëåäóþùèì îáðàçîì: G0 = 0, G1 = 1 è
äëÿ êàæäîãî k âåðíî, ÷òî Gk = 4Gk−1 −Gk−2. Ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîé òåõíèêè íåòðóäíî
ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî k ∈ Z âåðíî, ÷òî

Gk =

(
2 +
√
3
)k − (2−√3)k
2
√
3

. (10)

Ïî èíäóêöèè íåòðóäíî äîêàçàòü ñëåäóþùóþ ëåììó, ñõîæóþ ñ ëåììîé 1:

Ëåììà 5. Äëÿ êàæäîãî öåëîãî k ≥ 0 è êàæäîãî x > 1 âåðíî, ÷òî

[0; (1, 2)k , x] =
2Gk · x+Gk −Gk−1

(Gk+1 −Gk) · x+Gk

.

Ïóñòü k ≥ 0 � öåëîå. Ïîëîæèì α2
k = [1; (1, 2)k , 1, 1]. Áëàãîäàðÿ ëåììå 5 íåòðóäíî

ñîñòàâèòü êâàäðàòíîå óðàâíåíèå íà α2
k. Ðåøèâ åãî, ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùóþ ëåììó:

Ëåììà 6. Ïðè êàæäîì öåëîì k ≥ 0 âåðíî, ÷òî

α2
k =

1 +
√

5 + 4 · Gk

Gk+1

2
.
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Îïðåäåëèì òàêæå âåëè÷èíû B2
k, R

2
k, A

2
k, L

2
k è τ

2
k ñëåäóþùèì îáðàçîì:

B2
2m = 2 +

2Gm ·
(
1 + 1

α2
2m

)
+Gm −Gm−1

(Gm+1 −Gm) ·
(
1 + 1

α2
2m

)
+Gm

+
2Gm−1 ·

(
1 + 1

α2
2m

)
+Gm−1 −Gm−2

(Gm −Gm−1) ·
(
1 + 1

α2
2m

)
+Gm−1

,

B2
2m+1 = 2 + 2 ·

2Gm ·
(
1 + 1

α2
2m+1

)
+Gm −Gm−1

(Gm+1 −Gm) ·
(
1 + 1

α2
2m+1

)
+Gm

,

R2
2m+1 = 2 +

2Gm ·
(
1 + 1

α2
2m+1

)
+Gm −Gm−1

(Gm+1 −Gm) ·
(
1 + 1

α2
2m+1

)
+Gm

+
2Gm+1 ·

(
1 + 1

α2
2m+1

)
+Gm+1 −Gm

(Gm+2 −Gm+1) ·
(
1 + 1

α2
2m+1

)
+Gm+1

,

R2
2m = 2 + 2 ·

2Gm ·
(
1 + 1

α2
2m

)
+Gm −Gm−1

(Gm+1 −Gm) ·
(
1 + 1

α2
2m

)
+Gm

,

A2
k =

1

α2
k

+
1

α2
k − 1

, L2
k =

1

α2
k

+
1

1

1

α2
k − 1

− 1

− 2

, τ 2k =
A2
k

B2
k

.

Ãëÿäÿ íà ýòè îïðåäåëåíèÿ, ñîâåðøåííî íå ÿñíî, êàê âåäóò ñåáÿ äàííûå ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ñ ðîñòîì k, òàê ÷òî ìû ðåøèëè ïðîÿñíèòü ýòî â íàøåé ñëåäóþùåé ëåììå, àíàëîãè÷íîé
ëåììå 3, âñå óòâåðæäåíèÿ èç êîòîðîé òàêæå íåñëîæíî äîêàçàòü ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè.

Ëåììà 7. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òðè óòâåðæäåíèÿ:
1) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü A2

0, L
2
1, A

2
1, L

2
2, A

2
2, . . . óáûâàåò, ñòðåìÿñü ê 3+5

√
3

6
.

2) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü B2
0 , R

2
0, B

2
1 , R

2
1, B

2
2 , . . . âîçðàñòàåò, ñòðåìÿñü ê 2

√
3.

3) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü τ 20 , τ
2
1 , τ

2
2 . . . óáûâàåò, ñòðåìÿñü ê 5+

√
3

12
.

Òàêæå, äëÿ èëëþñòðàöèè òîëüêî ÷òî îïèñàííûõ çàêîíîìåðíîñòåé, ìû ïðèâîäèì ñëå-
äóþùóþ òàáëèöó íà÷àëüíûõ ÷ëåíîâ ââåäåííûõ íàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

k 0 1 2 3 4
A2
k 2.236067. . . 1.959591. . . 1.944521. . . 1.943457. . . 1.943381. . .

L2
k 2.159591. . . 1.957188. . . 1.944359. . . 1.943446. . .

R2
k 3.236067. . . 3.357738. . . 3.449627. . . 3.456349. . . 3.463061. . .

B2
k 2.236067. . . 3.265986. . . 3.358718. . . 3.449637. . . 3.456349. . .

τ 2k 1 0.6 0.578947. . . 0.563380. . . 0.562264

Ìû íå ïðèâîäèì çíà÷åíèå L2
0 â ýòîé òàáëèöå, ïîòîìó ÷òî â ôîðìóëèðîâêàõ ïîñëåäóþ-

ùèõ òåîðåì ýòà âåëè÷èíà ó÷àñòâîâàòü íå áóäåò.
Ìû ñìîãëè äîêàçàòü, ÷òî òîëüêî ÷òî ââåäåííûå íàìè ÷èñëà óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì

ðàâåíñòâàì, àíàëîãè÷íûì ðàâåíñòâàì èç ëåììû 4.
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Ëåììà 8. Ïðè êàæäîì öåëîì k ≥ 0 ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ÷åòûðå ðàâåíñòâà:

1) A(α2
k) = A2

k, 2) B(α2
k) = B2

k,

3) τ 22m =
G2m + 4G2m+1 + 2

6 (G2m +G2m+1)
, 4) τ 22m+1 =

G2m+2 (4G2m+1 + 5G2m+2)

2 (G2m+1 +G2m+2) (G2m+1 + 4G2m+2 − 1)
.

Òåïåðü ìû ãîòîâû ñôîðìóëèðîâàòü åùå îäíó ñåðèþ àíàëîãîâ òåîðåì Ãóðâèöà è Ðîáèí-
ñîíà.

Òåîðåìà 11. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òðè óòâåðæäåíèÿ:

1) Ïðè êàæäîì öåëîì k ≥ 0 äëÿ êàæäîãî α ∈ R\Q ∃∞ p, q ∈ Z òàêèõ, ÷òî

−1
A2
kq

2
<
p

q
− α < 1

B2
kq

2
. (11)

Áîëåå òîãî, íåëüçÿ çàìåíèòü âåëè÷èíó A2
k ñëåâà íà êàêîå-ëèáî áîëüøåå ÷èñëî, îñòàâèâ

ïðè ýòîì B2
k ñïðàâà, à òàêæå íåëüçÿ çàìåíèòü âåëè÷èíó B2

k ñïðàâà íà êàêîå-ëèáî áîëüøåå
÷èñëî, îñòàâèâ ïðè ýòîì A2

k ñëåâà.

2) Ïðè êàæäîì öåëîì k ≥ 0 äëÿ êàæäîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε < A2
k è êàæäîãî èððàöè-

îíàëüíîãî α ∃∞ p, q ∈ Z òàêèõ, ÷òî

−1
(A2

k − ε) q2
<
p

q
− α < 1

R2
kq

2
. (12)

Áîëåå òîãî, íåëüçÿ ñîâñåì îòêàçàòüñÿ îò ε ñëåâà (ò.å. ïîëîæèòü ε = 0) îñòàâèâ ïðè
ýòîì R2

k ñïðàâà , à òàêæå íåëüçÿ óâåëè÷èòü R2
k ñïðàâà íà íåêîòîðóþ, íå çàâèñÿùóþ îò

ε êîíñòàíòó, îñòàâèâ ïðè ýòîì A2
k − ε ñëåâà.

3) Ïðè êàæäîì öåëîì k ≥ 1 äëÿ êàæäîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε < B2
k è êàæäîãî èððàöè-

îíàëüíîãî α ∃∞ p, q ∈ Z òàêèõ, ÷òî

−1
L2
kq

2
<
p

q
− α < 1

(B2
k − ε) q2

. (13)

Áîëåå òîãî, íåëüçÿ ñîâñåì îòêàçàòüñÿ îò ε ñïðàâà (ò.å. ïîëîæèòü ε = 0) îñòàâèâ ïðè
ýòîì L2

k ñëåâà, à òàêæå íåëüçÿ óâåëè÷èòü L2
k ñëåâà íà íåêîòîðóþ, íå çàâèñÿùóþ îò ε

êîíñòàíòó, îñòàâèâ ïðè ýòîì B2
k − ε ñïðàâà .

Îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëèðîâêà äàííîé òåîðåìû ïðè k = 0 â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ ôîð-
ìóëèðîâêàìè òåîðåì 1 è 4, òàê ÷òî â ýòîì ñìûñëå íàøà òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ èõ ïðÿìûì
îáîáùåíèåì.

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì ñëåäñòâèÿ î âåëè÷èíå ôóíêöèè S(τ), ïîëó÷àþùèåñÿ ïðèìåíåíè-
åì òåîðåìû 8 ê òåîðåìàì 10 è 11.

Òåîðåìà 12. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ÷åòûðå óòâåðæäåíèÿ:

1) Ïðè êàæäîì τ ∈
[ √

5
1+
√
5
; 1
]
âåðíî, ÷òî S(τ) =

√
5. Åäèíñòâåííîé äîñòèæèìîé òî÷-

êîé íà ýòîì îòðåçêå ÿâëÿåòñÿ τ = 1. Ëåâàÿ ãðàíèöà îòðåçêà, íà êîòîðîì ñîáëþäàåòñÿ
óêàçàííûé çàêîí ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè S(τ), íåóëó÷øàåìà.
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2) Ïðè êàæäîì τ ∈
[
1
2
, 5+

√
3

12

]
âåðíî, ÷òî S(τ) = 2

√
3τ . Åäèíñòâåííîé äîñòèæèìîé

òî÷êîé íà ýòîì îòðåçêå ÿâëÿåòñÿ τ = 1
2
. Ïðàâàÿ ãðàíèöà îòðåçêà íåóëó÷øàåìà.

3) Ïóñòü ôèêñèðîâàíî íåêîòîðîå i ∈ {1, 2} è ïðîèçâîëüíîå öåëîå k ≥ 1. Òîãäà ïðè

êàæäîì τ ∈
[
Ai

k

Ri
k
;
Ai

k

Bi
k

]
âåðíî, ÷òî S(τ) = Aik. Åäèíñòâåííîé äîñòèæèìîé òî÷êîé íà ýòîì

îòðåçêå ÿâëÿåòñÿ τ =
Ai

k

Bi
k
. Ãðàíèöû ýòîãî îòðåçêà íåóëó÷øàåìû.

4) Ïóñòü ôèêñèðîâàíî íåêîòîðîå i ∈ {1, 2} è ïðîèçâîëüíîå öåëîå k ≥ 1. Òîãäà ïðè

êàæäîì τ ∈
[
Ai

k

Bi
k
;
Li
k

Bi
k

]
âåðíî, ÷òî S(τ) = Bi

kτ . Åäèíñòâåííîé äîñòèæèìîé òî÷êîé íà

ýòîì îòðåçêå ÿâëÿåòñÿ τ =
Ai

k

Bi
k
. Ãðàíèöû ýòîãî îòðåçêà íåóëó÷øàåìû.

Ïîéìåì, êàê óñòðîåíî ïîäìíîæåñòâî îòðåçêà, íà êîòîðîì òåîðåìà 12 äàåò òî÷íîå çíà-
÷åíèå ôóíêöèè S(τ). Ïóíêòû 1) è 2) íàõîäÿò ôóíêöèþ S(τ) îêîëî êîíöåâûõ òî÷åê ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî íàìè îòðåçêà.

Ïóíêòû 3) è 4) ïðè i = 1 íàõîäÿò S(τ) íà ñåìåéñòâå îòðåçêîâ
[
A1

k

R1
k
;
L1
k

B1
k

]
, êîòîðûå ñ ðîñòîì

k ñäâèãàþòñÿ âïðàâî, íèêîãäà íå ïåðåñåêàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì è ñõîäÿòñÿ ïðè k → ∞ ê
òî÷êå

√
5

1+
√
5
� ïðàâîé ãðàíèöå îòðåçêà èç ïåðâîãî ïóíêòà.

Ïóíêòû 3) è 4) ïðè i = 2 íàõîäÿò S(τ) íà ñåìåéñòâå îòðåçêîâ
[
A2

k

R2
k
;
L2
k

B2
k

]
, êîòîðûå ñ

ðîñòîì k ñäâèãàþòñÿ âëåâî, íèêîãäà íå ïåðåñåêàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì è ñõîäÿòñÿ ïðè k →∞
ê òî÷êå 5+

√
3

12
� ëåâîé ãðàíèöå îòðåçêà èç âòîðîãî ïóíêòà.

Êàê ðàñïîëîæåíû äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà ñåìåéñòâà îòðåçêîâ èç 3) è 4) ïóíêòà ïðè
i ðàâíûì îäíîìó è äâóì? Ýòè äâà ñåìåéñòâà îòðåçêîâ èìåþò îáùåå íà÷àëî, ò.å. îòðåçîê[
A2

1

R2
1
;
L2
1

B2
1

]
ñîâïàäàåò ñ îòðåçêîì

[
A1

1

R1
1
;
L1
1

B1
1

]
. Íî, ïðè k > 1, êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, îòðåçêè, îò-

âå÷àþùèå çíà÷åíèþ i = 1, íà÷èíàþò ñäâèãàòüñÿ âïðàâî, à îòðåçêè, îòâå÷àþùèå çíà÷åíèþ
i = 2, � âëåâî.

Ýòè çàêîíîìåðíîñòè ñõåìàòè÷íî îòðàæåíû íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå, ìàñøòàá íà êîòîðîì
íå ñîáëþäåí. Æèðíûìè îòìå÷åíû òî÷êè, â êîòîðûõ S(τ) äîñòèæèìî.

s12 5+
√
3

12 s1
√
5

1+
√
5

Ai
1

Ri
1

Li
1

Bi
1s

Ai
1

Bi
1

A2
2

R2
2

L2
2

B2
2s

A2
2

B2
2

A1
2

R1
2

L1
2

B1
2s

A1
2

B1
2 s r qsrq

Íàñêîëüêî áîëüøóþ ÷àñòü îòðåçêà
[
1
2
; 1
]
ïîêðûâàþò âûøåîïèñàííûå äâà ñåìåéñòâà îò-

ðåçêîâ? Ñëîæèâ äëèíû îòðåçêîâ
[
1
2
; 5+

√
3

12

]
,
[ √

5
1+
√
5
; 1
]
,
[
A2

k

R2
k
;
L2
k

B2
k

]
, ïðè k ∈ {1, 2, 3, 4}, à òàêæå[

A1
k

R1
k
;
L1
k

B1
k

]
, ïðè k ∈ {2, 3, 4, 5} , ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñóììà ðàâíà 0.49508 . . . , à çíà÷èò,

íàøè îòðåçêè ïîêðûâàþò áîëåå 99% îòðåçêà
[
1
2
; 1
]
, êàê è áûëî çàÿâëåíî âî ââåäåíèè.

Â çàêëþ÷åíèå äàííîãî ïàðàãðàôà íàì îñòàåòñÿ ñôîðìóëèðîâàòü íàøè ðåçóëüòàòû î
ôóíêöèè Ðîáèíñîíà R(ε).

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ìû ôîðìóëèðóåì íàéäåííóþ íàìè ñâÿçü äàííîé ôóíêöèè ñ óæå
èçó÷åííîé íàìè ôóíêöèåé S(τ).
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Òåîðåìà 13. Ïóñòü ε <
√
5 � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Ïîëîæèì

T (ε) =
{
τ > 0 :

(
S(τ) >

√
5− ε

)
èëè

(
S(τ) =

√
5− ε è äîñòèæèìî

)}
.

Ïîëîæèì t(ε) = inf T (ε). Òîãäà âåðíî, ÷òî R(ε) =
√
5−ε
t(ε)

.

Ê ñîæàëåíèþ, íàøèõ çíàíèé î ïîâåäåíèè ôóíêöèè S(τ) ïîêà íå õâàòàåò, ÷òîáû ñ ïî-
ìîùüþ òåîðåìû 13 äëÿ êàæäîãî ε â ÿâíîì âèäå âû÷èñëÿòü R(ε) èëè õîòÿ áû óêàçàòü
íàèáîëüøóþ êîíñòàíòó c â òåîðåìå 5.

Îäíàêî, âîñïîëüçîâàâøèñü èíûì, íåñêîëüêî ìåíåå ïðÿìûì ìåòîäîì, ìû ñìîãëè äîêà-
çàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó:

Òåîðåìà 14. Äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε <
√
5 âåðíî, ÷òî

R (ε) ≥ 1 +
√
5 +

(
10 + 2

√
5

45

)
ε2. (14)

Êîíñòàíòà ïåðåä ε2 îïòèìàëüíà â òîì ñìûñëå, ÷òî äëÿ ëþáîé c > 10+2
√
5

45
âåðíî, ÷òî

íàéäóòñÿ ñêîëü óãîäíî ìàëûå ïîëîæèòåëüíûå ε òàêèå, ÷òî R(ε) < 1 +
√
5 + cε2.

Âèäíî, ÷òî íàøà òåîðåìà, êàê óæå áûëî óïîìÿíóòî âî ââåäåíèè, çíà÷èòåëüíî ñèëüíåå
çàÿâëåííîé (íî íåâåðíî äîêàçàííîé!) Òîíãîì òåîðåìû 5.

Ñëåäóþùèé ïàðàãðàô ìû ïîñâÿòèì äîêàçàòåëüñòâàì âñåõ ñôîðìóëèðîâàííûõ çäåñü
òåîðåì. Â çàêëþ÷èòåëüíîì �4 ìû ñôîðìóëèðóåì íàøó ãèïîòåçó, êîòîðóþ ïîêà íå óäàëîñü
äîêàçàòü, î òîì, êàêèå åùå àíàëîãè òåîðåì Ãóðâèöà è Ðîáèíñîíà ñóùåñòâóþò è êàê âåäåò
ñåáÿ ôóíêöèÿ S(τ) íà îòðåçêå

[
1
2
; 1
]
.

3 Äîêàçàòåëüñòâà ðåçóëüòàòîâ

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ìû ïîñëåäîâàòåëüíî äîêàæåì âñå óòâåðæäåíèÿ, ñôîðìóëèðî-
âàííûå â �2. Äîêàçàòåëüñòâó êàæäîãî óòâåðæäåíèÿ ìû ïîñâÿòèì îòäåëüíûé ïîäïàðàãðàô.

3.1 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6

Ïóñòü íàì äàíî ïðîèçâîëüíîå èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî α è ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëü-
íîå ÷èñëî r. ßñíî, ÷òî íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî
ðàöèîíàëüíûõ ïðèáëèæåíèé p

q
, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó

0 <
p

q
− α < 1

rq2
(15)

òî íàéäåòñÿ è áåñêîíå÷íî ìíîãî ïîäõîäÿùèõ äðîáåé pn
qn
, óäîâëåòâîðÿþùèõ òîìó æå íåðà-

âåíñòâó.

16



Îòìåòèì, ÷òî ïîäõîäÿùàÿ äðîáü pn
qn

áîëüøå α òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n = 2m+ 1.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {q1, q3, q5, . . . } . Îáðàçóåì èç íåå íîâóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {Q1, Q2, Q3, . . . } ñëåäóþùèì îáðàçîì: ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ñîñåäíèìè ýëåìåíòàìè
q2m−1 è q2m+1 èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìû äîïèøåì ÷èñëà

q2m−1 + q2m, q2m−1 + 2q2m, . . . , q2m−1 + (a2m+1 − 1) · q2m = q2m+1 − q2m.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {P1, P2, P3, . . . }.
Ïðî ÷èñëà Pn

Qn
èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [9]), ÷òî, â íåêîòîðîì ñìûñëå, îíè è òîëüêî îíè

ÿâëÿþòñÿ íàèëó÷øèìè îäíîñòîðîííèìè ïðèáëèæåíèÿìè. Áîëåå ôîðìàëüíî, èçâåñòíî, ÷òî
äëÿ ëþáîãî n, ëþáîãî q, ëåæàùåãî ìåæäó Qn è Qn+1, è ëþáîãî p òàêîãî, ÷òî

p
q
> α âåðíî,

÷òî

0 <

(
Pn+1

Qn+1

− α
)
·Qn+1 <

(
Pn
Qn

− α
)
·Qn <

(
p

q
− α

)
· q (16)

Èòàê, ïóñòü p
q
� ïðîèçâîëüíîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó (15).

Ïóñòü Qn < q < Qn+1. Èç íåðàâåíñòâà (16) ñëåäóåò, ÷òî(
Pn
Qn

− α
)
·Q2

n <

(
p

q
− α

)
· q2 < 1

r
.

Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë p
q
, óäî-

âëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó (15), òî äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ n ÷èñëà Pn

Qn
óäîâëåòâîðÿþò òîìó

æå íåðàâåíñòâó. Ýòî åùå íå ñîâñåì òî, ÷òî ìû õîòåëè äîêàçàòü, òàê êàê â ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè {Q1, Q2, Q3, . . . } åñòü íå òîëüêî çíàìåíàòåëè ïîäõîäÿùèõ äðîáåé, íî è íåêîòîðûå
äðóãèå ÷èñëà.

Ïóñòü ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî Pn

Qn
óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (15). È ïóñòü ÷èñëî k òàêîâî,

÷òî Qn = q2m−1 + k · q2m. Ââåäåì ôóíêöèþ

f(k) =

(
p2m−1 + k · p2m
q2m−1 + k · q2m

− α
)
· (q2m−1 + k · q2m)2 .

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

f(k) = q22m ·
(
p2m
q2m
− α

)
· k2 + q2m−1 · q2m ·

(
p2m
q2m

+
p2m−1
q2m−1

− 2α

)
· k + q22m−1 ·

(
p2m−1
q2m−1

− α
)
.

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà âèäíî, ÷òî f(k) ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëîé, âåòâè êîòîðîé íàïðàâëå-
íû âíèç, ò.å. f(k) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ôóíêöèåé. Òàê êàê p2m−1

q2m−1
> α è p2m+1

q2m+1
> α, òî f(0) > 0

è f(a2m+1) > 0. Â ñèëó âûïóêëîñòè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî f(k) > 0 ïðè âñåõ k ∈ [0; a2m+1] , à
òàêæå ÷òî ìèíèìóì ôóíêöèè f(k) íà îòðåçêå [0; a2m+1] äîñòèãàåòñÿ â îäíîé èç äâóõ ãðà-
íè÷íûõ òî÷åê. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ïóñòü â ïðàâîé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî(

p2m+1

q2m+1

− α
)
· q22m+1 <

(
Pn
Qn

− α
)
·Q2

n <
1

r
,

÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî âñåé òåîðåìû.
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3.2 Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 1

Äàííîå ñëåäñòâèå âûòåêàåò èç òåîðåìû 6 ïðàêòè÷åñêè î÷åâèäíûì îáðàçîì. Äåéñòâè-
òåëüíî, ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî èððàöèîíàëüíîãî α, íåêîòîðîãî τ ≥ 0 è íåêîòîðîãî ïîëîæè-
òåëüíîãî c âåðíî, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë p

q
òàêèõ, ÷òî

−1
cq2

<
p

q
− α < τ

cq2
.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ÷òî ñóùåñòâóåò áåñ-
êîíå÷íî ìíîãî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë p

q
òàêèõ, ÷òî

−1
cq2

<
p

q
− α < 0.

Â ñèëó òåîðåìû 6 èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïîäõîäÿùèõ äðî-
áåé pn

qn
, óäîâëåòâîðÿþùèõ òîìó æå íåðàâåíñòâó.

À ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâà òåõ c, ñóïðåìóì ïî êîòîðûì áåðåòñÿ â
îïðåäåëåíèè âåëè÷èí S(τ) è Scont(τ), ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî
ñëåäñòâèÿ 1.

3.3 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7

Ìîíîòîííîå íåóáûâàíèå ïðàêòè÷åñêè î÷åâèäíî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü τ2 > τ1 è íåêîòî-
ðîå ïîëîæèòåëüíîå c ëåæèò â ìíîæåñòâå, ñóïðåìóì ïî êîòîðîìó áåðåòñÿ ïðè îïðåäåëåíèè
S(τ1). Ïîêàæåì, ÷òî îíî ëåæèò è â ìíîæåñòâå, ñóïðåìóì ïî êîòîðîìó áåðåòñÿ ïðè îïðå-
äåëåíèè S(τ2). Ýòî âåðíî, â ñèëó òîãî, ÷òî äëÿ ëþáîãî q âåðíî, ÷òî

τ1
cq2

<
τ2
cq2

.

Ðàâåíñòâî S(τ) = τS
(
1
τ

)
, âåðíîå äëÿ âñåõ τ > 0 äîêàçûâàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè òàê æå.

Íóæíî ëèøü çàìåòèòü, ÷òî(
∀α ∈ R\Q ∃∞ p, q ∈ Z òàêèõ, ÷òî

−1
cq2

<
p

q
− α < τ

cq2

)
⇔

⇔
(
∀α ∈ R\Q ∃∞ p, q ∈ Z òàêèõ, ÷òî

−τ
cq2

<
−p
q
− (−α) < 1

cq2

)
⇔

⇔
(
∀α′ ∈ R\Q ∃∞ p′, q ∈ Z òàêèõ, ÷òî

−1
1
τ
cq2

<
p′

q
− α′ <

1
τ

1
τ
cq2

)
,

à çíà÷èò, ÷èñëî c ëåæèò â ìíîæåñòâå, îïðåäåëÿþùåì S(τ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
÷èñëî c

τ
ëåæèò â ìíîæåñòâå, îïðåäåëÿþùåì S

(
1
τ

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî íåïðåðûâíîñòè S(τ) ìîæíî ïðîèçâåñòè íåïîñðåäñòâåííî, òàê æå, êàê
ìû äîêàçàëè ïðåäûäóùèå äâà óòâåðæäåíèÿ èç ýòîé òåîðåìû, íî ìû ïîñòóïèì áîëåå èçîù-
ðåííûì ñïîñîáîì, îáúÿñíèâ, ÷òî íåïðåðûâíîñòü ñëåäóåò èç óæå äîêàçàííûõ ñâîéñòâ. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðîé òî÷êå τ0 6= 0 ôóíêöèÿ S(τ) íå íåïðåðûâíà. Òàê
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êàê ýòà ôóíêöèÿ ìîíîòîííà, òî â òî÷êå τ0 îíà èìååò ëåâûé è ïðàâûå ïðåäåëû, êîòîðûå
ìû îáîçíà÷èì S(τ0 − 0) è S(τ0 + 0) ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì ïðàâûé ñòðîãî áîëüøå ëåâîãî.
Íî áëàãîäàðÿ óæå äîêàçàííîìó ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ äëÿ S(τ) ìû âèäèì, ÷òî

S

(
1

τ0
− 0

)
=
S(τ0 + 0)

τ0
>
S(τ0 − 0)

τ0
= S

(
1

τ0
+ 0

)
,

ò.å. ïðåäïîëîæåíèå î íàëè÷èè ó ôóíêöèè S(τ) ðàçðûâà â íåíóëåâîé òî÷êå ïðîòèâîðå÷èò
åå ìîíîòîííîñòè.

Íåïðåðûâíîñòü ýòîé ôóíêöèè â íóëå îáîñíîâûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ äîêàçàííîé Ñåãðå
òåîðåìû 2. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó ìîíîòîííîñòè íàøåé ôóíêöèè ìû ìîæåì óòâåðæäàòü,
÷òî

lim
τ→0+

S(τ) = lim
n→∞

S

(
1

n

)
= lim

n→∞

√
1 +

4

n
= 1,

ò.å. ÷òî ýòîò ïðåäåë ñîâïàäàåò ñ òî÷íûì çíà÷åíèåì S(0), ÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû 7.

3.4 Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 2

Ïóñòü 0 < τ1 < τ2. Â ñèëó ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè S(τ), à òàêæå óðàâíåíèÿ (6) âåðíî,
÷òî

S(τ1)

τ1
= S

(
1

τ1

)
≥ S

(
1

τ2

)
=
S(τ2)

τ2
.

3.5 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8

Äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîãî è âòîðîãî ïóíêòîâ ýòîé òåîðåìû áóäóò î÷åíü ïîõîæè ìåæ-
äó ñîáîé, îäíàêî äëÿ óäîáñòâà ìû ðåøèëè ïîñâÿòèòü êàæäîìó èç íèõ ñâîé îòäåëüíûé
ïîäïàðàãðàô.

3.5.1 Äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîãî ïóíêòà òåîðåìû 8

Èç ñïðàâåäëèâîñòè íåñèììåòðè÷íîãî àíàëîãà òåîðåìû Ãóðâèöà ñ ïàðàìåòðàìè A è B
ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî A ëåæèò â ìíîæåñòâå, ñóïðåìóì ïî êîòîðîìó áåðåòñÿ ïðè îïðåäåëåíèè
âåëè÷èíû S

(
A
B

)
, à íèêàêîå áîëüøåå ÷èñëî íå ëåæèò. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî S

(
A
B

)
= A è òî÷êà

A
B
ÿâëÿåòñÿ äîñòèæèìîé.
Èç ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè S(τ) òåïåðü ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ τ ∈

[
A
R
; A
B

]
âåðíî, ÷òî

S(τ) ≤ A. Ïîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü îáðàòíîãî íåðàâåíñòâà S(τ) ≥ A íà ýòîì îòðåçêå. Äëÿ
ýòîãî íàäî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî ε < A âåðíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî α ∈ R\Q ñóùåñòâóåò
áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë p

q
òàêèõ, ÷òî

−1
(A− ε) q2

<
p

q
− α < 1

A−ε
τ
q2
. (17)

Òàê êàê ïðè äàííîì âûáîðå τ âåðíî, ÷òî A−ε
τ

< R, òî ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà (17)
ñëåäóåò èç ñïðàâåäëèâîñòè ïðàâîãî àíàëîãà òåîðåìû Ðîáèíñîíà ñ ïàðàìåòðàìè A è R.
Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî S(τ) = A íà ðàññìàòðèâàåìîì îòðåçêå.
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Ïðåäïîëîæèì äîñòèæèìîñòü íåêîòîðîé òî÷êè τ ∈
[
A
R
; A
B

)
, ò.å. òîò ôàêò, ÷òî ïðè òàêîì

τ â (17) ìîæíî ïîäñòàâèòü ε = 0. Òàê êàê ïðè òàêîì τ , êîíå÷íî, A
τ
> B, òî ìû ïîëó÷à-

åì ïðîòèâîðå÷èå ñ íåñèììåòðè÷íûì àíàëîãîì òåîðåìû Ãóðâèöà ñ ïàðàìåòðàìè A è B,
óòâåðæäàþùèì, â ÷àòíîñòè, ÷òî êîíñòàíòà B íåóëó÷øàåìà. Òàêèì îáðàçîì, âñå òî÷êè
ðàññìàòðèâàåìîãî îòðåçêà çà èñêëþ÷åíèåì åãî ïðàâîé ãðàíèöû íåäîñòèæèìû.

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü îïòèìàëüíîñòü ëåâîé ãðàíèöû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì
ïîëîæèòåëüíîì δ < A

R
íåðàâåíñòâî (17) ñïðàâåäëèâî è ïðè τ = A

R
− δ. Ìîæíî ïðîâåðèòü,

÷òî ïðè ìàëûõ ε ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (17) áóäåò ïðåâîñõîäèòü R íà íåêîòîðóþ ôèê-
ñèðîâàííóþ, íå çàâèñÿùóþ îò ε âåëè÷èíó, ÷åãî íå ìîæåò áûòü â ñèëó ñïðàâåäëèâîñòè
ïðàâîãî àíàëîãà òåîðåìû Ðîáèíñîíà ñ ïàðàìåòðàìè A è R. Òàêèì îáðàçîì, ëåâàÿ ãðàíèöà
è ïðàâäà îïòèìàëüíà.

Ïåðâûé ïóíêò òåîðåìû 8 ïîëíîñòüþ äîêàçàí.

3.5.2 Äîêàçàòåëüñòâî âòîðîãî ïóíêòà òåîðåìû 8

Èç ñïðàâåäëèâîñòè íåñèììåòðè÷íîãî àíàëîãà òåîðåìû Ãóðâèöà ñ ïàðàìåòðàìè A è B
ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî A ëåæèò â ìíîæåñòâå, ñóïðåìóì ïî êîòîðîìó áåðåòñÿ ïðè îïðåäåëåíèè
âåëè÷èíû S

(
A
B

)
, à íèêàêîå áîëüøåå ÷èñëî íå ëåæèò. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî S

(
A
B

)
= A è òî÷êà

A
B
ÿâëÿåòñÿ äîñòèæèìîé.
Òåïåðü, èç ðàâåíñòâà S

(
A
B

)
= A ñ ïîìîùüþ ñëåäñòâèÿ 2 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñåõ

τ ∈
[
A
B
; L
B

]
âåðíî, ÷òî S(τ) ≤ Bτ.

Ïðîâåðèì òåïåðü ñïðàâåäëèâîñòü îáðàòíîãî íåðàâåíñòâà S(τ) ≥ Bτ íà ðàññìàòðèâà-
åìîì îòðåçêå. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî ε < Bτ âåðíî, ÷òî äëÿ
êàæäîãî α ∈ R\Q ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë p

q
òàêèõ, ÷òî

−1
(Bτ − ε) q2

<
p

q
− α < 1(

B − ε
τ

)
q2
. (18)

Òàê êàê ïðè äàííîì âûáîðå ïàðàìåòðîâ âåðíî, ÷òî Bτ − ε < L, òî ñïðàâåäëèâîñòü
íåðàâåíñòâà (18) âûòåêàåò èç ñïðàâåäëèâîñòè ëåâîãî àíàëîãà òåîðåìû Ðîáèíñîíà ñ ïàðà-
ìåòðàìè B è L.

Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî S(τ) = Bτ äëÿ âñåõ τ ∈
[
A
B
; L
B

]
.

Ïðåäïîëîæèì äîñòèæèìîñòü íåêîòîðîé òî÷êè τ ∈
(
A
B
; L
B

]
, ò.å. òîò ôàêò, ÷òî ïðè òàêîì

τ â (18) ìîæíî ïîäñòàâèòü ε = 0. Òàê êàê ïðè òàêîì τ , êîíå÷íî, Bτ > A, òî ìû ïî-
ëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ íåñèììåòðè÷íûì àíàëîãîì òåîðåìû Ãóðâèöà ñ ïàðàìåòðàìè A è
B, óòâåðæäàþùèì, â ÷àòíîñòè, ÷òî êîíñòàíòà A íåóëó÷øàåìà. Òàêèì îáðàçîì, âñå òî÷êè
ðàññìàòðèâàåìîãî îòðåçêà çà èñêëþ÷åíèåì åãî ëåâîé ãðàíèöû íåäîñòèæèìû.

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü îïòèìàëüíîñòü ïðàâîé ãðàíèöû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì
δ > 0 íåðàâåíñòâî (18) ñïðàâåäëèâî è ïðè τ = L

B
+ δ. Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè ìàëûõ ε

ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (18) áóäåò ïðåâîñõîäèòü L íà íåêîòîðóþ ôèêñèðîâàííóþ, íå çàâè-
ñÿùóþ îò ε âåëè÷èíó, ÷åãî íå ìîæåò áûòü â ñèëó ñïðàâåäëèâîñòè ëåâîãî àíàëîãà òåîðåìû
Ðîáèíñîíà ñ ïàðàìåòðàìè L è B. Òàêèì îáðàçîì, ëåâàÿ ãðàíèöà è ïðàâäà îïòèìàëüíà.

Âòîðîé ïóíêò òåîðåìû 8 ïîëíîñòüþ äîêàçàí, à âìåñòå ñ íèì � è âñÿ òåîðåìà.
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3.6 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 9

Ïóñòü α 6∈ Q � ïðîèçâîëüíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü. Èçâåñòíî, ÷òî íåïîëíûå
÷àñòíûå α ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà ïåðèîäè÷íû. Ïîëîæèì

α = [a0; a1, . . . , ak, c1, c2, . . . , cm] .

Îïðåäåëèì ïðè êàæäîì 1 ≤ i ≤ m âåëè÷èíû αi, α′i è Ci ñëåäóþùèì îáðàçîì

αi = [ci; ci+1, . . . , cm, c1, c2, . . . , cm] ,

α′i = [0; ci−1, . . . , c1, cm, cm−1, . . . , c1] ,

Ci = αi + α′i.

Ïðîèçâîäÿ ðàçðåçû ïî äîâîëüíî ñèëüíî óäàëåííûì îò íà÷àëà íåïîëíûì ÷àñòíûì ÷èñëà
α è ãëÿäÿ íà ôîðìóëó (5) íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ iA è iB âåðíî, ÷òî

A(α) = CiA , B(α) = CiB .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî A(α)
B(α)

∈ Q ìû äîêàæåì áîëåå îáùèé ôàêò î òîì, íà ñàìîì

äåëå ïðè âñåõ i, j âåðíî, ÷òî Ci

Cj
∈ Q. Äîêàçûâàòü ýòî ìû áóäåì ïðÿìîé ïðîâåðêîé ýêâèâà-

ëåíòíîãî, íî áîëåå ïðîñòîãî óòâåðæäåíèÿ î òîì, ÷òî ïðè êàæäîì i âåðíî, ÷òî Ci

Ci+1
∈ Q.

Èòàê, ïóñòü, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, i 6= m. Òîãäà

Ci
Ci+1

=
αi + α′i

αi+1 + α′i+1

=
αi + α′i
1

αi−ci +
1

α′i+ci

= −c2i + (αi − α′i) · ci + αiα
′
i. (19)

Èçâåñòíà òåîðåìà Ãàëóà (ñì. [10]), óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî ÷èñëà αi è −α′i ÿâëÿþòñÿ êîð-
íÿìè îäíîãî è òîãî æå êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, ò.å. îíè ñîïðÿ-
æåíû äðóã äðóãó. Ïî òåîðåìå Âèåòà, αi + (−α′i) è −αiα′i � ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà. Â ñèëó
öåïî÷êè ðàâåíñòâ (19) èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî Ci

Ci+1
� ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, ÷òî çàâåðøàåò

äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

3.7 Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ïåðâîãî ïóíêòà ýòîé ëåììû çàìåòèì, ÷òî ðàçðåçû, âåðõíèì ïðåäåëîì
êîòîðûõ áóäåò ÿâëÿòüñÿ âåëè÷èíà A(α1

k) âñåãäà äåëàþòñÿ ïî íåïîëíûì ÷àñòíûì ðàâíûì
åäèíèöå. Îäíàêî, ýòè åäèíèöû èìåþò ðàçëè÷íîå îêðóæåíèå, òàê ÷òî íàäî ïîíÿòü, ïî êàêîé
èìåííî åäèíèöå âíóòðè êàæäîãî ïåðèîäà 12k+1, 2 ëó÷øå ïðîèçâîäèòü ðàçðåç. Ñ ïîìîùüþ
ñòàíäàðòíûõ àðèôìåòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé (êîòîðûå ìû íà ïðîòÿæåíèè âñåé ñòàòüè âñåãäà
áóäåì îïóñêàòü, ÷òîáû íå óäëèíÿòü è áåç òîãî äëèííûé òåêñò) ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ðàçðåç
ëó÷øå ïðîèçâîäèòü ïî òåì åäèíèöàì, êîòîðûå íàèáîëåå ñèëüíî óäàëåíû îò ñîñåäñòâóþùèõ
ñ íèìè äâîåê.

Ïðè k = 2m òàêàÿ �öåíòðàëüíàÿ� åäèíèöà îäíà âíóòðè êàæäîãî ïåðèîäà. Ñäåëàâ ðàçðåç
ïî íåé óáåæäàåìñÿ, ÷òî

A
(
α1
2m

)
= 1 +

[
0; 12m, 2, 14m+1

]
+
[
0; 12m, 2, 14m+1

]
.
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Áëàãîäàðÿ ëåììàì 1 è 2 íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî òîëüêî ÷òî ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ
A (α1

2m) â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì âåëè÷èíû A1
2m.

Ñëó÷àé k = 2m+ 1 ðàçáèðàåòñÿ, â öåëîì, àíàëîãè÷íî. Ïðàâäà â íåì òàêèõ �öåíòðàëü-
íûõ� åäèíèö âíóòðè êàæäîãî ïåðèîäà áóäåò äâå, ðàçðåçû ïî êîòîðûì â ïðåäåëå àáñîëþòíî
ýêâèâàëåíòíû. Ñäåëàâ ðàçðåç ïî ëþáîé èç íèõ óáåæäàåìñÿ, ÷òî

A
(
α1
2m+1

)
= 1 +

[
0; 12m, 2, 14m+3

]
+
[
0; 12m+2, 2, 14m+3

]
,

÷òî, îïÿòü æå, â òî÷íîñòü ñîâïàäàåò ñ A1
2m+1, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììàìè 1 è 2.

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ âòîðîãî ðàâåíñòâà èç ýòîé ëåììû ìû çàìåòèì, ÷òî áîëüøèíñòâî ðàç-
ðåçîâ, âåðõíèé ïðåäåë êîòîðûõ áåðåòñÿ ïðè îïðåäåëåíèè âåëè÷èíû B (α1

k) äåëàþòñÿ ïî
íåïîëíûì ÷àñòíûì ðàâíûì åäèíèöå. Íî, âíóòðè êàæäîãî ïåðèîäà 12k+1, 2 åñòü ðîâíî îäèí
ðàçðåç ïî äâîéêå. Ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíûõ àðèôìåòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ ìîæíî ïðîâåðèòü,
÷òî èìåííî ýòîò ðàçðåç è áóäåò ñàìûì ëó÷øèì â ïðåäåëå. Òî åñòü

B
(
α1
k

)
= 2 +

[
0; 12k+1, 2

]
+
[
0; 12k+1, 2

]
.

Âèäíî, ÷òî ýòî âûðàæåíèå â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì B1
k.

Ðàâåíñòâà 3) è 4) íàñòîÿùåé ëåììû ìîæíî ïðîâåðèòü ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì: äåéñòâè-
òåëüíî, òàê êàê äëÿ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è ñóùåñòâóåò �çàìêíóòàÿ� ôîðìóëà Áèíå, òî è äëÿ
÷èñåë τ 1k ìû èìååì ïîëíîñòüþ �çàìêíóòóþ� ôîðìóëó. Îñòàëîñü �ëèøü� óïðîñòèòü åå äî
òðåáóåìîãî â ëåììå âèäà.

3.8 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 10

Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû áóäåò îñíîâàíî íà ñëåäóþùåé èäåå: ìû áóäåì ðàçáèâàòü
âñå èððàöèîíàëüíûå α íà êëàññû, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, âñòðå÷àåòñÿ ëè êàêàÿ-òî çàäàí-
íàÿ êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñðåäè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåïîëíûõ
÷àñòíûõ α áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç èëè íåò. Äëÿ êàæäîãî âûäåëåííîãî êëàññà ìû ñ ïîìî-
ùüþ íåïîñðåäñòâåííîãî ïîäñ÷åòà ïî ôîðìóëå (5) óáåäèìñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî α èç äàííîãî
êëàññà íåðàâåíñòâà (7)-(9) âåðíû. À ïîñëå ïðèâåäåì ïðèìåð íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ α, äëÿ
êîòîðûõ ýòè íåðàâåíñòâà íå ìîãóò áûòü óñèëåíû.

Èòàê, ïðèñòóïèì. Ïóñòü α = [b0; a1, b1, . . . , an, bn, . . . ].

Ñëó÷àé 1. ∃∞ an ≥ 3.
Â ýòîì ñëó÷àå, äåëàÿ ðàçðåçû ïî òàêèì an, êîòîðûå íå ìåíüøå òðîéêè, ìû óáåæäàåìñÿ,

÷òî A(α) ≥ 3. Âèäèì, ÷òî äëÿ òàêèõ α íåðàâåíñòâà (7)-(9) âåðíû, òàê êàê òî÷íîñòü òîëüêî
÷òî íàéäåííûõ ïðèáëèæåíèé íàìíîãî ëó÷øå òðåáóåìîé â òåîðåìå 10. Äåéñòâèòåëüíî,

3 >
√
5 = lim

m→∞
L1
m = lim

m→∞
A1
m,

à çíà÷èò, â ñèëó âîçðàñòàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé L1
m è A1

m âåðíî, ÷òî ïðè êàæäîì ôèê-
ñèðîâàííîì k ∈ N âåðíî, ÷òî 3 > L1

k, è 3 > A1
k, è óæ òåì áîëåå, 3 > A1

k − ε. Â äàëüíåéøåì,
ïîäîáíûå ìåñòà ìû áóäåì ðàñïèñûâàòü ìåíåå ïîäðîáíî.

Èòàê, ìû ïðîâåðèëè, ÷òî äëÿ òåõ α, êîòîðûå ïîäïàäàþò ïîä ñëó÷àé 1 íåðàâåíñòâà (7)-
(9) âåðíû. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òàêèå α, êîòîðûå ýòîìó ñëó÷àþ
íå óäîâëåòâîðÿþò.
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Ñëó÷àé 2. ∃∞ bn ≥ 3.
Â ýòîì ñëó÷àå, äåëàÿ ðàçðåçû ïî òàêèì bn, êîòîðûå íå ìåíüøå òðîéêè, ìû óáåæäàåìñÿ,

÷òî B(α) ≥ 3 + 1
2+1

+ 1
2+1

= 11
3
, òàê êàê ñîñåäñòâóþùèå ñ òàêèìè bn ÷èñëà an è an+1 íå

ìîãóò áûòü áîëüøå äâîéêè â ñèëó ñëó÷àÿ 1.
Òàê êàê 11

3
> 3.464101... = B1

0 � ïåðâîãî ÷ëåíà óáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
B1

0 , R
1
1, B

1
1 , R

1
2, B

1
2 , . . . , òî è äëÿ òàêèõ α íåðàâåíñòâà (7)-(9) âåðíû. Â äàëüíåéøåì ìû

áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òàêèå α, êîòîðûå íå óäîâëåòâîðÿþò ïåðâûì äâóì ñëó÷àÿì.

Ñëó÷àé 3. ∃∞ an = 2.
Â ýòîì ñëó÷àå, äåëàÿ ðàçðåçû ïî òàêèì an, êîòîðûå ðàâíû äâîéêå, ìû óáåæäàåìñÿ, ÷òî

A(α) ≥ 2 + 1
2+1

+ 1
2+1

= 8
3
. Îïÿòü æå, òàê êàê 8

3
>
√
5, òî íåðàâåíñòâà (7)-(9) âåðíû è äëÿ

òàêèõ α.

Ïîñëå ðàçáîðà ýòèõ òðåõ ñëó÷àåâ íàì îñòàëîñü ïðîâåðèòü íåðàâåíñòâà (7)-(9) òîëüêî
äëÿ

α = [b0; a1, b1, . . . , an, bn, . . . ], òàêèõ, ÷òî ∃N ∈ N : ∀n > N an = 1, bn ∈ {1, 2}. (20)

Êàæäîå èç íåðàâåíñòâ (7)-(9) äëÿ òàêèõ ÷èñåë ìû áóäåì äîêàçûâàòü íåìíîãî ïî-ðàçíîìó.
Äîêàçàòåëüñòâó êàæäîãî èç íèõ ìû ïîñâÿòèì îòäåëüíûé ïîäïàðàãðàô.

3.8.1 Äîêàçàòåëüñòâî ñïðàâåäëèâîñòè íåðàâåíñòâà (7)

Èòàê, ïóñòü ôèêñèðîâàíî íåêîòîðîå öåëîå k ≥ 0. Ïóñòü α èìååò âèä (20). Äîêàçàòåëüñòâî
îïÿòü áóäåò ïîñòðîåíî íà ðàçáîðå íåñêîëüêèõ ñëó÷àåâ.

Ñëó÷àé 1. Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè bn ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ñîñåäíèõ äâîåê,
ðàçäåëåííûõ íå áîëåå ÷åì (k − 1)-îé åäèíèöåé.

Äàííûé ñëó÷àé ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî åñëè k > 0. Åñëè æå k = 0, òî ñðàçó
ïåðåõîäèì ê ðàçáîðó ñëó÷àÿ 2.

Èòàê, ïóñòü k > 0. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîèçâîäÿ ðàçðåçû ïî òàêèì äîñòàòî÷íî óäàëåííûì
îò íà÷àëà äâîéêàì ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (5) ìîæíî ïîëó÷èòü íåêîòîðóþ íèæíþþ îöåíêó
íà âåëè÷èíó B(α). Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê ðàçðåç äîñòàòî÷íî óäàëåí îò íà÷àëà, òî ìû ìî-
æåì ñ÷èòàòü, ÷òî â åãî îêðåñòíîñòè ðàâåíñòâà èç (20) óæå âûïîëíÿþòñÿ. Íåòðóäíî ïîíÿòü,
÷òî íàèõóäøèì òàêîå ïðèáëèæåíèå áóäåò òîãäà, êîãäà ñîñåäñòâóþùèå äâîéêè ðàçäåëåíû
â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè bn ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûì êîëè÷åñòâîì åäèíèö. Â íàøåì ñëó÷àå
ýòî k − 1. Ïðè ýòîì â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåïîëíûõ ÷àñòíûõ ÷èñëà α òàêèå äâîéêè áó-
äóò ðàçäåëåíû (2k − 1)-îé åäèíèöåé, òàê êàê ìû ñ÷èòàåì, ÷òî âñå an ðàâíû åäèíèöå â
îêðåñòíîñòè ðàçðåçà. Êðîìå òîãî, ýòî ïðèáëèæåíèå áóäåò íàèõóäøèì, åñëè êðîìå äâóõ
âûøåóïîìÿíóòûõ äâîåê äðóãèõ äâîåê â îêðåñòíîñòè ðàçðåçà íåò. Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî
â ýòîì ñëó÷àå.

B(α) ≥ 2 +
[
0; 12k−1, 2, 1

]
+
[
0; 1
]
.

Ïðèìåíèâ ëåììó 1, ýòî íåðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü â áîëåå ÿâíîì âèäå ñëåäóþùèì
îáðàçîì:
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B(α) ≥ 3 +
√
5

2
+
F2k−1

(
3+
√
5

2

)
+ F2k−2

F2k

(
3+
√
5

2

)
+ F2k−1

.

C ïîìîùüþ àðèôìåòè÷åñêèõ ïîäñ÷åòîâ ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî èç òîëüêî ÷òî ïîëó÷åí-
íîé íèæíåé îöåíêè âåëè÷èíû B(α) ñëåäóåò, ÷òî ïðè êàæäîì k ≥ 1 âåðíî, ÷òî B(α) > B1

k,
èç ÷åãî, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî íåðàâåíñòâî (7) âåðíî äëÿ òàêèõ α.

Ñëó÷àé 2. Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè bn ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî äâîåê, ëèáî
ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ñîñåäíèõ äâîåê, ðàçäåëåííûõ ïî êðàéíåé ìåðå (k + 1)-îé
åäèíèöåé.

Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì äåéñòâîâàòü àíàëîãè÷íî, òîëüêî ðàçðåçàòü ìû áóäåì ïî òàêèì
an = 1 êîòîðûå äàëüøå âñåãî îò ñîñåäñòâóþùèõ ñ íèìè äâîåê. Êàê è ðàíåå, áóäåì ïðåä-
ïîëàãàòü, ÷òî â îêðåñòíîñòè ðàçðåçà ðàâåíñòâà èç (20) óæå âûïîëíÿþòñÿ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ
íèæíåé îöåíêè äëÿ A(α) íàì ïîòðåáóåòñÿ ðàññìîòðåòü îòäåëüíî ñëó÷àè ÷åòíîãî è íå÷åò-
íîãî k.

Ïóñòü k = 2m. Â ýòîì ñëó÷àå ó íàñ åñòü áåñêîíå÷íî ìíîãî áëîêîâ äëèíû õîòÿ áû
2m + 1 èç åäèíè÷íûõ bn. À çíà÷èò, ñäåëàâ ðàçðåç ïî îäíîé èç äâóõ an, ñîñåäñòâóþùèõ ñ
öåíòðàëüíîé åäèíèöåé â òàêîì áëîêå, ìû ìîæåì äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî ñ îäíîé ñòîðîíû îò
íåå áóäåò õîòÿ áû 2m åäèíèö, à ñ äðóãîé � õîòÿ áû 2m+2. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî òàêîå
ïðèáëèæåíèå áóäåò èìåòü íàèõóäøóþ òî÷íîñòü, êîãäà âñå îñòàëüíûå bn ðàâíÿþòñÿ äâîéêå.
Òî åñòü â ýòîì ñëó÷àå

A(α) ≥ 1 +
[
0; 12m, 2, 1

]
+
[
0; 12m+2, 2, 1

]
.

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 1 ìû çàïèøåì ýòî íåðàâåíñòâî â ÿâíîì âèäå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A(α) ≥ 1 +
F2m

(
1 +
√
3
)
+ F2m−1

F2m+1

(
1 +
√
3
)
+ F2m

+
F2m+2

(
1 +
√
3
)
+ F2m+1

F2m+3

(
1 +
√
3
)
+ F2m+2

.

Åñëè æå k = 2m+ 1, òî ñ ïîìîùüþ àíàëîãè÷íûõ ðàññóæäåíèé ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

A(α) ≥ 1 + 2 ·
[
0; 12m+2, 2, 1

]
= 1 + 2 ·

F2m+2

(
1 +
√
3
)
+ F2m+1

F2m+3

(
1 +
√
3
)
+ F2m+2

.

Ñ ïîìîùüþ íåïîñðåäñòâåííûõ âû÷èñëåíèé ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî âíå çàâèñèìîñòè îò
÷åòíîñòè k ≥ 0 ïîëó÷åííàÿ íèæíÿÿ îöåíêà âåëè÷èíû A(α) âñåãäà âëå÷åò íåðàâåíñòâî
A(α) > A1

k, à çíà÷èò íåðàâåíñòâî (7) âåðíî è äëÿ òàêèõ α.

Çàìåòèì, ÷òî åäèíñòâåííûìè èððàöèîíàëüíûìè α, äëÿ êîòîðûõ íåðàâåíñòâî (7) âñå
åùå íå äîêàçàíî, ÿâëÿþòñÿ òîëüêî òàêèå α, íåïîëíûå ÷àñòíûå êîòîðûõ ñîâïàäàþò ñ íåïîë-
íûìè ÷àñòíûìè α1

k íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà è, âîçìîæíî, ñ íåêîòîðûì ñäâèãîì ÷åò-
íîé äëèíû. Äëÿ òàêèõ α âåðíî, ÷òî A(α) = A1

k, B(α) = B1
k, îäíàêî, èç ýòîãî åùå íå ñëåäóåò,

÷òî äëÿ íèõ âåðíî íåðàâåíñòâî (7), òàê êàê ñòðåìëåíèå ê îáîèì ýòèì âåðõíèì ïðåäåëàì
ìîæåò áûòü ñíèçó. Ïîêàæåì, ÷òî íà ñàìîì äåëå õîòÿ áû ê îäíîìó èç íèõ (à íà ñàìîì
äåëå - âñåãäà ðîâíî ê îäíîìó) ïðîèñõîäèò ñâåðõó. Íàì áóäåò óäîáíî îáîçíà÷èòü íåïîëíûå
÷àñòíûå òàêîãî α ñëåäóþùèì îáðàçîì: α = [a0; a1, a2, . . . , a2m, 12k+1, 2].
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Íàì òàêæå ïîòðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ôîðìàëüíóþ áåñêîíå÷íóþ â îáå ñòîðîíû ñòðîêó
β = [. . . , b−1, b0, b1, . . . ] = [12k+1, 2; 12k+1, 2], ýëåìåíòû êîòîðîé ïðîíóìåðîâàíû öåëûìè
÷èñëàìè, à òî÷êà ñ çàïÿòîé â íåé �ðàçäåëÿåò� b2m è b2m+1.

Ââåäåì äâå âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùèå ðàçëè÷èå ìåæäó α è β.
Ïóñòü σ1 � ìàêñèìàëüíûé íîìåð â [0; 2m], äëÿ êîòîðîãî aσ1 6= bσ1 . Íàïðèìåð, åñëè

a2m 6= 2, òî σ1 = 2m. Åñëè a2m = 2, íî a2m−1 6= 1, òî σ1 = 2m − 1. Åñëè æå òàêîãî íîìåðà
íåò, òî ïîëîæèì σ1 = −1.

Åñëè σ1 6= −1, òî ïîëîæèì σ2 = 1 åñëè bσ1 > aσ1 , è ïîëîæèì σ2 = 0 åñëè bσ1 < aσ1 . Åñëè
σ1 = −1, òî ïîëîæèì σ2 = 1.

Òî, êàêàÿ èç äâóõ ÷àñòåé íåðàâåíñòâà (7) âûïîëíÿåòñÿ â äàííîì ñëó÷àå çàâèñèò îò
÷åòíîñòè σ1 + σ2. Íàïðèìåð, ïî ôîðìóëå (5) íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî åñëè σ1 + σ2 ÷åòíî,
òî äåëàÿ ðàçðåçû ïî êàæäîé äâîéêå â ïåðèîäå, ò.å. ðàññìàòðèâàÿ âåëè÷èíû λ2m+n(2k+2)−1
ïðè n ∈ N, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

λ2m+n(2k+2)−1 = 2 +
[
0; 12k+1, 2

]
+
[
0; (12k+1, 2)n−1 , 12k+1, a2m, . . . , a1, a0

]
>

> 2 +
[
0; 12k+1, 2

]
+
[
0; 12k+1, 2

]
= B1

k.

À çíà÷èò, åñëè σ1 + σ2 ÷åòíî, òî íåðàâåíñòâî (7) âåðíî äëÿ òàêèõ α.
Àíàëîãè÷íî, åñëè σ1 + σ2 íå÷åòíî, òî äåëàÿ ðàçðåçû ïî íàèáîëåå öåíòðàëüíîé åäèíèöå

ñ íå÷åòíûì èíäåêñîì âíóòðè êàæäîãî ïåðèîäà, ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå
λn áîëüøå A1

k, à çíà÷èò, íåðàâåíñòâî (7) âåðíî è äëÿ òàêèõ α.
Èòàê, ïîñëå ðàçáîðà âñåõ ýòèõ ñëó÷àåâ ìû äîêàçàëè ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà (7)

äëÿ êàæäîãî èððàöèîíàëüíîãî α.

3.8.2 Äîêàçàòåëüñòâî íåóëó÷øàåìîñòè íåðàâåíñòâà (7)

Äîêàçàòåëüñòâî íåóëó÷øàåìîñòè ÿâëÿåòñÿ íåñëîæíûì ñëåäñòâèåì òîëüêî ÷òî ïðèâå-
äåííûõ ðàññóæäåíèé. Íàì ïîòðåáóåòñÿ ðàññìîòðåòü äâà ÷èñëà, íåïîëíûå ÷àñòíûå êîòîðûõ
íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà è, âîçìîæíî, ïîñëå ÷åòíîãî ñäâèãà, ñîâïàäàþò ñ íåïîëíûìè
÷àñòíûìè α1

k. Îäíî èç íèõ � ñ ÷åòíîé ñóììîé σ1 + σ2, à äðóãîå � ñ íå÷åòíîé. Íàïðèìåð,
ìîæíî ðàññìîòðåòü ÷èñëà α1

k + 1 è α1
k − 1 ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåðàâåíñòâî (7) óëó÷øàåìî, ò.å. ïðè íåêîòîðîì k â íåì ìîæíî óñè-
ëèòü îäíó èç ãðàíèö. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ïóñòü ëåâóþ. Òî åñòü äëÿ íåêîòîðîãî
ε > 0 âåðíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî èððàöèîíàëüíîãî α ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ÷èñåë
p, q ∈ Z òàêèõ, ÷òî

−1
(A1

k + ε) q2
<
p

q
− α < 1

B1
kq

2
. (21)

Ïðèäåì ê ïðîòèâîðå÷èþ, ïîêàçàâ, ÷òî ýòî íå âåðíî äëÿ ÷èñëà α1
k − 1. Äåéñòâèòåëüíî,

â ñèëó òåîðåìû 6 äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ïîäõîäÿùèå äðîáè. Òàê êàê
A(α1

k − 1) = A1
k < A1

k + ε, òî ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî p, q ∈ Z òàêèõ, ÷òî

−1
(A1

k + ε) q2
<
p

q
− α < 0.

Òàê êàê äëÿ α1
k − 1 ñóììà σ1 + σ2 íå÷åòíà, òî, êàê áûëî ôàêòè÷åñêè îáîñíîâàíî ïðè

ðàçáîðå ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî p, q ∈ Z òàêèõ, ÷òî

0 <
p

q
− α < 1

B1
kq

2
.
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À çíà÷èò, äëÿ ÷èñëà α1
k−1 íåðàâåíñòâî (21) íå âûïîëíÿåòñÿ, ò.å. ëåâàÿ ãðàíèöà íåðàâåíñòâà

(7) íå óëó÷øàåìà.
Àíàëîãè÷íî, ñ ïîìîùüþ ÷èñëà α1

k+1 ñ ÷åòíîé ñóììîé σ1+σ2 ìîæíî ïðîâåðèòü íåóëó÷-
øàåìîñòü ïðàâîé ãðàíèöû íåðàâåíñòâà (7).

3.8.3 Äîêàçàòåëüñòâî ñïðàâåäëèâîñòè íåðàâåíñòâà (8)

Èòàê, ïóñòü ôèêñèðîâàíî íåêîòîðîå öåëîå k ≥ 1 è íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ε < A1
k.

Êàê óæå áûëî óïîìÿíóòî, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü (8) òîëüêî äëÿ òåõ α, êîòîðûå èìåþò âèä
(20). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîòðåáóåòñÿ ðàññìîòðåòü íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.

Ñëó÷àé 1. Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè bn ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî äâîåê, ëèáî
ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ñîñåäíèõ äâîåê, ðàçäåëåííûõ ïî êðàéíåé ìåðå (k + 1)-îé
åäèíèöåé.

Ýòîò ñëó÷àé óæå èçó÷àëñÿ â �3.8.1, ãäå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ òàêèõ α âåðíî, ÷òî
A(α) > A1

k. Ýòî îáîñíîâûâàåò äëÿ òàêèõ α ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà (8), òàê êàê, êî-
íå÷íî, A1

k > A1
k − ε.

Åñëè óñëîâèÿ ñëó÷àÿ 1 íå âåðíû, òî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè bn áåñêîíå÷íî ìíîãî äâîåê,
ðàññòîÿíèÿ èç åäèíèö ìåæäó êîòîðûìè íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà íå ïðåâîñõîäÿò k.
Àïðèîðè, âîçìîæíû äâå ðàçëè÷íûå ñèòóàöèè:

Ñëó÷àé 2. Ðàññòîÿíèÿ èç åäèíèö ìåæäó ñîñåäíèìè äâîéêàìè â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
bn íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà âñåãäà ðàâíû k.

Â ýòîì ñëó÷àå íåïîëíûå ÷àñòíûå α ñîâïàäàþò ñ íåïîëíûìè ÷àñòíûìè α1
k íà÷èíàÿ ñ

íåêîòîðîãî ìîìåíòà è, âîçìîæíî, ñ íåêîòîðûì ñäâèãîì ÷åòíîé äëèíû, è A(α) = A1
k >

> A1
k − ε, òàê ÷òî äëÿ òàêèõ α íåðàâåíñòâî (8) âåðíî.

Ñëó÷àé 3. Ðàññòîÿíèÿ èç åäèíèö ìåæäó ñîñåäíèìè äâîéêàìè â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
bn áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç íå ïðåâîñõîäÿò k − 1.

Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü n1, n2, . . . � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ ýòèõ �áëèç-
êèõ� äâîåê â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè bn. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì äîñòàòî÷íî ïî-
êàçàòü, ÷òî íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà âñå ðàçðåçû ïî ýòèì äâîéêàì èìåþò òî÷íîñòü
ëó÷øå, ÷åì R1

k. Èíà÷å ãîâîðÿ, íàäî ïîêàçàòü, ÷òî λ2ni−1 > R1
k íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî i.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî è âïðàâäó âåðíî, òàê êàê λ2ni−1 ìîæíî, î÷åâèäíî, îöåíèòü ñíèçó
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ìèíèìàëüíûì λ2ni−1 áóäåò òîãäà, êîãäà ðàññòîÿíèå èç bn = 1 ìåæäó
êàæäûìè ñîñåäíèìè äâîéêàìè áóäåò êàê ìîæíî áîëüøèì. Òàê êàê ìû ðàçðåçàåì ïî îäíîé
èç �áëèçêèõ� äâîåê, òî îäíî èç ðàññòîÿíèé íóæíî ïîëîæèòü ðàâíûì k−1, âñå æå îñòàëüíûå
ðàññòîÿíèÿ íè÷åãî íå ìåøàåò íàì ïîëîæèòü ðàâíûìè k (ðàññòîÿíèÿ äëèííîé áîëüøå k
çàïðåùåíû ðàññìîòðåíèåì ïðåäûäóùèõ ñëó÷àåâ). Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ áîëüøèõ i
âåðíî, ÷òî

λ2ni−1 > 2 +
[
0; 12k−1, 2, 12k+1, 2

]
+
[
0; 12k+1, 2

]
.

Íåðàâåíñòâî è ïðàâäà ñòðîãîå, òàê êàê ïàð �áëèçêèõ� äâîåê â íàøåé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè íåïîëíûõ ÷àñòíûõ áåñêîíå÷íî ìíîãî, â òî âðåìÿ êàê äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýòîé îöåíêè ìû
ïðåäïîëîæèëè, ÷òî îíà îäíà.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ïîëó÷åííîé îöåíêè â òî÷íîñòè ðàâíà R1
k, ÷òî è

çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ñïðàâåäëèâîñòè íåðàâåíñòâà (8) äëÿ âñåõ α.
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3.8.4 Äîêàçàòåëüñòâî íåóëó÷øàåìîñòè íåðàâåíñòâà (8)

Äîêàçàòåëüñòâî íåóëó÷øàåìîñòè íåðàâåíñòâà (8) áóäåì ïðîâîäèòü â äâà øàãà.
Íà ïåðâîì, áîëåå ëåãêîì øàãå, ìû ïîêàæåì, ÷òî â ëåâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (8) íåëüçÿ

ïîëîæèòü ε = 0. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû áûëî ìîæíî, òî ëåâàÿ ÷àñòü (8) ñîâïàëà áû ñ
ëåâîé ÷àñòüþ (7), à ïðàâàÿ ÷àñòü áûëà áû ñèëüíåå, òàê êàê ïðè êàæäîì öåëîì k ≥ 1 âåðíî,
÷òî R1

k > B1
k. À ýòî áû ïðîòèâîðå÷èëî óæå äîêàçàííîé íåóëó÷øàåìîñòè íåðàâåíñòâà (7).

Íà âòîðîì, áîëåå ñëîæíîì øàãå, ìû ïîêàæåì, ÷òî íè ïðè êàêîì öåëîì k ≥ 1 ïðàâóþ
÷àñòü íåðàâåíñòâà (8) íåëüçÿ óëó÷øèòü òàê, ÷òîáû ýòî óëó÷øåíèå íå çàâèñåëî îò ε.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì öåëîì k ≥ 1 ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå
δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε < A1

k è êàæäîãî èððàöèîíàëüíîãî α
âåðíî, ÷òî íàéäåòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî p, q ∈ Z òàêèõ, ÷òî

−1
(A1

k − ε) q2
<
p

q
− α < 1

(R1
k + δ) q2

. (22)

Îïðåäåëèì ïðè êàæäîì r ∈ N ÷èñëî α1
k,r ñëåäóþùèì îáðàçîì:

α1
k,r = [2; 12k−1, 2, (12k+1, 2)r]

Èñõîäÿ èç ðàññóæäåíèé â �3.8.3, íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü B(α1
k,r) óáû-

âàåò ñ ðîñòîì r è ñòðåìèòñÿ ê R1
k ïðè r → ∞. Â ÷àñòíîñòè, íàéäåòñÿ òàêîå m, ÷òî

B(α1
k,m) < R1

k + δ. ßñíî, ÷òî A(α1
k,m) < A(α1

k) = A1
k. Â ÷àñòíîñòè, íàéäåòñÿ òàêîå ïîëî-

æèòåëüíîå ε < A1
k, ÷òî A(α

1
k,m) < A1

k − ε.
Âèäèì, ÷òî äëÿ òàêîãî âûáîðà ïàðàìåòðîâ íåðàâåíñòâî (22) íå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî

äëÿ α1
k,m, òàê êàê A(α

1
k,m) < A1

k−ε è B(α1
k,m) < R1

k+δ. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò
îáîñíîâàíèå íåóëó÷øàåìîñòè íåðàâåíñòâà (8).

3.8.5 Äîêàçàòåëüñòâî ñïðàâåäëèâîñòè íåðàâåíñòâà (9)

Èòàê, ïóñòü ôèêñèðîâàíî íåêîòîðîå öåëîå k ≥ 0 è íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ε < B1
k.

Êàê óæå áûëî óïîìÿíóòî, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü (9) òîëüêî äëÿ òåõ α, êîòîðûå èìåþò âèä
(20). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîòðåáóåòñÿ ðàññìîòðåòü íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.

Ñëó÷àé 1. Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè bn ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ñîñåäíèõ äâîåê,
ðàçäåëåííûõ íå áîëåå ÷åì (k − 1)-îé åäèíèöåé.

Äàííûé ñëó÷àé ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî åñëè k > 0. Åñëè æå k = 0, òî ñðàçó
ïåðåõîäèì ê ðàçáîðó ñëó÷àÿ 2.

Èòàê, ïóñòü k > 0. Ýòîò ñëó÷àé óæå èçó÷àëñÿ â �3.8.1, ãäå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ
òàêèõ α âåðíî, ÷òî B(α) > B1

k. Ýòî îáîñíîâûâàåò äëÿ òàêèõ α ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà
(9), òàê êàê, êîíå÷íî, B1

k > B1
k − ε.

Åñëè óñëîâèÿ ñëó÷àÿ 1 íå âåðíû, òî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè bn ëèáî êîíå÷íîå ÷èñëî
äâîåê, ëèáî áåñêîíå÷íîå, íî ðàññòîÿíèÿ èç åäèíèö ìåæäó ñîñåäíèìè äâîéêàìè íà÷èíàÿ ñ
íåêîòîðîãî ìîìåíòà íå ìåíüøå k. Àïðèîðè, âîçìîæíû äâå ðàçëè÷íûå ñèòóàöèè:
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Ñëó÷àé 2. Ðàññòîÿíèÿ èç åäèíèö ìåæäó ñîñåäíèìè äâîéêàìè â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
bn íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà âñåãäà ðàâíû k.

Â ýòîì ñëó÷àå íåïîëíûå ÷àñòíûå α ñîâïàäàþò ñ íåïîëíûìè ÷àñòíûìè α1
k íà÷èíàÿ ñ

íåêîòîðîãî ìîìåíòà è, âîçìîæíî, ñ íåêîòîðûì ñäâèãîì ÷åòíîé äëèíû, è B(α) = B1
k >

> B1
k − ε, òàê ÷òî äëÿ òàêèõ α íåðàâåíñòâî (9) âåðíî.

Ñëó÷àé 3. Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè bn ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî áëîêîâ äëèíû k+1
èç åäèíèö.

Ðàçáîð ýòîãî ñëó÷àÿ áóäåò ïðîèñõîäèòü íåìíîãî ïî-ðàçíîìó â çàâèñèìîñòè îò òîãî,
÷åòíî èëè íå÷åòíî k.

Ïóñòü k = 2m � ÷åòíî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç n1, n2, . . . ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ ýòèõ
�öåíòðàëüíûõ� åäèíèö â áëîêàõ èç (2m + 1)-îé åäèíèöû. Áóäåì ïðîèçâîäèòü ðàçðåçû ïî
ani+1 � îäíîé èç äâóõ an, íàèáîëåå áëèçêèõ ê bni

. Èíà÷å ãîâîðÿ, áóäåì ðàññìàòðèâàòü
âåëè÷èíû λ2ni

.
Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî

ìîìåíòà âñå λ2ni
áîëüøå L1

2m.
Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî è âïðàâäó âåðíî. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó âûáîðà èíäåêñà ðàç-

ðåçàíèÿ ÿñíî, ÷òî âëåâî îò ðàçðåçà ñòîÿò êàê ìèíèìóì 2m + 2 åäèíèöû (m + 1 èç bn è
m + 1 èç an), à ñïðàâà � 2m åäèíèö. Ìèíèìàëüíûì λ2ni

áóäåò òîãäà, êîãäà îñòàâøèåñÿ
bn áóäóò äâîéêàìè êàê ìîæíî ÷àùå. Òàê êàê ìû óæå ìèíîâàëè ïðåäûäóùèå ñëó÷àè, òî
ñàìàÿ ÷àñòàÿ ðàññòàíîâêà äâîåê, êîòîðóþ íàì íóæíî ðàññìîòðåòü ýòî 2m åäèíèö â ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè bn ìåæäó êàæäûìè äâóìÿ äâîéêàìè. Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ áîëüøèõ
i âåðíî, ÷òî

λ2ni
> 1 +

[
0; 12m, 2, 14m+1, 2

]
+
[
0; 12m+2, 2, 14m+1, 2

]
.

Íåðàâåíñòâî è ïðàâäà ñòðîãîå, òàê êàê áëîêîâ èç (k + 1)-îé åäèíèöû â ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè bn áåñêîíå÷íî ìíîãî, â òî âðåìÿ êàê äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýòîé îöåíêè ìû ïðåäïîëîæèëè,
÷òî îí îäèí.

Ñ ïîìîùüþ ëåìì 1 è 2 íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ïîëó÷åííîé îöåíêè â
òî÷íîñòè ðàâíà L1

2m, ÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ñïðàâåäëèâîñòè íåðàâåíñòâà (8) äëÿ
âñåõ α ïðè k = 2m.

Ïóñòü k = 2m + 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç n1, n2, . . . ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ ëåâîé èç
äâóõ �öåíòðàëüíûõ� åäèíèö â áëîêàõ èç (2m+2)-óõ åäèíèö. Ðàññóæäàÿ àáñîëþòíî àíàëî-
ãè÷íî òîìó, êàê ìû ðàññóæäàëè â ñëó÷àå ÷åòíîãî k, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ áîëüøèõ i
âåðíî, ÷òî

λ2ni
> 1 +

[
0; 12m+2, 2, 14m+3, 2

]
+
[
0; 12m+2, 2, 14m+3, 2

]
.

Ñ ïîìîùüþ ëåìì 1 è 2 íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ïîëó÷åííîé îöåíêè â òî÷-
íîñòè ðàâíà L1

2m+1, ÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ñïðàâåäëèâîñòè íåðàâåíñòâà (9) äëÿ
âñåõ α è ïðè k = 2m+ 1.

Èòàê, âíå çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè k, íåðàâåíñòâî (9) ïîëíîñòüþ äîêàçàíî.

3.8.6 Äîêàçàòåëüñòâî íåóëó÷øàåìîñòè íåðàâåíñòâà (9)

Äîêàçàòåëüñòâî íåóëó÷øàåìîñòè íåðàâåíñòâà (9) áóäåì ïðîâîäèòü â äâà øàãà.
Íà ïåðâîì, áîëåå ëåãêîì øàãå, ìû ïîêàæåì, ÷òî â ïðàâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (9) íåëüçÿ

ïîëîæèòü ε = 0. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû áûëî ìîæíî, òî ïðàâàÿ ÷àñòü (9) ñîâïàëà áû ñ
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ïðàâîé ÷àñòüþ (7), à ëåâàÿ ÷àñòü áûëà áû ñèëüíåå, òàê êàê ïðè êàæäîì öåëîì k ≥ 0 âåðíî,
÷òî L1

k > A1
k. À ýòî áû ïðîòèâîðå÷èëî óæå äîêàçàííîé íåóëó÷øàåìîñòè íåðàâåíñòâà (7).

Íà âòîðîì, áîëåå ñëîæíîì øàãå, ìû ïîêàæåì, ÷òî íè ïðè êàêîì öåëîì k ≥ 0 ëåâóþ
÷àñòü íåðàâåíñòâà (9) íåëüçÿ óëó÷øèòü òàê, ÷òîáû ýòî óëó÷øåíèå íå çàâèñåëî îò ε.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì öåëîì k ≥ 0 ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå
δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε < B1

k è êàæäîãî èððàöèîíàëüíîãî α
âåðíî, ÷òî íàéäåòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî p, q ∈ Z òàêèõ, ÷òî

−1
(L1

k + δ) q2
<
p

q
− α < 1

(B1
k − ε) q2

. (23)

Îïðåäåëèì ïðè êàæäîì l ∈ N ÷èñëî α1
k,l ñëåäóþùèì îáðàçîì:

α1
k,l = [2; 12k+3, 2, (12k+1, 2)l]

Èñõîäÿ èç ðàññóæäåíèé â �3.8.5, íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü A(α1
k,l) óáû-

âàåò ñ ðîñòîì l è ñòðåìèòñÿ ê L1
k ïðè l → ∞. Â ÷àñòíîñòè, íàéäåòñÿ òàêîå m, ÷òî

A(α1
k,m) < L1

k + δ. ßñíî, ÷òî B(α1
k,m) < B(α1

k) = B1
k. Â ÷àñòíîñòè, íàéäåòñÿ òàêîå ïîëî-

æèòåëüíîå ε < B1
k, ÷òî B(α1

k,m) < B1
k − ε.

Âèäèì, ÷òî äëÿ òàêîãî âûáîðà ïàðàìåòðîâ íåðàâåíñòâî (23) íå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî
äëÿ α1

k,m, òàê êàê A(α
1
k,m) < L1

k+δ è B(α1
k,m) < B1

k−ε. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò
îáîñíîâàíèå íåóëó÷øàåìîñòè íåðàâåíñòâà (9).

3.9 Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 8

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ïåðâîãî ïóíêòà ýòîé ëåììû çàìåòèì, ÷òî ðàçðåçû, âåðõíèì ïðåäåëîì
êîòîðûõ áóäåò ÿâëÿòüñÿ âåëè÷èíà A(α2

k) âñåãäà äåëàþòñÿ ïî íåïîëíûì ÷àñòíûì ðàâíûì
åäèíèöå. Îäíàêî, ýòè åäèíèöû èìåþò ðàçëè÷íîå îêðóæåíèå, òàê ÷òî íàäî ïîíÿòü, ïî êà-
êîé èìåííî åäèíèöå âíóòðè êàæäîãî ïåðèîäà (1, 2)k, 1, 1 ëó÷øå ïðîèçâîäèòü ðàçðåç. Ñ
ïîìîùüþ ñòàíäàðòíûõ àðèôìåòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ðàçðåç ëó÷øå
ïðîèçâîäèòü ïî òåì åäèíèöàì, êîòîðûå ñîñåäñòâóþò òîëüêî ñ îäíîé äâîéêîé. Ðàçðåçû ïî
âñåì òàêèì åäèíèöàì àáñîëþòíî ýêâèâàëåíòíû â ïðåäåëå. Ñäåëàâ ðàçðåç ïî îäíîé èç íèõ
óáåæäàåìñÿ, ÷òî

A
(
α2
k

)
= 1 +

[
0; 1, (1, 2)k, 1, 1

]
+ [0; (2, 1)k, 1, (1, 2)k, 1, 1].

Áëàãîäàðÿ ëåììå 6 âèäíî, ÷òî ýòî âûðàæåíèå â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì
âåëè÷èíû A2

k.

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ âòîðîãî ðàâåíñòâà èç ýòîé ëåììû ìû çàìåòèì, ÷òî öåïî÷êó ðàâåíñòâ

B(α2
0) = B

(
1 +
√
5

2

)
=
√
5 = B2

0

íåòðóäíî ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííî, òàê ÷òî ïðîèçâåäåì äîêàçàòåëüñòâî â ñëó÷àå k ≥ 1.
C ïîìîùüþ ñòàíäàðòíûõ àðèôìåòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ðàçðåçû,

âåðõíèé ïðåäåë êîòîðûõ áåðåòñÿ ïðè îïðåäåëåíèè âåëè÷èíû B (α2
k) äåëàþòñÿ ïî �íàèáî-

ëåå� öåíòðàëüíîé äâîéêå âíóòðè êàæäîãî ïåðèîäà (1, 2)k, 1, 1. Íàì ïðèäåòñÿ ðàññìîòðåòü
îòäåëüíî ñëó÷àé ÷åòíîãî è íå÷åòíîãî k.
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Ïðè k = 2m + 1 òàêàÿ �öåíòðàëüíàÿ� äâîéêà îäíà âíóòðè êàæäîãî ïåðèîäà. Ñäåëàâ
ðàçðåç ïî íåé óáåæäàåìñÿ, ÷òî

B
(
α2
2m+1

)
= 2 +

[
0; (1, 2)m, 1, 1, (1, 2)2m+1, 1, 1

]
+
[
0; (1, 2)m, 1, 1, (1, 2)2m+1, 1, 1

]
.

Áëàãîäàðÿ ëåììàì 5 è 6 íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî òîëüêî ÷òî ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ
B
(
α2
2m+1

)
â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì âåëè÷èíû B2

2m+1.
Ñëó÷àé k = 2m ðàçáèðàåòñÿ, â öåëîì, àíàëîãè÷íî. Ïðàâäà â íåì òàêèõ �öåíòðàëü-

íûõ� äâîåê âíóòðè êàæäîãî ïåðèîäà áóäåò äâå, ðàçðåçû ïî êîòîðûì â ïðåäåëå àáñîëþòíî
ýêâèâàëåíòíû. Ñäåëàâ ðàçðåç ïî ëþáîé èç íèõ óáåæäàåìñÿ, ÷òî

B
(
α2
2m

)
= 2 +

[
0; (1, 2)m, 1, 1, (1, 2)2m, 1, 1

]
+
[
0; (1, 2)m−1, 1, 1, (1, 2)2m, 1, 1

]
,

÷òî, îïÿòü æå, â òî÷íîñòü ñîâïàäàåò ñ B2
2m, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììàìè 5 è 6.

Ðàâåíñòâà 3) è 4) íàñòîÿùåé ëåììû ìîæíî ïðîâåðèòü ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì: äåéñòâè-
òåëüíî, òàê êàê äëÿ ÷èñåë Qk ñóùåñòâóåò �çàìêíóòàÿ� ôîðìóëà (10), òî è äëÿ ÷èñåë τ 2k ìû
èìååì ïîëíîñòüþ �çàìêíóòóþ� ôîðìóëó. Îñòàëîñü �ëèøü� óïðîñòèòü åå äî òðåáóåìîãî â
ëåììå âèäà.

3.10 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 11

Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû áóäåò, â öåëîì, î÷åíü áëèçêî ê äîêàçàòåëüñòâó î÷åíü
ïîõîæåé è äîêàçàííîé ðàíåå òåîðåìû 10.

Òàê êàê ñðàçó ïîñëå ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû 11 áûëî îòìå÷åíî, ÷òî ïðè k = 0 îíà
ñîâïàäàåò ñ óæå äîêàçàííûìè òåîðåìàìè 1 è 4, òî è ðàçáèðàòü ýòîò ñëó÷àé ìû çäåñü íå
áóäåì, à îãðàíè÷èìñÿ äîêàçàòåëüñòâîì ýòîé òåîðåìû òîëüêî ïðè k ≥ 1.

Èòàê, ïðèñòóïèì. Ïóñòü α = [b0; a1, b1, . . . , an, bn, . . . ].

Ñëó÷àé 1. ∃∞ an ≥ 3.
Â ýòîì ñëó÷àå, äåëàÿ ðàçðåçû ïî òàêèì an, êîòîðûå íå ìåíüøå òðîéêè, ìû óáåæäàåìñÿ,

÷òî A(α) ≥ 3. Âèäèì, ÷òî äëÿ òàêèõ α íåðàâåíñòâà (11)-(13) âåðíû, òàê êàê òî÷íîñòü òîëü-
êî ÷òî íàéäåííûõ ïðèáëèæåíèé íàìíîãî ëó÷øå òðåáóåìîé â òåîðåìå 11. Äåéñòâèòåëüíî,
3 >

√
5 = A2

0 � ïåðâîãî ÷ëåíà óáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè A2
0, L

2
1, A

2
1, L

2
2, A

2
2, . . . , à

çíà÷èò, â ñèëó óáûâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé L1
m è A1

m âåðíî, ÷òî ïðè êàæäîì ôèêñèðî-
âàííîì k ≥ 1 âåðíî, ÷òî 3 > L2

k, è 3 > A2
k, è óæ òåì áîëåå, 3 > A2

k − ε.
Èòàê, ìû ïðîâåðèëè, ÷òî äëÿ òåõ α, êîòîðûå ïîäïàäàþò ïîä ñëó÷àé 1 íåðàâåíñòâà

(11)-(13) âåðíû. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òàêèå α, êîòîðûå ýòîìó
ñëó÷àþ íå óäîâëåòâîðÿþò.

Ñëó÷àé 2. ∃∞ bn ≥ 3.
Â ýòîì ñëó÷àå, äåëàÿ ðàçðåçû ïî òàêèì bn, êîòîðûå íå ìåíüøå òðîéêè, ìû óáåæäàåìñÿ,

÷òî B(α) ≥ 3 + 1
2+1

+ 1
2+1

= 11
3
, òàê êàê ñîñåäñòâóþùèå ñ òàêèìè bn ÷èñëà an è an+1 íå

ìîãóò áûòü áîëüøå äâîéêè â ñèëó ñëó÷àÿ 1.
Òàê êàê

11

3
> 2
√
3 = lim

m→∞
R2
m = lim

m→∞
B2
m
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è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü B2
0 , R

2
0, B

2
1 , R

2
1, . . . âîçðàñòàåò, òî ïðè êàæäîì k ≥ 1 âåðíî, ÷òî

11
3
> R2

k è
11
3
> B2

k. À çíà÷èò, è äëÿ òàêèõ α íåðàâåíñòâà (11)-(13) âåðíû. Â äàëüíåéøåì
ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òàêèå α, êîòîðûå íå óäîâëåòâîðÿþò ïåðâûì äâóì ñëó÷àÿì.

Ñëó÷àé 3. ∃∞ an = 2.
Â ýòîì ñëó÷àå, äåëàÿ ðàçðåçû ïî òàêèì an, êîòîðûå ðàâíû äâîéêå, ìû óáåæäàåìñÿ, ÷òî

A(α) ≥ 2+ 1
2+1

+ 1
2+1

= 8
3
. Îïÿòü æå, òàê êàê 8

3
>
√
5, òî íåðàâåíñòâà (11)-(13) âåðíû è äëÿ

òàêèõ α.

Ïîñëå ðàçáîðà ýòèõ òðåõ ñëó÷àåâ íàì îñòàëîñü ïðîâåðèòü íåðàâåíñòâà (11)-(13) òîëüêî
äëÿ

α = [b0; a1, b1, . . . , an, bn, . . . ], òàêèõ, ÷òî ∃N ∈ N : ∀n > N an = 1, bn ∈ {1, 2}. (24)

Êàæäîå èç íåðàâåíñòâ (11)-(13) äëÿ òàêèõ ÷èñåë ìû áóäåì äîêàçûâàòü íåìíîãî ïî-ðàçíîìó.
Äîêàçàòåëüñòâó êàæäîãî èç íèõ ìû ïîñâÿòèì îòäåëüíûé ïîäïàðàãðàô.

3.10.1 Äîêàçàòåëüñòâî ñïðàâåäëèâîñòè íåðàâåíñòâà (11)

Èòàê, ïóñòü ôèêñèðîâàíî íåêîòîðîå öåëîå k ≥ 1. Ïóñòü α èìååò âèä (24). Äîêàçàòåëüñòâî
îïÿòü áóäåò ïîñòðîåíî íà ðàçáîðå íåñêîëüêèõ ñëó÷àåâ.

Ñëó÷àé 1. Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè bn ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ñîñåäíèõ åäèíèö,
ðàçäåëåííûõ íå áîëåå ÷åì (k − 1)-îé äâîéêîé.

Îáîçíà÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ òàêèõ áëèçêèõ ïàð bn = 1 ÷åðåç ni è ni + si.
Ïðè÷åì ôîðìóëèðîâêîé ðàññìàòðèâàåìîãî íàìè ñëó÷àÿ ãàðàíòèðóåòñÿ, ÷òî si ≤ k − 1.

Â ýòîì ñëó÷àå ïðîèçâîäÿ ðàçðåçû ïî ani+1, ñîñåäñòâóþùèì ñ bni
= 1, ñ ïîìîùüþ ôîð-

ìóëû (5) ìîæíî ïîëó÷èòü íåêîòîðóþ íèæíþþ îöåíêó íà âåëè÷èíó A(α).
Äåéñòâèòåëüíî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ðàçðåç äîñòàòî÷íî óäàëåí îò íà÷àëà, òî åñòü ìû

ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî â åãî îêðåñòíîñòè ðàâåíñòâà èç (24) óæå âûïîëíÿþòñÿ. Íåòðóäíî
ïîíÿòü, ÷òî íàèõóäøèì òàêîå ïðèáëèæåíèå áóäåò òîãäà, êîãäà âåëè÷èíà si ìàêñèìàëüíà,
à äðóãèõ åäèíèö êðîìå bni

è bni+si â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè bn íåò. Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî â
ýòîì ñëó÷àå.

A(α) ≥ 1 +
[
0; (2, 1)k−1, 1, 1, 2

]
+
[
0; 1, 1, 2, 1

]
.

Ïðèìåíèâ ëåììó 5, ýòî íåðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü â áîëåå ÿâíîì âèäå ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

A(α) ≥ 3 +
√
3

3
+


2Gk−1

(
3+
√
3

3

)
+Gk−1 −Gk−2

(Gk −Gk−1)
(

3+
√
3

3

)
+Gk−1

−1 − 1

 .

C ïîìîùüþ àðèôìåòè÷åñêèõ ïîäñ÷åòîâ ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî èç òîëüêî ÷òî ïîëó÷åí-
íîé íèæíåé îöåíêè âåëè÷èíû A(α) ñëåäóåò, ÷òî ïðè êàæäîì k ≥ 1 âåðíî, ÷òî A(α) > A2

k,
èç ÷åãî, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî íåðàâåíñòâî (11) âåðíî äëÿ òàêèõ α.
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Ñëó÷àé 2. Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè bn ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî åäèíèö, ëèáî
ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ñîñåäíèõ åäèíèö, ðàçäåëåííûõ ïî êðàéíåé ìåðå (k + 1)-îé
äâîéêîé.

Â ýòîì ñëó÷àå íàì ãàðàíòèðóåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî áëîêîâ äëèíû k+1
èç bn = 2. Áóäåì ïðîèçâîäèòü ðàçðåçû ïî �íàèáîëåå öåíòðàëüíîé� äâîéêå â òàêîì áëîêå.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íèæíåé îöåíêè äëÿ B(α) íàì ïîòðåáóåòñÿ ðàññìîòðåòü îòäåëüíî ñëó÷àè
÷åòíîãî è íå÷åòíîãî k.

Ïóñòü k = 2m. Â ýòîì ñëó÷àå òàêàÿ öåíòðàëüíàÿ äâîéêà â êàæäîì áëîêå äëèíû k + 1
ðîâíî îäíà. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî íàèõóäøèì ðàçðåç ïî íåé áóäåò òîãäà, êîãäà âñå bn âíå
ðàññìàòðèâàåìîãî íàìè áëîêà ðàâíû åäèíèöå. Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî â ýòîì
ñëó÷àå

B(α) ≥ 2 +
[
0; (1, 2)m, 1

]
+
[
0; (1, 2)m, 1

]
.

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 5 ìû çàïèøåì ýòî íåðàâåíñòâî â ÿâíîì âèäå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

B(α) ≥ 2 + 2 ·
2Gm

(
1+
√
5

2

)
+Gm −Gm−1

(Gm+1 −Gm)
(

1+
√
5

2

)
+Gm

.

Åñëè æå k = 2m + 1, òî ñ ïîìîùüþ àíàëîãè÷íûõ ðàññóæäåíèé ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
ðàçðåç ïî îäíîé èç äâóõ öåíòðàëüíûõ äâîåê â áëîêå äëèíû 2m + 2 äàåò íàì ñëåäóþùóþ
îöåíêó:

B(α) ≥ 2 +
[
0; (1, 2)m+1, 1

]
+
[
0; (1, 2)m, 1

]
.

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 5 ìû ìîæåì çàïèñàòü ýòî íåðàâåíñòâî â ÿâíîì âèäå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

B(α) ≥ 2 +
2Gm+1

(
1+
√
5

2

)
+Gm+1 −Gm

(Gm+2 −Gm+1)
(

1+
√
5

2

)
+Gm+1

+
2Gm

(
1+
√
5

2

)
+Gm −Gm−1

(Gm+1 −Gm)
(

1+
√
5

2

)
+Gm

.

Ñ ïîìîùüþ íåïîñðåäñòâåííûõ âû÷èñëåíèé ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî âíå çàâèñèìîñòè îò
÷åòíîñòè k ≥ 1 ïîëó÷åííàÿ íèæíÿÿ îöåíêà âåëè÷èíû B(α) âñåãäà âëå÷åò íåðàâåíñòâî
B(α) > B2

k, à çíà÷èò, íåðàâåíñòâî (11) âåðíî è äëÿ òàêèõ α.

Çàìåòèì, ÷òî åäèíñòâåííûìè èððàöèîíàëüíûìè α, äëÿ êîòîðûõ íåðàâåíñòâî (11) âñå
åùå íå äîêàçàíî, ÿâëÿþòñÿ òîëüêî òàêèå α, íåïîëíûå ÷àñòíûå êîòîðûõ ñîâïàäàþò ñ íåïîë-
íûìè ÷àñòíûìè α2

k íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà è, âîçìîæíî, ñ íåêîòîðûì ñäâèãîì ÷åò-
íîé äëèíû. Äëÿ òàêèõ α âåðíî, ÷òî A(α) = A2

k, B(α) = B2
k, îäíàêî, èç ýòîãî åùå íå ñëåäóåò,

÷òî äëÿ íèõ âåðíî íåðàâåíñòâî (11), òàê êàê ñòðåìëåíèå ê îáîèì ýòèì âåðõíèì ïðåäåëàì
ìîæåò áûòü ñíèçó.

Íà ñàìîì äåëå, àáñîëþòíî òàê æå, êàê ìû ñäåëàëè ýòî ïðè äîêàçàòåëüñòâå àíàëîãè÷-
íîãî ìåñòà â òåîðåìå 10, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ òàêèõ α ñòðåìëåíèå ê îäíîìó èç ýòèõ
ïðåäåëîâ âñåãäà ïðîèñõîäèò ñâåðõó, à ê äðóãîìó � ñíèçó. Òî, ê êàêîìó æå èç äâóõ ïðåäåëîâ
ïðîèñõîäèò ñòðåìëåíèå ñâåðõó, îïðåäåëÿåòñÿ ÷åòíîñòüþ ñóììû âåëè÷èí σ1 è σ2, êîòîðûå
îïðåäåëÿþòñÿ àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî òîìó, êàê îíè îïðåäåëÿëèñü â äîêàçàòåëüñòâå òåîðå-
ìû 10, ñ òåì ëèøü îòëè÷èåì, ÷òî òåïåðü ìû ñðàâíèâàåì íåïîëíûå ÷àñòíûå α ñ ýëåìåíòàìè
áåñêîíå÷íîé â îáå ñòîðîíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè β = [(1, 2)k , 1, 1; (1, 2)k , 1, 1].

Èòàê, ïîñëå ðàçáîðà âñåõ ýòèõ ñëó÷àåâ ìû äîêàçàëè ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà (11)
äëÿ êàæäîãî èððàöèîíàëüíîãî α.
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3.10.2 Äîêàçàòåëüñòâî íåóëó÷øàåìîñòè íåðàâåíñòâà (11)

Äîêàçàòåëüñòâî íåóëó÷øàåìîñòè ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî òî÷ü-â-òî÷ü òåì æå îáðàçîì,
êàê ìû äîêàçàëè íåóëó÷øàåìîñòü íåðàâåíñòâà (7). Äëÿ ýòîãî íàì íóæíî ðàññìîòðåòü äâà
ýêâèâàëåíòíûõ α2

k ÷èñëà. Îäíî � ñ ÷åòíîé ñóììîé σ1+σ2, à äðóãîå � ñ íå÷åòíîé. Â äàííîì
ñëó÷àå ìû ìîãëè áû ðàññìîòðåòü ÷èñëà α2

k + 1 è α2
k − 1 ñîîòâåòñòâåííî.

3.10.3 Äîêàçàòåëüñòâî ñïðàâåäëèâîñòè íåðàâåíñòâà (12)

Èòàê, ïóñòü ôèêñèðîâàíî íåêîòîðîå öåëîå k ≥ 1 è íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ε < A2
k.

Êàê óæå áûëî óïîìÿíóòî, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü (12) òîëüêî äëÿ òåõ α, êîòîðûå èìåþò âèä
(24). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîòðåáóåòñÿ ðàññìîòðåòü íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.

Ñëó÷àé 1. Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè bn ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ñîñåäíèõ åäèíèö,
ðàçäåëåííûõ íå áîëåå ÷åì (k − 1)-îé äâîéêîé.

Ýòîò ñëó÷àé óæå èçó÷àëñÿ â �3.10.1, ãäå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ òàêèõ α âåðíî, ÷òî
A(α) > A2

k. Ýòî îáîñíîâûâàåò äëÿ òàêèõ α ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà (12), òàê êàê,
êîíå÷íî, A2

k > A2
k − ε.

Åñëè óñëîâèÿ ñëó÷àÿ 1 íå âåðíû, òî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè bn ëèáî ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî
åäèíèö, ëèáî êîëè÷åñòâî åäèíèö áåñêîíå÷íî, íî íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà ëþáûå
äâå òàêèå åäèíèöû ðàçäåëåíû õîòÿ áû k äâîéêàìè. Àïðèîðè, âîçìîæíû äâå ðàçëè÷íûå
ñèòóàöèè:

Ñëó÷àé 2. Ðàññòîÿíèÿ èç äâîåê ìåæäó ñîñåäíèìè åäèíèöàìè â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
bn íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà âñåãäà ðàâíû k.

Â ýòîì ñëó÷àå íåïîëíûå ÷àñòíûå α ñîâïàäàþò ñ íåïîëíûìè ÷àñòíûìè α2
k íà÷èíàÿ ñ

íåêîòîðîãî ìîìåíòà è, âîçìîæíî, ñ íåêîòîðûì ñäâèãîì ÷åòíîé äëèíû, è A(α) = A2
k >

> A2
k − ε, òàê ÷òî äëÿ òàêèõ α íåðàâåíñòâî (12) âåðíî.

Ñëó÷àé 3. Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè bn ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî áëîêîâ äëèíû k+1
èç äâîåê.

Ðàçáîð äàííîãî ñëó÷àÿ áóäåò ïðîèñõîäèòü íåìíîãî ïî-ðàçíîìó â çàâèñèìîñòè îò òîãî,
÷åòíî èëè íå÷åòíî k.

Ïóñòü k = 2m. Îáîçíà÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ �öåíòðàëüíûõ� äâîåê â êàæäîì
áëîêå ÷åðåç ni. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ðàçðåç ïî bni

, ò.å. âåëè÷èíà λ2ni
, áóäåò íàèõóäøèì

åñëè âåðíî ñëåäóþùåå. Âî-ïåðâûõ, ýòîò áëîê áóäåò èìåòü äëèíó ðîâíî 2m+ 1, à ñîñåäíèå
ñ íèì bn áóäóò ðàâíû åäèíèöå. Âî-âòîðûõ, âíå ýòîãî áëîêà åäèíèöû â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
bn áóäóò ïîÿâëÿòüñÿ êàê ìîæíî ÷àùå. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëå bn = 1 áóäåò
ñòîÿòü ðîâíî 2m bn = 2, à ïîñëå � ñíîâà bn = 1.

Òàêèì îáðàçîì ìû äîêàçàëè, ÷òî äëÿ áîëüøèõ i âåðíî, ÷òî

λ2ni
> 2 +

[
0; (1, 2)m, 1, 1, (1, 2)2m, 1, 1

]
+
[
0; (1, 2)m, 1, 1, (1, 2)2m, 1, 1

]
.

Íåðàâåíñòâî è ïðàâäà ñòðîãîå, òàê êàê â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè bn ïî ïðåäïîëîæåíèþ âñòðå-
÷àåòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî áëîêîâ äëèíû 2m+1 èç bn = 2, â òî âðåìÿ êàê àáçàöåì ðàíåå áû
îãðóáèëè âû÷èñëåíèÿ, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî òàêîé áëîê ðîâíî îäèí.
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Ñ ïîìîùüþ ëåìì 5 è 6 íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà èç ïðåäû-
äóùåãî àáçàöà â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ âåëè÷èíîé R2

2m. Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî (12)
ïîëíîñòüþ îáîñíîâàííî â ñëó÷àå k = 2m.

Åñëè æå k = 2m + 1, òî îáîçíà÷èâ ÷åðåç ni ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, íàïðèìåð, ëåâûõ èç
äâóõ öåíòðàëüíûõ bn = 2 â êàæäîì áëîêå äëèíû 2m+2 è ðàññóæäàÿ ïîñëå ýòîãî àáñîëþòíî
àíàëîãè÷íî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

λ2ni
> 2 +

[
0; (1, 2)m+1, 1, 1, (1, 2)2m+1, 1, 1

]
+
[
0; (1, 2)m, 1, 1, (1, 2)2m+1, 1, 1

]
è íåðàâåíñòâî è âïðàâäó ñòðîãîå.

Ñ ïîìîùüþ ëåìì 5 è 6 íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà èç ïðåäû-
äóùåãî àáçàöà â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ âåëè÷èíîé R2

2m+1. Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî (12)
ïîëíîñòüþ îáîñíîâàííî è â ñëó÷àå k = 2m+ 1.

Èòàê, âíå çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè k íåðàâåíñòâî (12) ïîëíîñòüþ äîêàçàíî.

3.10.4 Äîêàçàòåëüñòâî íåóëó÷øàåìîñòè íåðàâåíñòâà (12)

Äîêàçàòåëüñòâî íåóëó÷øàåìîñòè íåðàâåíñòâà (12) áóäåì ïðîâîäèòü â äâà øàãà.
Íà ïåðâîì, áîëåå ëåãêîì øàãå, ìû ïîêàæåì, ÷òî â ëåâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (12) íåëüçÿ

ïîëîæèòü ε = 0. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû áûëî ìîæíî, òî ëåâàÿ ÷àñòü (12) ñîâïàëà áû ñ
ëåâîé ÷àñòüþ (11), à ïðàâàÿ ÷àñòü áûëà áû ñèëüíåå, òàê êàê ïðè êàæäîì öåëîì k ≥ 1 âåðíî,
÷òî R2

k > B2
k. À ýòî áû ïðîòèâîðå÷èëî óæå äîêàçàííîé íåóëó÷øàåìîñòè íåðàâåíñòâà (11).

Íà âòîðîì, áîëåå ñëîæíîì øàãå, ìû ïîêàæåì, ÷òî íè ïðè êàêîì öåëîì k ≥ 1 ïðàâóþ
÷àñòü íåðàâåíñòâà (12) íåëüçÿ óëó÷øèòü òàê, ÷òîáû ýòî óëó÷øåíèå íå çàâèñåëî îò ε.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì öåëîì k ≥ 1 ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå
δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε < A2

k è êàæäîãî èððàöèîíàëüíîãî α
âåðíî, ÷òî íàéäåòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî p, q ∈ Z òàêèõ, ÷òî

−1
(A2

k − ε) q2
<
p

q
− α < 1

(R2
k + δ) q2

. (25)

Îïðåäåëèì ïðè êàæäîì r ∈ N ÷èñëî α2
k,r ñëåäóþùèì îáðàçîì:

α2
k,r = [1; (1, 2)k+1, 1, 1, ((1, 2)k, 1, 1)r]

Èñõîäÿ èç ðàññóæäåíèé â �3.10.3, íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü B(α2
k,r)

óáûâàåò ñ ðîñòîì r è ñòðåìèòñÿ ê R2
k ïðè r → ∞. Â ÷àñòíîñòè, íàéäåòñÿ òàêîå m, ÷òî

B(α2
k,m) < R2

k + δ. ßñíî, ÷òî A(α2
k,m) < A(α2

k) = A2
k. Â ÷àñòíîñòè, íàéäåòñÿ òàêîå ïîëîæè-

òåëüíîå ε < A2
k, ÷òî A(α

2
k,m) < A2

k − ε.
Âèäèì, ÷òî äëÿ òàêîãî âûáîðà ïàðàìåòðîâ íåðàâåíñòâî (25) íå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî

äëÿ α2
k,m, òàê êàê A(α

2
k,m) < A2

k−ε è B(α2
k,m) < R2

k+δ. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò
îáîñíîâàíèå íåóëó÷øàåìîñòè íåðàâåíñòâà (12).

3.10.5 Äîêàçàòåëüñòâî ñïðàâåäëèâîñòè íåðàâåíñòâà (13)

Èòàê, ïóñòü ôèêñèðîâàíî íåêîòîðîå öåëîå k ≥ 1 è íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ε < B2
k.

Êàê óæå áûëî óïîìÿíóòî, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü (13) òîëüêî äëÿ òåõ α, êîòîðûå èìåþò âèä
(24). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîòðåáóåòñÿ ðàññìîòðåòü íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.
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Ñëó÷àé 1. Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè bn ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî åäèíèö, ëèáî
ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ñîñåäíèõ åäèíèö, ðàçäåëåííûõ ïî êðàéíåé ìåðå (k + 1)-îé
äâîéêîé.

Ýòîò ñëó÷àé óæå ðàçáèðàëñÿ â �3.10.1, ãäå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ òàêèõ α âåðíî, ÷òî
B(α) > B2

k. Ýòî îáîñíîâûâàåò äëÿ òàêèõ α ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà (13), òàê êàê,
êîíå÷íî, B2

k > B2
k − ε.

Åñëè óñëîâèÿ ñëó÷àÿ 1 íå âåðíû, òî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè bn áåñêîíå÷íîå ÷èñëî åäè-
íèö è ðàññòîÿíèÿ èç bn = 2 ìåæäó ñîñåäíèìè èç íèõ íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà íå
ïðåâîñõîäÿò k. Àïðèîðè, âîçìîæíû äâå ðàçëè÷íûå ñèòóàöèè:

Ñëó÷àé 2. Ðàññòîÿíèÿ èç äâîåê ìåæäó ñîñåäíèìè åäèíèöàìè â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
bn íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà âñåãäà ðàâíû k.

Â ýòîì ñëó÷àå íåïîëíûå ÷àñòíûå α ñîâïàäàþò ñ íåïîëíûìè ÷àñòíûìè α2
k íà÷èíàÿ ñ

íåêîòîðîãî ìîìåíòà è, âîçìîæíî, ñ íåêîòîðûì ñäâèãîì ÷åòíîé äëèíû, è B(α) = B2
k >

> B2
k − ε, òàê ÷òî äëÿ òàêèõ α íåðàâåíñòâî (13) âåðíî.

Ñëó÷àé 3. Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè bn ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî åäèíèö, ðàññòîÿíèå
èç bn = 2 ìåæäó êîòîðûìè íå ïðåâûøàåò k − 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ni ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíäåêñîâ ëåâûõ bn = 1 èç ýòèõ ïàð �áëèçêèõ�
bn = 1. Áóäåì ïðîèçâîäèòü ðàçðåçû ïî ani+1 � òîé an, êîòîðàÿ èäåò ñðàçó ïîñëå bni

. Èíà÷å
ãîâîðÿ, áóäåì ðàññìàòðèâàòü âåëè÷èíû λ2ni+1.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî
ìîìåíòà âñå λ2ni+1 áîëüøå L2

k.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî âåëè÷èíà λ2ni+1 áóäåò ìèíèìàëüíà òîãäà, êîãäà äâîéêè â ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè bn áóäóò âñòðå÷àòüñÿ êàê ìîæíî ÷àùå. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî áóäåò îçíà÷àòü,
÷òî ñîñåäñòâóþùèå ñ ðàçðåçîì bn, ðàâíûå åäèíèöå, ðàçäåëåíû ðîâíî (k − 1)-îé äâîéêîé,
à âñå îñòàëüíûå ïàðû ñîñåäíèõ bn = 1 ðàçäåëåíû ðîâíî k äâîéêàìè. Ïîëó÷àåì, ÷òî ñïðà-
âåäëèâî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

λ2ni+1 > 1 +
[
0; (2, 1)k−1, 1, (1, 2)k, 1, 1

]
+
[
0; 1, (1, 2)k, 1, 1

]
.

Íåðàâåíñòâî è ïðàâäà ñòðîãîå, òàê êàê ïàð �áëèçêèõ� åäèíèö â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè bn
áåñêîíå÷íî ìíîãî, â òî âðåìÿ êàê äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýòîé îöåíêè ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî îíà
òàêàÿ îäíà.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ïîëó÷åííîé îöåíêè â òî÷íîñòè ðàâíà L2
k, ÷òî è

çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ñïðàâåäëèâîñòè íåðàâåíñòâà (12) äëÿ âñåõ α.

3.10.6 Äîêàçàòåëüñòâî íåóëó÷øàåìîñòè íåðàâåíñòâà (13)

Äîêàçàòåëüñòâî íåóëó÷øàåìîñòè íåðàâåíñòâà (13) áóäåì ïðîâîäèòü â äâà øàãà.
Íà ïåðâîì, áîëåå ëåãêîì øàãå, ìû ïîêàæåì, ÷òî â ïðàâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (13) íåëüçÿ

ïîëîæèòü ε = 0. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû áûëî ìîæíî, òî ïðàâàÿ ÷àñòü (13) ñîâïàëà áû
ñ ïðàâîé ÷àñòüþ (11), à ëåâàÿ ÷àñòü áûëà áû ñèëüíåå, òàê êàê ïðè êàæäîì öåëîì k ≥ 1
âåðíî, ÷òî L2

k > A2
k. À ýòî áû ïðîòèâîðå÷èëî óæå äîêàçàííîé íåóëó÷øàåìîñòè íåðàâåíñòâà

(11).
Íà âòîðîì, áîëåå ñëîæíîì øàãå, ìû ïîêàæåì, ÷òî íè ïðè êàêîì öåëîì k ≥ 1 ëåâóþ

÷àñòü íåðàâåíñòâà (13) íåëüçÿ óëó÷øèòü òàê, ÷òîáû ýòî óëó÷øåíèå íå çàâèñåëî îò ε.
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Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì öåëîì k ≥ 1 ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå
δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε < B2

k è êàæäîãî èððàöèîíàëüíîãî α
âåðíî, ÷òî íàéäåòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî p, q ∈ Z òàêèõ, ÷òî

−1
(L2

k + δ) q2
<
p

q
− α < 1

(B2
k − ε) q2

. (26)

Îïðåäåëèì ïðè êàæäîì l ∈ N ÷èñëî α2
k,l ñëåäóþùèì îáðàçîì:

α2
k,l = [1; (1, 2)k−1, 1, 1, ((1, 2)k, 1, 1)l]

Èñõîäÿ èç ðàññóæäåíèé â �3.10.5, íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü A(α2
k,l)

óáûâàåò ñ ðîñòîì l è ñòðåìèòñÿ ê L2
k ïðè l → ∞. Â ÷àñòíîñòè, íàéäåòñÿ òàêîå m, ÷òî

A(α2
k,m) < L2

k + δ. ßñíî, ÷òî B(α2
k,m) < B(α2

k) = B2
k. Â ÷àñòíîñòè, íàéäåòñÿ òàêîå ïîëîæè-

òåëüíîå ε < B2
k, ÷òî B(α2

k,m) < B2
k − ε.

Âèäèì, ÷òî äëÿ òàêîãî âûáîðà ïàðàìåòðîâ íåðàâåíñòâî (26) íå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî
äëÿ α2

k,m, òàê êàê A(α
2
k,m) < L2

k+δ è B(α2
k,m) < B2

k−ε. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò
îáîñíîâàíèå íåóëó÷øàåìîñòè íåðàâåíñòâà (13).

3.11 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 12

Äàííàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî íåñëîæíûì ñëåäñòâèåì ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû 8 ê
òåîðåìàì 10 è 11.

Äåéñòâèòåëüíî, ïåðâûé ïóíêò ýòîé òåîðåìû ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ïðèìåíèòü òåîðåìó 8 ê
òåîðåìå 11 ïðè k = 0. Èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, òåîðåìó 8 ê òåîðåìàì 1 è 4, êîòîðûå ÿâëÿþò-
ñÿ �àíàëîãîì òåîðåìû Ãóðâèöà� è �ïðàâûì àíàëîãîì òåîðåìû Ðîáèíñîíà� ñ ïàðàìåòðàìè
A =

√
5, B =

√
5, R = 1 +

√
5.

Âòîðîé ïóíêò ýòîé òåîðåìû ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ïðèìåíèòü òåîðåìó 8 ê òåîðåìå 10 ïðè
k = 0, òàê êàê A1

0 =
√
3, B1

0 = 2
√
3, L1

0 =
3+5
√
3

6

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî ïóíêòà òåîðåìû 12 ïðè i = 1 íóæíî ïðèìå-
íèòü òåîðåìó 8 ê òåîðåìå 10 ïðè k ≥ 1, à ïðè i = 2 � ê òåîðåìå 11 ïðè k ≥ 1.

Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà 8 äîêàçûâàåò îïòèìàëüíîñòü ëèøü ëåâûõ ãðàíèö îòðåçêîâ[
Ai

k

Ri
k
;
Ai

k

Bi
k

]
è ïðàâûõ ãðàíèö îòðåçêîâ

[
Ai

k

Bi
k
;
Li
k

Bi
k

]
. Íî ïîñêîëüêó äðóãèå èõ ãðàíèöû ñîâïàäàþò

ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ k è i, òî îíè òîæå ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè.

3.12 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 13

Ïóñòü ε <
√
5 � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.

Ïîêàæåì, äëÿ íà÷àëà, ÷òî R(ε) ≥
√
5−ε
t(ε)

.
Î÷åâèäíî, ÷òî

T (ε) =
{
τ > 0 :

√
5− ε ëåæèò â ìíîæåñòâå, ñóïðåìóìîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ S(τ)

}
.

Òàê êàê ìíîæåñòâî òåõ c, ñóïðåìóì ïî êîòîðûì áåðåòñÿ ïðè îïðåäåëåíèè âåëè÷èíû
S(τ), ñ ðîñòîì τ ñòàíîâèòñÿ òîëüêî áîëüøå è áîëüøå, òî î÷åâèäíî, ÷òî T (ε) åñòü íàïðàâ-
ëåííûé âïðàâî ëó÷, à t(ε) � åãî íà÷àëî.
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Â ÷àñòíîñòè, âåðíî, ÷òî ëþáîå t′ > t(ε) ïðèíàäëåæèò T (ε). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ
êàæäîãî α ∈ R\Q ∃∞ p, q ∈ Z òàêèõ, ÷òî

−1(√
5− ε

)
q2
<
p

q
− α < t′(√

5− ε
)
q2
.

Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà ìãíîâåííî âëå÷åò íåðàâåíñòâî R(ε) ≥
√
5−ε
t′

, òàê

êàê êîíñòàíòà
√
5−ε
t′

ëåæèò â ìíîæåñòâå, ñóïðåìóì ïî êîòîðîìó áåðåòñÿ ïðè îïðåäåëåíèè
âåëè÷èíû R(ε).

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà t′ > t(ε) ìû ïîëó÷àåì, ÷òî íà ñàìîì äåëå ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî R(ε) ≥

√
5−ε
t(ε)

, õîòü t(ε) ìîæåò è íå ëåæàòü â T (ε).

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî íà ñàìîì äåëå R(ε) =
√
5−ε
t(ε)

. Áóäåì äåéñòâîâàòü îò ïðîòèâíîãî

è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì ïîëîæèòåëüíîì ε <
√
5 âåðíî, ÷òî R(ε) >

√
5−ε
t(ε)

. Â

÷àñòíîñòè, èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ïðè íåêîòîðîì δ > 0 âåðíî, ÷òî R(ε) >
√
5−ε
t(ε)

+ δ. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî α ∈ R\Q ∃∞ p, q ∈ Z òàêèõ, ÷òî

−1(√
5− ε

)
q2
<
p

q
− α < 1(√

5−ε
t(ε)

+ δ
)
q2
. (27)

Ïîëîæèì

t′ =

√
5− ε

√
5−ε
t(ε)

+ δ
.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî, âî-ïåðâûõ, t′ < t(ε), è âî-âòîðûõ, èç ñïðàâåäëèâîñòè íåðàâåí-
ñòâà (27) ñëåäóåò, ÷òî t′ ∈ T (ε). Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî t(ε) ÿâëÿåòñÿ èíôèìóìîì
ìíîæåñòâà T (ε) è ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

3.13 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 14

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 14 ìû íà÷íåì ñ îáîñíîâàíèÿ èñòèííîñòè íåðàâåíñòâà (14).
Äåëàòü ýòî ìû áóäåì íåìíîãî ïî-ðàçíîìó â çàâèñèìîñòè îò òîãî, íàñêîëüêî ìàëà âåëè÷èíà
ε. Êîíå÷íî, íàèáîëåå èíòåðåñíî íåðàâåíñòâî (14) òîëüêî ïðè ε → 0, òàê êàê òîëüêî ïðè
òàêèõ ε òåîðåìà 14 ãàðàíòèðóåò åãî îïòèìàëüíîñòü, îäíàêî, äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ìû
ðàññìîòðèì è ñëó÷àè �áîëüøèõ� ε.

Ñëó÷àé 1. ε ≥
√
5− 1

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî α ∈ R\Q ∃∞ p, q ∈ Z òàêèõ, ÷òî

−1
q2

<
p

q
− α < 0.

Â èñòèííîñòè ýòîãî ôàêòà ëåãêî óáåäèòüñÿ, íàïðèìåð, âñïîìíèâ î òîæäåñòâå (5) è çàìåòèâ,
÷òî êàæäîå λn íå ìåíüøå åäèíèöû.

Òàê êàê
−1√
5− ε

≤ −1,
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òî, êîíå÷íî, äëÿ êàæäîãî α ∈ R\Q ∃∞ p, q ∈ Z òàêèõ, ÷òî

−1(√
5− ε

)
q2
<
p

q
− α < 0.

À çíà÷èò, â ýòîì ñëó÷àå R(ε) ðàâíÿåòñÿ +∞, òàê êàê ÿâëÿåòñÿ, ïî îïðåäåëåíèþ, ñó-
ïðåìóìîì ïîëîæèòåëüíîé ÷èñëîâîé ïîëóîñè, òàê ÷òî íåðàâåíñòâî (14) â îáîñíîâàíèè íå
íóæäàåòñÿ.

Ñëó÷àé 2.
√
5− 1 > ε >

√
5−
√
3

Â ýòîì ñëó÷àå ëåãêî âèäåòü, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîå öåëîå k ≥ 2, ÷òî√
1 +

4

k + 1
≤
√
5− ε <

√
1 +

4

k
. (28)

Áëàãîäàðÿ òåîðåìå 2 ìû çíàåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî α ∈ R\Q ∃∞ p, q ∈ Z òàêèõ, ÷òî

−1(√
1 + 4

k

)
q2
<
p

q
− α < 1(

k
√
1 + 4

k

)
q2
. (29)

Òàê êàê
−1√
5− ε

<
−1√
1 + 4

k

,

òî èç (29) ñëåäóåò, ÷òî R(ε) ≥ k
√

1 + 4
k
. Òåïåðü, ÷òîáû äîêàçàòü íåðàâåíñòâî (14) äëÿ âñåõ

ε, óäîâëåòâîðÿþùèõ (28), äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî

k

√
1 +

4

k
> 1 +

√
5 +

(
10 + 2

√
5

45

)
·

(
√
5−

√
1 +

4

k + 1

)2

. (30)

Â ñïðàâåäëèâîñòè íåðàâåíñòâà (30) ïðè k ðàâíîì 2 èëè 3 ëåãêî óáåäèòüñÿ ïðÿìûì
âû÷èñëåíèåì. Ïðè k ≥ 4 äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (30) äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî åãî ëåâàÿ
÷àñòü íå ìåíüøå ÷åòûðåõ, à ïðàâóþ îöåíèòü ñâåðõó ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1 +
√
5 +

(
10 + 2

√
5

45

)
·

(
√
5−

√
1 +

4

k + 1

)2

< 1 +
√
5 +

(
10 + 2

√
5

45

)
·
(√

5− 1
)2
< 4.

Òàêèì îáðàçîì, ìû çàâåðøèëè îáîñíîâàíèå íåðàâåíñòâà (14) ïðè âñåõ ε, îòíîñÿùèõñÿ
ê ñëó÷àþ 2.

Ñëó÷àé 3.
√
5−
√
3 ≥ ε > 0

Ðàçáîð ýòîãî, ñàìîãî èíòåðåñíîãî ñëó÷àÿ áóäåò èäåéíî î÷åíü ïîõîæ íà ðàçáîð ñëó÷àÿ 2,
îäíàêî òåïåðü ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ íå ðàíåå èçâåñòíûìè ðåçóëüòàòàìè Ñåãðå, à íàøåé
íîâîé òåîðåìîé 10.

Èòàê,
√
5 − ε ëåæèò â îòðåçêå

[√
3,
√
5
]
. Òàê êàê áëàãîäàðÿ ëåììå 3 ìû çíàåì, ÷òî

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
√
3 = A1

0, L
1
0, A

1
1, L

1
1, A

1
2, L

1
2, . . . âîçðàñòàåò ê

√
5, òî

√
5−ε îáÿçàòåëüíî
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ïîïàäàåò â îòðåçîê ìåæäó êàêèìè-òî äâóìÿ ñîñåäíèìè ÷ëåíàìè ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Íàì ïðèäåòñÿ ðàçîáðàòü îòäåëüíî íåñêîëüêî âàðèàíòîâ.

Ïîäñëó÷àé 3.1 Ïðè íåêîòîðîì öåëîì k ≥ 0 âåðíî, ÷òî A1
k <
√
5− ε ≤ L1

k.
Áëàãîäàðÿ òðåòüåìó ïóíêòó òåîðåìû 10 ìû çíàåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî

ε′ è êàæäîãî èððàöèîíàëüíîãî α ∃∞ p, q ∈ Z òàêèõ, ÷òî

−1
L1
kq

2
<
p

q
− α < 1

(B1
k − ε′) q2

. (31)

Òàê êàê
−1√
5− ε

≤ −1
L1
k

,

òî èç (31) ñëåäóåò, ÷òî R(ε) ≥ B1
k. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà (14) íàì îñòàëîñü

òîëüêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè êàæäîì öåëîì k ≥ 0 âåðíî, ÷òî

B1
k ≥ 1 +

√
5 +

(
10 + 2

√
5

45

)
·
(√

5− A1
k

)2
. (32)

Ýòî íåòðóäíî ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ. Îòìåòèì ëèøü,
÷òî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñòîèò ðàññìàòðèâàòü îòäåëüíî ïðè ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ k ñîîò-
âåòñòâåííî.

Ïîäñëó÷àé 3.2 Ïðè íåêîòîðîì öåëîì k ≥ 0 âåðíî, ÷òî L1
k <
√
5− ε < A1

k+1.
Áëàãîäàðÿ âòîðîìó ïóíêòó òåîðåìû 10 ìû çíàåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî

ε′ è êàæäîãî èððàöèîíàëüíîãî α ∃∞ p, q ∈ Z òàêèõ, ÷òî

−1(
A1
k+1 − ε′

)
q2
<
p

q
− α < 1

R1
k+1q

2
. (33)

Òàê êàê
−1√
5− ε

<
−1
A1
k+1

,

äëÿ íåêîòîðîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε′ âåðíî, ÷òî

−1√
5− ε

<
−1

A1
k+1 − ε′

.

Òåïåðü èç (33) ñëåäóåò, ÷òî R(ε) ≥ R1
k+1 è äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà (14) íàì îñòà-

ëîñü òîëüêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè êàæäîì öåëîì k ≥ 0 âåðíî, ÷òî

R1
k+1 ≥ 1 +

√
5 +

(
10 + 2

√
5

45

)
·
(√

5− L1
k

)2
.

Êàê è ïðè ðàçáîðå ïðåäûäóùåãî ïîäñëó÷àÿ, ýòî íåòðóäíî ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíûõ
âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ, ðàññìàòðèâàÿ ïî îòäåëüíîñòè ÷åòíûå è íå÷åòíûå çíà÷åíèÿ k.
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Ïîäñëó÷àé 3.3 Ïðè íåêîòîðîì öåëîì k ≥ 0 âåðíî, ÷òî A1
k =
√
5− ε.

Áëàãîäàðÿ ïåðâîìó ïóíêòó òåîðåìû 10 ìû çíàåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî èððàöèîíàëüíîãî
α ∃∞ p, q ∈ Z òàêèõ, ÷òî

−1
A1
kq

2
<
p

q
− α < 1

B1
kq

2
,

ïðè÷åì êîíñòàíòà B1
k â çíàìåíàòåëå ïðàâîé ÷àñòè íå ìîæåò áûòü óëó÷øåíà ïðè ñîõðàíåíèè

A1
k =
√
5− ε â ëåâîé ÷àñòè.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî B1
k ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì ÷èñëîì â ìíîæåñòâå, ñóïðåìóì ïî êîòîðîìó

áåðåòñÿ ïðè îïðåäåëåíèè âåëè÷èíû R(ε), ò.å.

R(
√
5− A1

k) = B1
k (34)

Òåïåðü íåðàâåíñòâî (14) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óæå óïîìÿíóòîãî íåðàâåíñòâà (32).

Èòàê, ïîñëå ðàçáîðà ýòèõ òðåõ ñëó÷àâ ìû óñòàíîâèëè ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà (14)
ïðè âñåõ ε <

√
5. Îñòàëîñü òîëüêî äîêàçàòü åãî íåóëó÷øàåìîñòü äëÿ ìàëûõ ε.

Ìû ñäåëàåì ýòî ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (34) èç ïîäñëó÷àÿ 3.3.
Áóäåì äåéñòâîâàòü îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì c > 10+2

√
5

45
äëÿ

âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε âåðíî, ÷òî

R(ε) > 1 +
√
5 + cε2 (35)

Ñ ïîìîùüþ íåñëîæíîé âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

lim
m→∞

B1
2m+1 − 1−

√
5(√

5− A1
2m+1

)2 =
10 + 2

√
5

45
< c.

À çíà÷èò, íàéäåòñÿ òàêîå M ∈ N, ÷òî äëÿ âñÿêîãî m ≥M âåðíî, ÷òî

B2m+1 < 1 +
√
5 + c

(√
5− A1

2m+1

)2
. (36)

Áëàãîäàðÿ ðàâåíñòâó (34) âèäíî, ÷òî äëÿ âñåõ m > M íåðàâåíñòâà (35) è (36) ïðîòè-
âîðå÷àò äðóã äðóãó. Òàê êàê ñ ðîñòîì m âåëè÷èíà

√
5− A1

2m+1 ìîæåò ñòàòü ñêîëü óãîäíî
ìàëîé, òî ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî íåóëó÷øàåìîñòè íåðàâåíñòâà (14) ïðè ε → 0, à
âìåñòå ñ íèì � è äîêàçàòåëüñòâî âñåé òåîðåìû 14.

4 Çàêëþ÷åíèå

Â çàêëþ÷åíèå ìû îïèøåì íàøó ãèïîòåçó î òîì, êàê óñòðîåíî ïîâåäåíèå ôóíêöèè S(τ)
íà òîì îñòàâøåìñÿ 1% îòðåçêà

[
1
2
; 1
]
, íà êîòîðîì ìû ïîêà íå çíàåì åå òî÷íîãî çíà÷åíèÿ.

Íàì êàæåòñÿ, ÷òî íà ýòîì ìíîæåñòâå ôóíêöèÿ S(τ) óñòðîåíà î÷åíü ñëîæíî, òàê ÷òî
äàæå äëÿ ôîðìóëèðîâêè íàøåé ãèïîòåçû íàì ïîòðåáóåòñÿ ââåñòè âñïîìîãàòåëüíûå îïðå-
äåëåíèÿ.

Ðåêóððåíòíî îïðåäåëèì ïðè êàæäîì öåëîì n ≥ 0 ìíîæåñòâî Mn, ñîñòîÿùåå èç ñòðîê,
êàæäûå äâå èç êîòîðûõ ñðàâíèìû è íåêîòîðûå èç íèõ áóäóò ÿâëÿòüñÿ �ïîòîìêàìè� äðóãèõ.
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Ìíîæåñòâî M0 ïîëîæèì ñîñòîÿùèì òîëüêî èç äâóõ ñòðîê (1, 2) è (1, 1), ïðè÷åì áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî (1, 2) < (1, 1) è íèêàêàÿ èç ýòèõ äâóõ ñòðîê íå ÿâëÿåòñÿ ïîòîìêîì äðóãîé.

Åñëè ìíîæåñòâî Mn = {γ1 < . . . < γm} óæå îïðåäåëåíî, òî ïîëîæèì

Mn+1 = {γ1 < γ1γ2 < γ2 < γ2γ3 < . . . < γm−1γm < γm} ,

ãäå ïîä γiγi+1 ïîäðàçóìåâàåòñÿ êîíêàòåíàöèÿ ñòðîê γi è γi+1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñòðîêà
γiγi+1 ÿâëÿåòñÿ ïîòîìêîì ñòðîê γi è γi+1.

Ïîëîæèì M =
⋃∞
n=0Mn, ò.å. M ÿâëÿåòñÿ, â íåêîòîðîì ñìûñëå, ïðåäåëîì ìíîæåñòâ Mn

ïðè n → ∞. Íà ìíîæåñòâî M åñòåñòâåííî ñìîòðåòü êàê íà áåñêîíå÷íûé ãðàô, ðåáðà â
êîòîðîì ñîåäèíÿþò äâå ñòðîêè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îäíà èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ïîòîì-
êîì äðóãîé. Íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå î ñòðóêòóðå ýòîãî ãðàôà ìîæåò äàòü ñëåäóþùàÿ
êàðòèíêà (ïîçæå ìû îáúÿñíèì, ïî÷åìó ÷àñòü ðåáåð ìû îêðàñèëè â êðàñíûé è çåëåíûé
öâåòà).

(1,2) (1,1)

(1,2,1,1)

(1,2,1,2,1,1) (1,2,1,1,1,1)

(1,2,1,2,1,2,1,1) (1,2,1,2,1,1,1,2,1,1) (1,2,1,1,1,2,1,1,1,1) (1,2,1,1,1,1,1,1)

Ïóñòü γ ∈ M � íåêîòîðàÿ ñòðîêà. Ïîëîæèì α(γ) = [0; γ] � ÷èñëî, íåïîëíûå ÷àñòíûå
êîòîðîãî ïåðèîäè÷íû ñ ïåðèîäîì γ. Íàïðèìåð, α(1, 1) = [0; (1, 1)] = [0; 1] =

√
5−1
2
.

Ïîëîæèì A(γ) = A(α(γ)) è B(γ) = B(α(γ)), ãäå ôóíêöèè A(α) è B(α) óæå áûëè
îïðåäåëåíû â �2.

Èòàê, ìû, íàêîíåö, ãîòîâû ñôîðìóëèðîâàòü íàøó äîâîëüíî ñèëüíóþ ãèïîòåçó (êîòîðóþ
ìû, äëÿ óäîáñòâà èçëîæåíèÿ, ðåøèëè ðàçáèòü íà äâå áîëåå ïðîñòûå ãèïîòåçû), äîêàçàòü
êîòîðóþ, îäíàêî, ïîêà íå óäàåòñÿ.
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Ãèïîòåçà 1. Ïóñòü γ � ïðîèçâîëüíàÿ ñòðîêà èç M . Òîãäà ñïðàâåäëèâ íåñèììåòðè÷íûé
àíàëîã òåîðåìû Ãóðâèöà ñ ïàðàìåòðàìè A(γ) è B(γ). Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóþò êîíñòàí-
òû R(γ) > B(γ) è L(γ) > A(γ) òàêèå, ÷òî ñïðàâåäëèâ ïðàâûé àíàëîã òåîðåìû Ðîáèíñîíà
ñ ïàðàìåòðàìè A(γ) è R(γ), à òàêæå ëåâûé àíàëîã òåîðåìû Ðîáèíñîíà ñ ïàðàìåòðàìè
L(γ) è B(γ).

Åñëè ãèïîòåçà 1 âåðíà, òî ïðèìåíèâ òåîðåìó 8 ê íàáîðó ÷èñåë A(γ), B(γ), R(γ), L(γ)

ìû ìîæåì íàéòè òî÷íîå çíà÷åíèå ôóíêöèè S(τ) íà îòðåçêå
[
A(γ)
R(γ)

; L(γ)
B(γ)

]
. Íåòðóäíî âèäåòü,

÷òî ýòè îòðåçêè ïðè ðàçíûõ γ ∈M íå ïåðåñåêàþòñÿ (òàê êàê ôóíêöèÿ S(τ) âåäåò ñåáÿ íà
íèõ ïî-ðàçíîìó). Îäíàêî, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âåðíî íå÷òî áîëüøåå:

Ãèïîòåçà 2. ⊔
γ∈M

[
A(γ)

R(γ)
;
L(γ)

B(γ)

]
⊃
[
1

2
; 1

]
.

Òî åñòü åñëè ãèïîòåçû 1 è 2 âåðíû, òî ìû çíàåì òî÷íîå çíà÷åíèå ôóíêöèè S(τ) â
êàæäîé òî÷êå îòðåçêà

[
1
2
; 1
]
!

È äàæå áîëåå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå áëàãîäàðÿ òåîðåìå 8 ìû ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî
òî÷êà τ ∈

[
1
2
; 1
]
ÿâëÿåòñÿ äîñòèæèìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ íåêîòîðîãî γ ∈ M

âåðíî, ÷òî τ = A(γ)
B(γ)

. Ïîñëå ýòîãî, áëàãîäàðÿ òåîðåìå 9 ìû ïîíèìàåì, ÷òî âñå äîñòèæèìûå
τ ðàöèîíàëüíû.

Îòìåòèì, ÷òî äîêàçàííûå íàìè òåîðåìû 10 è 11 ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ñôîð-
ìóëèðîâàííîé â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ãèïîòåçû 1.

Äåéñòâèòåëüíî, òåîðåìà 10 äîêàçûâàåò ãèïîòåçó 1 äëÿ âñåõ âåðøèí ãðàôà M , ïðèíàä-
ëåæàùèõ �êðàñíîé� âåòâè � âåòâè, âûõîäÿùåé èç ñòðîêè (1, 2) è äâèæóùèéñÿ íà êàæäîé
�ðàçâèëêå� ê ñàìîìó ïðàâîìó ïîòîìêó. À òåîðåìà 11 äîêàçûâàåò ãèïîòåçó 1 äëÿ âñåõ âåð-
øèí ãðàôà M , ïðèíàäëåæàùèõ �çåëåíîé� âåòâè � âåòâè, âûõîäÿùåé èç ñòðîêè (1, 1) è
äâèæóùèéñÿ íà êàæäîé �ðàçâèëêå� ê ñàìîìó ëåâîìó ïîòîìêó.

Îäíàêî, äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû 1 äëÿ ïðîèçâîëüíîé âåðøèíû M ïîêà ïîëó÷åíî íå
áûëî.
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