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1. Введение

Для каждого иррационального числа 𝛼 можно определить количественную ха-
рактеристику того, насколько 𝛼 отличается от рациональных. Эта характеристика
носит название показатель (мера) иррациональности и определяется как точная

нижняя грань множества чисел 𝜇, таких что неравенство 0 <

⃒⃒⃒⃒
𝛼− 𝑝

𝑞

⃒⃒⃒⃒
<

1

𝑞𝜇
имеет

лишь конечное число решений в целых числах 𝑝 и 𝑞 > 0.
Для этой характеристики принято обозначение 𝜇(𝛼). Для числа 𝜋 неизвестно точ-
ного значения 𝜇(𝜋), но есть методы с помощью которых можно получить оценку
сверху на эту величину.

В теории диофантовых приближений роль весьма полезного инструмента играют
интегралы вида

1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐶

(︂
𝑛!

𝑧(𝑧 − 1) · · · (𝑧 − 𝑛)

)︂𝐾+1

𝑒𝑡𝑧𝑑𝑧 ,

где 𝐶 контур, содержащий все полюса интегрирования.
В 1953 г. К. Малер [1], используя этот интеграл в случае 𝐾 = 10, установил,

что 𝜇(𝜋) < 42. Он также установил, что показатель 42 может быть понижен до
30. Позже M. Miggnotte [2] и Г. В. Чудновский [3] улучшили эту оценку до 20 и
19, 8899944... соответственно.

В 1989 г. Г. В. Чудновский и Д. В. Чудновский [4], используя многочлены Ле-
жандра, получили, что мера иррациональности 𝜋2 не превосходит 7, 51, откуда, в
частности, следует, что 𝜇(𝜋) < 15, 02.

В 1991 г. М. Хата [5], пользуясь классическим методом и модифицировав инте-
грал (1), получил следующую оценку: 𝜇(𝜋) < 13, 398. Впоследствии, ему удалось
установить новую оценку 8, 0161 , но уже с использованием интеграла другого вида
[6]. И, наконец, в 2008 г. В. Х. Салихов [10] получил наилучшую на сегодня оценку
7, 06063... .

В моей дипломной работе предлагается иной способ вывода оценки М. Хаты:
𝜇(𝜋) < 13, 398, опирающийся на методы доказательства Ю.В. Нестеренко ирраци-
ональности числа 𝜁(3) [8] и на методы вывода оценки меры иррациональности ln 2
[9].
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2. Основная часть

2.1. Вычисление интеграла.

Рассмотрим следующий интеграл

𝐼𝑛(𝑡) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐶

Φ𝑛,𝑚(𝜁)𝑒𝑡𝜁𝑑𝜁 , (1)

где

Φ𝑛,𝑚(𝜁) = 𝑅𝑛+3𝑚(𝜁)𝑅𝑛+𝑚(𝜁 −𝑚)𝑅𝑛−𝑚(𝜁 − 2𝑚)𝑅𝑛−3𝑚(𝜁 − 3𝑚) , (2)

𝑅𝑛(𝜁) =
𝑛!

𝜁(𝜁 − 1) · · · (𝜁 − 𝑛)
(3)

и 𝑚 = [𝜆𝑛], 𝜆 ∈
(︂

0 ,
1

3

)︂
для каждого целого 𝑛 ≥ 0, а 𝐶 - замкнутый контур,

включающий все полюса 𝜁 = 0, 1, ..., 𝑛+ 3𝑚 интегрирования.

Предложение 1. Функция Φ𝑛,𝑚(𝜁), определенная формулами (2) и (3), представ-
ляется в следующем виде:

Φ𝑛,𝑚(𝜁) =
𝛾𝑛,𝑚

𝑛+3𝑚∏︀
𝑗=0

(𝜁 − 𝑗)𝑑𝑗+1

, (4)

где 𝛾𝑛,𝑚 = (𝑛+ 3𝑚)!(𝑛+𝑚)!(𝑛−𝑚)!(𝑛− 3𝑚)! ,

𝑑𝑗 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0, если 0 ≤ 𝑗 < 𝑚 , 𝑛+ 2𝑚 < 𝑗 ≤ 𝑛+ 3𝑚;

1, если 𝑚 ≤ 𝑗 < 2𝑚 , 𝑛+𝑚 < 𝑗 ≤ 𝑛+ 2𝑚;

2, если 2𝑚 ≤ 𝑗 < 3𝑚 , 𝑛 < 𝑗 ≤ 𝑛+𝑚;

3, если 3𝑚 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛.

Доказательство. Имеем 𝑅𝑛(𝜁) =
𝑛!

𝑛∏︀
𝑗=0

(𝜁 − 𝑗)
. Тогда

Φ𝑛,𝑚(𝜁) =
(𝑛+ 3𝑚)!

𝑛+3𝑚∏︀
𝑗=0

(𝜁 − 𝑗)

· (𝑛+𝑚)!
𝑛+𝑚∏︀
𝑗=0

(𝜁 −𝑚− 𝑗)

· (𝑛−𝑚)!
𝑛−𝑚∏︀
𝑗=0

(𝜁 − 2𝑚− 𝑗)

· (𝑛− 3𝑚)!
𝑛−3𝑚∏︀
𝑗=0

(𝜁 − 3𝑚− 𝑗)

=

=
𝛾𝑛,𝑚

𝑛+3𝑚∏︀
𝑗=0

(𝜁 − 𝑗)
𝑛+2𝑚∏︀
𝑗=𝑚

(𝜁 − 𝑗)
𝑛+𝑚∏︀
𝑗=2𝑚

(𝜁 − 𝑗)
𝑛∏︀

𝑗=3𝑚

(𝜁 − 𝑗)

.

Обозначим:
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𝐴1 = {𝑗 : 0 ≤ 𝑗 < 𝑚 , 𝑛+ 2𝑚 < 𝑗 ≤ 𝑛+ 3𝑚},
𝐴2 = {𝑗 : 𝑚 ≤ 𝑗 < 2𝑚 , 𝑛+𝑚 < 𝑗 ≤ 𝑛+ 2𝑚},
𝐴3 = {𝑗 : 2𝑚 ≤ 𝑗 < 3𝑚 , 𝑛 < 𝑗 ≤ 𝑛+𝑚},

𝐴4 = {𝑗 : 3𝑚 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛}.

Заметим, что 𝐴 := 𝐴1 ⊔ 𝐴2 ⊔ 𝐴3 ⊔ 𝐴4 = {0, 1, ..., 𝑛+ 3𝑚}. Тогда получим, что

𝑛+3𝑚∏︁
𝑗=0

(𝜁 − 𝑗) =
∏︁
𝑗∈𝐴1

(𝜁 − 𝑗)
∏︁
𝑗∈𝐴2

(𝜁 − 𝑗)
∏︁
𝑗∈𝐴3

(𝜁 − 𝑗)
∏︁
𝑗∈𝐴4

(𝜁 − 𝑗) ,

𝑛+2𝑚∏︁
𝑗=𝑚

(𝜁 − 𝑗) =
∏︁
𝑗∈𝐴2

(𝜁 − 𝑗)
∏︁
𝑗∈𝐴3

(𝜁 − 𝑗)
∏︁
𝑗∈𝐴4

(𝜁 − 𝑗) ,

𝑛+𝑚∏︁
𝑗=2𝑚

(𝜁 − 𝑗) =
∏︁
𝑗∈𝐴3

(𝜁 − 𝑗)
∏︁
𝑗∈𝐴4

(𝜁 − 𝑗) ,

𝑛∏︁
𝑗=3𝑚

(𝜁 − 𝑗) =
∏︁
𝑗∈𝐴4

(𝜁 − 𝑗) .

Перемножая эти равенства, получим:
𝑛+3𝑚∏︁
𝑗=0

(𝜁 − 𝑗)
𝑛+2𝑚∏︁
𝑗=𝑚

(𝜁 − 𝑗)
𝑛+𝑚∏︁
𝑗=2𝑚

(𝜁 − 𝑗)
𝑛∏︁

𝑗=3𝑚

(𝜁 − 𝑗) =
∏︁
𝑗∈𝐴1

(𝜁 − 𝑗)
∏︁
𝑗∈𝐴2

(𝜁 − 𝑗)2
∏︁
𝑗∈𝐴3

(𝜁 − 𝑗)3×

×
∏︁
𝑗∈𝐴4

(𝜁 − 𝑗)4 =
∏︁
𝑗∈𝐴1

(𝜁 − 𝑗)𝑑𝑗+1
∏︁
𝑗∈𝐴2

(𝜁 − 𝑗)𝑑𝑗+1
∏︁
𝑗∈𝐴3

(𝜁 − 𝑗)𝑑𝑗+1
∏︁
𝑗∈𝐴4

(𝜁 − 𝑗)𝑑𝑗+1 =

=
∏︁
𝑗∈𝐴

(𝜁 − 𝑗)𝑑𝑗+1 =
𝑛+3𝑚∏︁
𝑗=0

(𝜁 − 𝑗)𝑑𝑗+1 .

Таким образом, мы доказали, что

Φ𝑛,𝑚(𝜁) =
𝛾𝑛,𝑚

𝑛+3𝑚∏︀
𝑗=0

(𝜁 − 𝑗)𝑑𝑗+1

,

где 𝛾𝑛,𝑚 = (𝑛+ 3𝑚)!(𝑛+𝑚)!(𝑛−𝑚)!(𝑛− 3𝑚)! , 𝑑𝑗 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0, если 𝑗 ∈ 𝐴1;

1, если 𝑗 ∈ 𝐴2;

2, если 𝑗 ∈ 𝐴3;

3, если 𝑗 ∈ 𝐴4.

Следствие 1. Функция Φ𝑛,𝑚(𝜁) может быть представлена в следующем виде

Φ𝑛,𝑚(𝜁) =
3∑︁

𝑘=0

𝑛+(3−𝑘)𝑚∑︁
𝑗=𝑘𝑚

𝑐𝑗,𝑘
(𝜁 − 𝑗)𝑘+1

, (5)

где 𝑐𝑗,𝑘 - рациональные числа, 0 ≤ 𝑘 ≤ 3 , 𝑗 = 0, ..., 𝑛+ 3𝑚 .
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Доказательство. Функция Φ𝑛,𝑚(𝜁) представляет собой рациональную функцию, в
знаменателе которой стоит многочлен, у которого максимальная кратность корней
равна 4. Таким образом, по теореме о разложении рациональной функции на сумму
простейших дробей, функция Φ𝑛,𝑚(𝜁) представляется в виде:

Φ𝑛,𝑚(𝜁) =
3∑︁

𝑘=0

𝑛+3𝑚∑︁
𝑗=0

𝑐𝑗,𝑘
(𝜁 − 𝑗)𝑘+1

,

где 𝑐𝑗,𝑘 - рациональные числа, 0 ≤ 𝑘 ≤ 3 , 𝑗 = 0, ..., 𝑛+3𝑚 . Причём, заметим, что если
𝑘 > 𝑑𝑗 , то степень простейшей дроби

𝑐𝑗,𝑘
(𝜁 − 𝑗)𝑘+1

больше 𝑑𝑗 +1, что из представления

(4) не может быть, если 𝑐𝑗,𝑘 ̸= 0. Таким образом, при 𝑘 > 𝑑𝑗 выполняется 𝑐𝑗,𝑘 = 0.
Тогда при 0 ≤ 𝑗 < 𝑘𝑚 и при 𝑛+ (3 − 𝑘)𝑚 < 𝑗 ≤ 𝑛+ 3𝑚 выполнено 𝑐𝑗,𝑘 = 0.

Лемма 1. Пусть даны 𝑞+1 различных комплексных чисел 𝛼0 , ... , 𝛼𝑞 и 𝑞+1 целых
неотрицательных чисел 𝑛0 , ... , 𝑛𝑞 . Положим также

𝑁 + 1 =

𝑞∑︁
𝑗=0

(𝑛𝑗 + 1) , 𝑄(𝑥) =

𝑞∏︁
𝑗=0

(𝑥− 𝛼𝑗)
𝑛𝑗+1 .

Тогда справедливо следующее тождество

1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐶

𝑓(𝜁)

𝑄(𝜁)
𝑑𝜁 =

𝑞∑︁
𝑗=0

𝑛𝑗∑︁
𝑟=0

𝑓 (𝑛𝑗−𝑟)(𝛼𝑗)

(𝑛𝑗 − 𝑟)!𝑟!

(︁ 𝑑
𝑑𝑥

)︁𝑟(︂(𝑥− 𝛼𝑗)
𝑛𝑗+1

𝑄(𝑥)

)︂⃒⃒⃒
𝑥=𝛼𝑗

, (6)

где 𝐶 есть окружность, содержащая внутри все точки 𝛼0, ... , 𝛼𝑞, а 𝑓(𝜁) - функ-
ция аналитическая в некоторой области, содержащей окружность 𝐶 вместе с её
внутренностью.

Предложение 2. Коэффициенты 𝑐𝑗,𝑘,𝑛, 𝑗 = 0, ..., 𝑛 + 3𝑚, 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑑𝑗 из представ-
ления (5) функции Φ𝑛,𝑚(𝜁) могут быть вычислены по формуле:

𝑐𝑗,𝑘 = 𝛾𝑛,𝑚
∑︁
𝑙

𝑛+3𝑚∏︁
𝑖=0
𝑖 ̸=𝑗

(−1)𝑙𝑖(𝑑𝑖 + 𝑙𝑖)!

𝑑𝑖!𝑙𝑖!
(𝑗 − 𝑖)−1−𝑑𝑖−𝑙𝑖 , (7)

где суммирование происходит по всем наборам целых неотрицательных чисел
𝑙0, ..., 𝑙𝑗−1, 𝑙𝑗+1, ...𝑙𝑛+3𝑚 , сумма которых равна 𝑑𝑗 − 𝑘.

Доказательство. Возьмём 𝑞 = 𝑛 + 3𝑚, 𝛼𝑗 = 𝑗, 𝑛𝑗 = 𝑑𝑗, 𝑄(𝑥) =
𝑛+3𝑚∏︀
𝑗=0

(𝑥 − 𝑗)𝑑𝑗+1,

𝑓(𝜁) = 𝛾𝑛,𝑚𝑒
𝑡𝜁 . Применив тождество Эрмита, получим

𝐼𝑛(𝑡) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐶

𝑓(𝜁)

𝑄(𝜁)
𝑑𝜁 =

𝑛+3𝑚∑︁
𝑗=0

𝑑𝑗∑︁
𝑟=0

𝑓 (𝑑𝑗−𝑟)(𝛼𝑗)

(𝑑𝑗 − 𝑟)!𝑟!

(︁ 𝑑
𝑑𝑥

)︁𝑟(︂(𝑥− 𝛼𝑗)
𝑑𝑗+1

𝑄(𝑥)

)︂⃒⃒⃒
𝑥=𝛼𝑗

=

= 𝛾𝑛,𝑚

𝑛+3𝑚∑︁
𝑗=0

𝑑𝑗∑︁
𝑟=0

𝑡𝑑𝑗−𝑟𝑒𝑗𝑡

(𝑑𝑗 − 𝑟)!
· 1

𝑟!

(︁ 𝑑
𝑑𝑥

)︁𝑟(︂(𝑥− 𝑗)𝑑𝑗+1

𝑄(𝑥)

)︂⃒⃒⃒
𝑥=𝑗

= 𝛾𝑛,𝑚

𝑛+3𝑚∑︁
𝑗=0

𝑃𝑗(𝑡)𝑒
𝑗𝑡 ,

6



где

𝑃𝑗(𝑡) =

𝑑𝑗∑︁
𝑟=0

𝑎𝑗𝑟
𝑡𝑑𝑗−𝑟

(𝑑𝑗 − 𝑟)!

и

𝑎𝑗𝑟 =
1

𝑟!

(︁ 𝑑
𝑑𝑥

)︁𝑟(︂(𝑥− 𝑗)𝑑𝑗+1

𝑄(𝑥)

)︂⃒⃒⃒
𝑥=𝑗

.

Вычислим 𝑎𝑗𝑟 с помощью формулы Лейбница для произведения:

𝑎𝑗𝑟 =
1

𝑟!

(︁ 𝑑
𝑑𝑥

)︁𝑟(︂(𝑥− 𝑗)𝑑𝑗+1

𝑄(𝑥)

)︂⃒⃒⃒
𝑥=𝑗

=
1

𝑟!

(︁ 𝑑
𝑑𝑥

)︁𝑟(︂𝑛+3𝑚∏︁
𝑖=0
𝑖 ̸=𝑗

(𝑥− 𝑖)−1−𝑑𝑖

)︂⃒⃒⃒
𝑥=𝑗

=

=
1

𝑟!

∑︁
𝑙

𝑟!

𝑙0! · · · 𝑙𝑗−1!𝑙𝑗+1! · · · 𝑙𝑛+3𝑚!

𝑛+3𝑚∏︁
𝑖=0
𝑖 ̸=𝑗

(︁ 𝑑
𝑑𝑥

)︁𝑙𝑖
(𝑥− 𝑖)−1−𝑑𝑖

⃒⃒⃒
𝑥=𝑗

=

=
∑︁
𝑙

𝑛+3𝑚∏︁
𝑖=0
𝑖 ̸=𝑗

1

𝑙𝑖!

(︁ 𝑑
𝑑𝑥

)︁𝑙𝑖
(𝑥− 𝑖)−1−𝑑𝑖

⃒⃒⃒
𝑥=𝑗

=
∑︁
𝑙

𝑛+3𝑚∏︁
𝑖=0
𝑖 ̸=𝑗

(−1)𝑙𝑖(𝑑𝑖 + 𝑙𝑖)!

𝑑𝑖!𝑙𝑖!
(𝑗 − 𝑖)−1−𝑑𝑖−𝑙𝑖 .

Таким образом, мы имеем:

𝑎𝑗𝑟 =
∑︁
𝑙

𝑛+3𝑚∏︁
𝑖=0
𝑖 ̸=𝑗

(−1)𝑙𝑖(𝑑𝑖 + 𝑙𝑖)!

𝑑𝑖!𝑙𝑖!
(𝑗 − 𝑖)−1−𝑑𝑖−𝑙𝑖 , (8)

где суммирование происходит по всем наборам целых неотрицательных чисел
𝑙0, ..., 𝑙𝑗−1, 𝑙𝑗+1, ...𝑙𝑛+3𝑚 , сумма которых равна 𝑟. Итак, мы получаем

𝐼𝑛(𝑡) = 𝛾𝑛,𝑚

𝑛+3𝑚∑︁
𝑗=0

𝑃𝑗(𝑡)𝑒
𝑗𝑡 =

𝑛+3𝑚∑︁
𝑗=0

𝑒𝑗𝑡
𝑑𝑗∑︁
𝑟=0

𝛾𝑛,𝑚𝑎𝑗𝑟
𝑡𝑑𝑗−𝑟

(𝑑𝑗 − 𝑟)!
. (9)

С другой стороны, мы можем воспользоваться формулой (5). Тогда получим

𝐼𝑛(𝑡) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐶

𝑛+3𝑚∑︁
𝑗=0

3∑︁
𝑘=0

𝑐𝑗,𝑘
𝑒𝑡𝜁𝑑𝜁

(𝜁 − 𝑗)𝑘+1
=

𝑛+3𝑚∑︁
𝑗=0

3∑︁
𝑘=0

𝑐𝑗,𝑘
𝑡𝑘

𝑘!
𝑒𝑗𝑡 =

𝑛+3𝑚∑︁
𝑗=0

𝑒𝑗𝑡
3∑︁

𝑘=0

𝑐𝑗,𝑘
𝑡𝑘

𝑘!
=

=
𝑛+3𝑚∑︁
𝑗=0

𝑒𝑗𝑡
𝑑𝑗∑︁
𝑘=0

𝑐𝑗,𝑘
𝑡𝑘

𝑘!
(мы использовали 𝑐𝑗,𝑘 = 0 при 𝑘 > 𝑑𝑗).

Сделаем замену 𝑟 = 𝑑𝑗 − 𝑘 в формуле (9) и приравняем её к выражению из послед-
него равенства. Получим

𝐼𝑛(𝑡) =
𝑛+3𝑚∑︁
𝑗=0

𝑒𝑗𝑡
𝑑𝑗∑︁
𝑘=0

𝛾𝑛,𝑚𝑎𝑗,𝑑𝑗−𝑘
𝑡𝑘

𝑘!
=

𝑛+3𝑚∑︁
𝑗=0

𝑒𝑗𝑡
𝑑𝑗∑︁
𝑘=0

𝑐𝑗,𝑘
𝑡𝑘

𝑘!
.
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Так как функции 𝑡𝑘𝑒𝑗𝑡, 0 ≤ 𝑘 ≤ 3, 𝑗 = 0, ..., 𝑛 + 3𝑚 линейно независимы над Q, то
получаем, что 𝑐𝑗,𝑘 ≡ 𝛾𝑛,𝑚𝑎𝑗,𝑑𝑗−𝑘 . Применив формулу (8) для коэффициентов 𝑎𝑗,𝑑𝑗−𝑘 ,
получим требуемую формулу (7) на коэффициенты 𝑐𝑗,𝑘 .

Замечание 1. Формулу (7) можно записать в следующем виде:

𝑐𝑗,𝑘 = (−1)𝑑𝑗−𝑘𝐵𝑗𝐿𝑗,𝑘 , (10)

где 𝐵𝑗 = 𝛾𝑛,𝑚

𝑛+3𝑚∏︁
𝑖=0
𝑖 ̸=𝑗

(𝑗 − 𝑖)−1−𝑑𝑖 , (11)

𝐿𝑗,𝑘 =
∑︁
𝑙

𝑛+3𝑚∏︁
𝑖=0
𝑖 ̸=𝑗

𝜈(𝑑𝑖, 𝑙𝑖)(𝑗 − 𝑖)−𝑙𝑖 , (12)

𝜈(𝑑𝑖, 𝑙𝑖) =

(︂
𝑑𝑖 + 𝑙𝑖
𝑑𝑖

)︂
∈ Z, а суммирование в 𝐿𝑗,𝑘 происходит по всем наборам целых

неотрицательных чисел 𝑙0, ..., 𝑙𝑗−1, 𝑙𝑗+1, ...𝑙𝑛+3𝑚 , сумма которых равна 𝑑𝑗 − 𝑘.

Доказательство. Действительно, используя формулу (7), мы получим

𝑐𝑗,𝑘 = 𝛾𝑛,𝑚
∑︁
𝑙

𝑛+3𝑚∏︁
𝑖=0
𝑖 ̸=𝑗

(−1)𝑙𝑖(𝑑𝑖 + 𝑙𝑖)!

𝑑𝑖!𝑙𝑖!
(𝑗 − 𝑖)−1−𝑑𝑖−𝑙𝑖 =

= 𝛾𝑛,𝑚
∑︁
𝑙

𝑛+3𝑚∏︁
𝑖=0
𝑖 ̸=𝑗

(−1)𝑙𝑖
𝑛+3𝑚∏︁
𝑖=0
𝑖 ̸=𝑗

𝜈(𝑑𝑖, 𝑙𝑖)(𝑗 − 𝑖)−1−𝑑𝑖−𝑙𝑖 =

= 𝛾𝑛,𝑚
∑︁
𝑙

(−1)

∑︀
𝑖
𝑙𝑖

𝑛+3𝑚∏︁
𝑖=0
𝑖 ̸=𝑗

𝜈(𝑑𝑖, 𝑙𝑖)(𝑗 − 𝑖)−1−𝑑𝑖−𝑙𝑖 =

= 𝛾𝑛,𝑚
∑︁
𝑙

(−1)𝑑𝑗−𝑘

𝑛+3𝑚∏︁
𝑖=0
𝑖 ̸=𝑗

𝜈(𝑑𝑖, 𝑙𝑖)(𝑗 − 𝑖)−1−𝑑𝑖−𝑙𝑖 =

= 𝛾𝑛,𝑚
∑︁
𝑙

(−1)𝑑𝑗−𝑘

𝑛+3𝑚∏︁
𝑖=0
𝑖 ̸=𝑗

(𝑗 − 𝑖)−1−𝑑𝑖

𝑛+3𝑚∏︁
𝑖=0
𝑖 ̸=𝑗

𝜈(𝑑𝑖, 𝑙𝑖)(𝑗 − 𝑖)−𝑙𝑖 =

= (−1)𝑑𝑗−𝑘𝛾𝑛,𝑚

𝑛+3𝑚∏︁
𝑖=0
𝑖 ̸=𝑗

(𝑗 − 𝑖)−1−𝑑𝑖
∑︁
𝑙

𝑛+3𝑚∏︁
𝑖=0
𝑖 ̸=𝑗

𝜈(𝑑𝑖, 𝑙𝑖)(𝑗 − 𝑖)−𝑙𝑖 = (−1)𝑑𝑗−𝑘𝐵𝑗𝐿𝑗,𝑘 .

8



Замечание 2.
Интеграл 𝐼𝑛(𝑡) может быть записан как

𝐼𝑛(𝑡) =
3∑︁

𝑘=0

𝑄𝑘,𝑛(𝑒𝑡)
𝑡𝑘

𝑘!
, 𝑄𝑘,𝑛(𝑤) =

𝑛+(3−𝑘)𝑚∑︁
𝑗=𝑘𝑚

𝑐𝑗,𝑘𝑤
𝑗 .

Доказательство. Используя формулу (5), запишем

𝐼𝑛(𝑡) =
3∑︁

𝑘=0

𝑐𝑗,𝑘

𝑛+(3−𝑘)𝑚∑︁
𝑗=𝑘𝑚

𝑡𝑘

𝑘!
𝑒𝑗𝑡 =

3∑︁
𝑘=0

𝑄𝑘,𝑛(𝑒𝑡)
𝑡𝑘

𝑘!
.

2.2. Оценка знаменателей.

Введём обозначение 𝑇𝑛 для наименьшего общего кратного чисел 1, ..., 𝑛.

Лемма 2. Пусть 𝑢, 𝑣 ∈ Z, 𝑣 ≥ 𝑢+ 1, 𝑢 ≥ 0. Тогда

𝑇𝑣 ·
𝑢!(𝑣 − 𝑢− 1)!

𝑣!
∈ Z. (13)

Доказательство. Рассмотрим функцию 𝑅𝑢(𝑧) =
𝑢!

𝑧(𝑧 − 1) · ... · (𝑧 − 𝑢)
. Функция

𝑅𝑢(𝑧) представляется в виде суммы простейших дробей с целыми коэффициентами.

Действительно, 𝑅(𝑧) =
𝑢∑︀

𝑖=0

𝑏𝑖
𝑧 − 𝑖

, где 𝑏𝑖 есть ничто иное как вычет функции 𝑅𝑢(𝑧)

в точке 𝑧 = 𝑖. Тогда по формуле для вычета находим

𝑏𝑖 =
1

2𝜋𝑖

∫︁
|𝑧−𝑖|=𝜖

𝑅𝑢(𝑧)𝑑𝑧 =
1

2𝜋𝑖

∫︁
|𝑧−𝑖|=𝜖

𝑢!𝑑𝑧

𝑧(𝑧 − 1) · ... · (𝑧 − 𝑢)
=

=
1

2𝜋𝑖

∫︁
|𝑧−𝑖|=𝜖

𝑢!𝑑𝑧

(𝑧 − 𝑖)
𝑢∏︀

𝑗=0
𝑗 ̸=𝑖

(𝑧 − 𝑗)
=

𝑢!
𝑢∏︀

𝑗=0
𝑗 ̸=𝑖

(𝑖− 𝑗)
=

𝑢!

𝑖! · (−1) · ... · (−(𝑢− 𝑖))
=

=
𝑢!

(−1)𝑢−𝑖 · 𝑖!(𝑢− 𝑖)!
= (−1)𝑢+𝑖

(︂
𝑢

𝑖

)︂
∈ Z .

Следовательно, 𝑇𝑣 · 𝑅𝑢(𝑣) =
𝑢∑︀

𝑖=0

(−1)𝑖+𝑢

(︂
𝑢

𝑖

)︂
· 𝑇𝑣
𝑣 − 𝑖

∈ Z (мы воспользовались свой-

ством НОКа:
𝑇𝑣
𝑣 − 𝑖

∈ Z). Заметим, что𝑅𝑢(𝑣) =
𝑢!

𝑣(𝑣 − 1) · ... · (𝑣 − 𝑢)
=
𝑢!(𝑣 − 𝑢− 1)!

𝑣!
.

Таким образом, лемма доказана.
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Предложение 3. Для каждого 𝑘 , 0 ≤ 𝑘 ≤ 3 и 𝑗 = 0, ..., 𝑛+ 3𝑚 выполнено

𝑇𝑛+3𝑚𝑇𝑛+2𝑚𝑇𝑛+𝑚 · 𝑐𝑗,𝑘 ∈ Z . (14)

Доказательство. Итак, согласно следствию 1 коэффициенты 𝑐𝑗,𝑘 = 0 при 𝑘 > 𝑑𝑗 .
При 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑑𝑗 коэффициенты имеют вид: 𝑐𝑗,𝑘 = (−1)𝑑𝑗−𝑘𝐵𝑗𝐿𝑗,𝑘 . Рассмотрим слу-
чаи: 1) 𝑗 ∈ 𝐴1 , 2) 𝑗 ∈ 𝐴2 , 3) 𝑗 ∈ 𝐴3 , 4) 𝑗 ∈ 𝐴4 .

1) 𝑗 ∈ 𝐴1 : согласно этому 𝑑𝑗 = 0 ⇒ 𝑘 = 0. Таким образом, в формуле (12) сумми-
рование происходит по всем наборам целых неотрицательных чисел 𝑙𝑖 , 𝑖 ̸= 𝑗 , 𝑖 =
0, ..., 𝑛 + 3𝑚, сумма которых равна 0. А это значит, что все 𝑙𝑖 = 0 ⇒ 𝜈(𝑑𝑖, 𝑙𝑖) = 1.
Далее, по формуле (12) находим: 𝐿𝑗,𝑘 = 1. А из формулы (10) следует, что 𝑐𝑗,𝑘 = 𝐵𝑗 .
Вычислим коэффициент 𝐵𝑗 :

𝐵𝑗 = 𝛾𝑛,𝑚

𝑛+3𝑚∏︁
𝑖=0
𝑖 ̸=𝑗

(𝑗 − 𝑖)−1−𝑑𝑖 =

= 𝛾𝑛,𝑚
∏︁
𝑖∈𝐴1
𝑖 ̸=𝑗

(𝑗 − 𝑖)−1−𝑑𝑖
∏︁
𝑖∈𝐴2

(𝑗 − 𝑖)−1−𝑑𝑖
∏︁
𝑖∈𝐴3

(𝑗 − 𝑖)−1−𝑑𝑖
∏︁
𝑖∈𝐴4

(𝑗 − 𝑖)−1−𝑑𝑖 =

= 𝛾𝑛,𝑚
∏︁
𝑖∈𝐴1
𝑖 ̸=𝑗

(𝑗 − 𝑖)−1
∏︁
𝑖∈𝐴2

(𝑗 − 𝑖)−2
∏︁
𝑖∈𝐴3

(𝑗 − 𝑖)−3
∏︁
𝑖∈𝐴4

(𝑗 − 𝑖)−4 =

= 𝛾𝑛,𝑚
∏︁

𝑖∈𝐴1⊔𝐴2⊔𝐴3⊔𝐴4
𝑖 ̸=𝑗

(𝑗 − 𝑖)−1
∏︁

𝑖∈𝐴2⊔𝐴3⊔𝐴4

(𝑗 − 𝑖)−1
∏︁

𝑖∈𝐴3⊔𝐴4

(𝑗 − 𝑖)−1
∏︁
𝑖∈𝐴4

(𝑗 − 𝑖)−1 =

= 𝛾𝑛,𝑚

𝑛+3𝑚∏︁
𝑖=0
𝑖 ̸=𝑗

(𝑗 − 𝑖)−1

𝑛+2𝑚∏︁
𝑖=𝑚

(𝑗 − 𝑖)−1

𝑛+𝑚∏︁
𝑖=2𝑚

(𝑗 − 𝑖)−1

𝑛∏︁
𝑖=3𝑚

(𝑗 − 𝑖)−1 .

Вычислим произведения
𝑛+3𝑚∏︀
𝑖=0
𝑖 ̸=𝑗

(𝑗 − 𝑖) ,
𝑛+2𝑚∏︀
𝑖=𝑚

(𝑗 − 𝑖) ,
𝑛+𝑚∏︀
𝑖=2𝑚

(𝑗 − 𝑖) ,
𝑛∏︀

𝑖=3𝑚

(𝑗 − 𝑖) :

𝑛+3𝑚∏︁
𝑖=0
𝑖 ̸=𝑗

(𝑗 − 𝑖) = 𝑗! · (−1) · ... ·
(︀
−(𝑛+ 3𝑚− 𝑗)

)︀
= (−1)𝑛+3𝑚−𝑗 · 𝑗!(𝑛+ 3𝑚− 𝑗)!

𝑛+2𝑚∏︁
𝑖=𝑚

(𝑗 − 𝑖) =
(︀
𝑗 −𝑚

)︀(︀
𝑗 − (𝑚+ 1)

)︀
· ... ·

(︀
𝑗 − (𝑛+ 2𝑚)

)︀
=

=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(−1)𝑛+𝑚+1 (𝑛+ 2𝑚− 𝑗)!

(𝑚− 𝑗 − 1)!
, если 0 ≤ 𝑗 < 𝑚,

(𝑗 −𝑚)!

(𝑗 − 𝑛− 2𝑚− 1)!
, если 𝑛+ 2𝑚 < 𝑗 ≤ 𝑛+ 3𝑚.
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Аналогично,

𝑛+𝑚∏︁
𝑖=2𝑚

(𝑗 − 𝑖) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(−1)𝑛−𝑚+1 (𝑛+𝑚− 𝑗)!

(2𝑚− 𝑗 − 1)!
, если 0 ≤ 𝑗 < 𝑚,

(𝑗 − 2𝑚)!

(𝑗 − 𝑛−𝑚− 1)!
, если 𝑛+ 2𝑚 < 𝑗 ≤ 𝑛+ 3𝑚,

𝑛∏︁
𝑖=3𝑚

(𝑗 − 𝑖) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(−1)𝑛−3𝑚+1 (𝑛− 𝑗)!

(3𝑚− 𝑗 − 1)!
, если 0 ≤ 𝑗 < 𝑚,

(𝑗 − 3𝑚)!

(𝑗 − 𝑛− 1)!
, если 𝑛+ 2𝑚 < 𝑗 ≤ 𝑛+ 3𝑚.

Используя определение 𝛾𝑛,𝑚, при 0 ≤ 𝑗 < 𝑚 получим:

𝐵𝑗 = (−1)𝑗+1

(︂
𝑛+ 3𝑚

𝑗

)︂
· (𝑛+𝑚)!(𝑚− 𝑗 − 1)!

(𝑛+ 2𝑚− 𝑗)!
· (𝑛−𝑚)!(2𝑚− 𝑗 − 1)!

(𝑛+𝑚− 𝑗)!
·

· (𝑛− 3𝑚)!(3𝑚− 𝑗 − 1)!

(𝑛− 𝑗)!
, при 0 ≤ 𝑗 < 𝑚.

По Лемме 2 имеем
𝑇𝑛+3𝑚 · (𝑛+𝑚)!(𝑚− 𝑗 − 1)!

(𝑛+ 2𝑚− 𝑗)!
∈ Z , 𝑇𝑛+2𝑚 · (𝑛−𝑚)!(2𝑚− 𝑗 − 1)!

(𝑛+𝑚− 𝑗)!
∈ Z ,

𝑇𝑛+𝑚 · (𝑛− 3𝑚)!(3𝑚− 𝑗 − 1)!

(𝑛− 𝑗)!
∈ Z , ∀𝑗 : 0 ≤ 𝑗 < 𝑚 .

Таким образом, 𝑇𝑛+3𝑚𝑇𝑛+2𝑚𝑇𝑛+𝑚 ·𝐵𝑗 ∈ Z ⇒ 𝑇𝑛+3𝑚𝑇𝑛+2𝑚𝑇𝑛+𝑚 ·𝑐𝑗,𝑘 ∈ Z , 0 ≤ 𝑗 < 𝑚 .

При 𝑛+ 2𝑚 < 𝑗 ≤ 𝑛+ 3𝑚:

𝐵𝑗 = (−1)𝑛+3𝑚−𝑗

(︂
𝑛+ 3𝑚

𝑗

)︂
· (𝑛+𝑚)!(𝑗 − 𝑛− 2𝑚− 1)!

(𝑗 −𝑚)!
· (𝑛−𝑚)!(𝑗 − 𝑛−𝑚− 1)!

(𝑗 − 2𝑚)!
·

· (𝑛− 3𝑚)!(𝑗 − 𝑛− 1)!

(𝑗 − 3𝑚)!
, при 𝑛+ 2𝑚 < 𝑗 ≤ 𝑛+ 3𝑚.

Заменим в этой формуле 𝑗 на 𝑛+ 3𝑚− 𝑗′. Получим формулу, которая имеет такой
же вид, как в случае 0 ≤ 𝑗 < 𝑚, где вместо 𝑗 будет стоять 𝑗′ (0 ≤ 𝑗′ < 𝑚), за
исключением знака, который сменится на противоположный. Следовательно,

𝑇𝑛+3𝑚𝑇𝑛+2𝑚𝑇𝑛+𝑚 · 𝑐𝑗,𝑘 ∈ Z, ∀𝑗 ∈ 𝐴1, ∀𝑘 .

2) 𝑗 ∈ 𝐴2 ⇒ 𝑑𝑗 = 1, 0 ≤ 𝑘 ≤ 1. Вычислим для начала 𝐵𝑗 . Следуя аналогично
предыдущему пункту, получим:

𝐵𝑗 = 𝛾𝑛,𝑚

𝑛+3𝑚∏︁
𝑖=0
𝑖 ̸=𝑗

(𝑗 − 𝑖)−1

𝑛+2𝑚∏︁
𝑖=𝑚
𝑖 ̸=𝑗

(𝑗 − 𝑖)−1

𝑛+𝑚∏︁
𝑖=2𝑚

(𝑗 − 𝑖)−1

𝑛∏︁
𝑖=3𝑚

(𝑗 − 𝑖)−1 .

11



Как и в первом случае

𝑛+3𝑚∏︁
𝑖=0
𝑖 ̸=𝑗

(𝑗 − 𝑖) = 𝑗! · (−1) · ... · (−(𝑛+ 3𝑚− 𝑗)) = (−1)𝑛+3𝑚−𝑗 · 𝑗!(𝑛+ 3𝑚− 𝑗)!

Также
𝑛+2𝑚∏︁
𝑖=𝑚
𝑖 ̸=𝑗

(𝑗 − 𝑖) = (−1)𝑛+2𝑚−𝑗 · (𝑗 −𝑚)!(𝑛+ 2𝑚− 𝑗)!

Соответственно,

𝑛+𝑚∏︁
𝑖=2𝑚

(𝑗 − 𝑖) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(−1)𝑛−𝑚+1 (𝑛+𝑚− 𝑗)!

(2𝑚− 𝑗 − 1)!
, если 𝑚 ≤ 𝑗 < 2𝑚,

(𝑗 − 2𝑚)!

(𝑗 − 𝑛−𝑚− 1)!
, если 𝑛+𝑚 < 𝑗 ≤ 𝑛+ 2𝑚,

𝑛∏︁
𝑖=3𝑚

(𝑗 − 𝑖) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(−1)𝑛−3𝑚+1 (𝑛− 𝑗)!

(3𝑚− 𝑗 − 1)!
, если 𝑚 ≤ 𝑗 < 2𝑚,

(𝑗 − 3𝑚)!

(𝑗 − 𝑛− 1)!
, если 𝑛+𝑚 < 𝑗 ≤ 𝑛+ 2𝑚.

Таким образом, при 𝑚 ≤ 𝑗 < 2𝑚, используя определение 𝛾𝑛,𝑚, получим

𝐵𝑗 = (−1)𝑚
(︂
𝑛+ 3𝑚

𝑗

)︂(︂
𝑛+𝑚

𝑗 −𝑚

)︂
· (𝑛−𝑚)!(2𝑚− 𝑗 − 1)!

(𝑛+𝑚− 𝑗)!
· (𝑛− 3𝑚)!(3𝑚− 𝑗 − 1)!

(𝑛− 𝑗)!
.

По лемме 2:
𝑇𝑛+2𝑚 · (𝑛−𝑚)!(2𝑚− 𝑗 − 1)!

(𝑛+𝑚− 𝑗)!
∈ Z , 𝑇𝑛+𝑚 · (𝑛− 3𝑚)!(3𝑚− 𝑗 − 1)!

(𝑛− 𝑗)!
∈ Z ,

∀𝑗 : 𝑚 ≤ 𝑗 < 2𝑚 .

Также очевидно, что
(︂
𝑛+ 3𝑚

𝑗

)︂
∈ Z ,

(︂
𝑛+𝑚

𝑗 −𝑚

)︂
∈ Z . Следовательно,

𝑇𝑛+2𝑚𝑇𝑛+𝑚 ·𝐵𝑗 ∈ Z , ∀𝑗 : 𝑚 ≤ 𝑗 < 2𝑚 .

При 𝑛+𝑚 < 𝑗 ≤ 𝑛+ 2𝑚:

𝐵𝑗 = (−1)𝑚
(︂
𝑛+ 3𝑚

𝑗

)︂(︂
𝑛+𝑚

𝑗 −𝑚

)︂
· (𝑛−𝑚)!(𝑗 − 𝑛−𝑚− 1)!

(𝑗 − 2𝑚)!
· (𝑛− 3𝑚)!(𝑗 − 𝑛− 1)!

(𝑗 − 3𝑚)!
.

Аналогично пункту 1), заменим 𝑗 на 𝑛 + 3𝑚 − 𝑗′ и получим, что 𝐵𝑗 = 𝐵𝑗′ , где
𝑚 ≤ 𝑗′ < 2𝑚. Следовательно, 𝑇𝑛+2𝑚𝑇𝑛+𝑚 ·𝐵𝑗 ∈ Z , ∀𝑗 ∈ 𝐴2.
Теперь рассмотрим 𝐿𝑗,𝑘 : 𝑘 может принимать два значения: 0 и 1. Суммирование в
𝐿𝑗,𝑘 происходит по всем неотрицательным целым наборам {𝑙𝑖}, для которых выпол-
нено

∑︀
𝑖

𝑙𝑖 = 1 − 𝑘. Рассмотрим два варианта: а) 𝑘 = 0, б) 𝑘 = 1.
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a) 𝑘 = 0 : тогда
𝑛+3𝑚∑︀
𝑖=0
𝑖 ̸=𝑗

𝑙𝑖 = 1 ⇒ ∃ 𝑖0 ̸= 𝑗: 𝑙𝑖0 = 1, а оставшиеся 𝑙𝑖 равны нулю ⇒

𝑛+3𝑚∏︀
𝑖=0
𝑖 ̸=𝑗

𝜈(𝑑𝑖, 𝑙𝑖)(𝑗 − 𝑖)−𝑙𝑖 = 𝜈(𝑑𝑖0 , 1)(𝑗 − 𝑖0)
−1. А суммирование в (12) будет идти по всем

𝑖0 ̸= 𝑗, 𝑖0 = 0, ..., 𝑛+ 3𝑚. То есть

𝐿𝑗,𝑘 =
∑︁
𝑙

𝑛+3𝑚∏︁
𝑖=0
𝑖 ̸=𝑗

𝜈(𝑑𝑖, 𝑙𝑖)(𝑗 − 𝑖)−𝑙𝑖 =
𝑛+3𝑚∑︁
𝑖0=0
𝑖0 ̸=𝑗

𝜈(𝑑𝑖0 , 1)

𝑗 − 𝑖0
=

𝑛+3𝑚∑︁
𝑖=0
𝑖 ̸=𝑗

𝜈(𝑑𝑖, 1)

𝑗 − 𝑖
.

Заметим, что так как 𝑗 ∈ 𝐴2, то 1 ≤ |𝑗 − 𝑖| ≤ 𝑛+ 2𝑚, ∀𝑖 ̸= 𝑗, 𝑖 = 0, ..., 𝑛+ 3𝑚 ⇒

𝑇𝑛+3𝑚𝐿𝑗,𝑘 =
𝑛+3𝑚∑︁
𝑖=0
𝑖 ̸=𝑗

𝜈(𝑑𝑖, 1) · 𝑇𝑛+3𝑚

𝑗 − 𝑖
∈ Z .

Согласно формуле (10) получим

𝑇𝑛+3𝑚𝑇𝑛+2𝑚𝑇𝑛+𝑚 · 𝑐𝑗,𝑘 = (−1) · 𝑇𝑛+2𝑚𝑇𝑛+𝑚𝐵𝑗 · 𝑇𝑛+3𝑚𝐿𝑗,𝑘 ∈ Z, ∀𝑗 ∈ 𝐴2 и 𝑘 = 0.

б) 𝑘 = 1: тогда
𝑛+3𝑚∑︀
𝑖=0
𝑖 ̸=𝑗

𝑙𝑖 = 0 ⇒ все 𝑙𝑖 = 0 ⇒ все 𝜈(𝑑𝑖, 𝑙𝑖) = 1. По формуле (12) находим:

𝐿𝑗,𝑘 = 1, ∀𝑗 ∈ 𝐴2 . Следовательно, по формуле (10) получаем 𝑐𝑗,𝑘 = 𝐵𝑗. А значит
𝑇𝑛+3𝑚𝑇𝑛+2𝑚𝑇𝑛+𝑚 · 𝑐𝑗,𝑘 = 𝑇𝑛+3𝑚 · 𝑇𝑛+2𝑚𝑇𝑛+𝑚𝐵𝑗 ∈ Z, ∀𝑗 ∈ 𝐴2 и 𝑘 = 1.
Таким образом, мы доказали

𝑇𝑛+3𝑚𝑇𝑛+2𝑚𝑇𝑛+𝑚 · 𝑐𝑗,𝑘 ∈ Z, ∀𝑗 ∈ 𝐴2, ∀𝑘 .

3) 𝑗 ∈ 𝐴3 ⇒ 𝑑𝑗 = 2, 0 ≤ 𝑘 ≤ 2. Также как в предыдущих пунктах находим 𝐵𝑗:

𝐵𝑗 = 𝛾𝑛,𝑚

𝑛+3𝑚∏︁
𝑖=0
𝑖 ̸=𝑗

(𝑗 − 𝑖)−1

𝑛+2𝑚∏︁
𝑖=𝑚
𝑖 ̸=𝑗

(𝑗 − 𝑖)−1

𝑛+𝑚∏︁
𝑖=2𝑚
𝑖 ̸=𝑗

(𝑗 − 𝑖)−1

𝑛∏︁
𝑖=3𝑚

(𝑗 − 𝑖)−1 ,

𝑛+3𝑚∏︁
𝑖=0
𝑖 ̸=𝑗

(𝑗 − 𝑖) = 𝑗! · (−1) · ... ·
(︀
−(𝑛+ 3𝑚− 𝑗)

)︀
= (−1)𝑛+3𝑚−𝑗 · 𝑗!(𝑛+ 3𝑚− 𝑗)! ,

𝑛+2𝑚∏︁
𝑖=𝑚
𝑖 ̸=𝑗

(𝑗 − 𝑖) = (−1)𝑛+2𝑚−𝑗 · (𝑗 −𝑚)!(𝑛+ 2𝑚− 𝑗)! ,
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𝑛+𝑚∏︁
𝑖=2𝑚
𝑖 ̸=𝑗

(𝑗 − 𝑖) = (−1)𝑛+𝑚−𝑗 · (𝑗 − 2𝑚)!(𝑛+𝑚− 𝑗)! ,

𝑛∏︁
𝑖=3𝑚

(𝑗 − 𝑖) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(−1)𝑛−3𝑚+1 (𝑛− 𝑗)!

(3𝑚− 𝑗 − 1)!
, если 2𝑚 ≤ 𝑗 < 3𝑚,

(𝑗 − 3𝑚)!

(𝑗 − 𝑛− 1)!
, если 𝑛 < 𝑗 ≤ 𝑛+𝑚.

Отсюда, окончательно находим 𝐵𝑗:
при 2𝑚 ≤ 𝑗 < 3𝑚 :

𝐵𝑗 = (−1)𝑗+𝑚+1

(︂
𝑛+ 3𝑚

𝑗

)︂(︂
𝑛+𝑚

𝑗 −𝑚

)︂(︂
𝑛−𝑚

𝑗 − 2𝑚

)︂
· (𝑛− 3𝑚)!(3𝑚− 𝑗 − 1)!

(𝑛− 𝑗)!
,

при 𝑛 < 𝑗 ≤ 𝑛+𝑚 :

𝐵𝑗 = (−1)𝑗+𝑛

(︂
𝑛+ 3𝑚

𝑗

)︂(︂
𝑛+𝑚

𝑗 −𝑚

)︂(︂
𝑛−𝑚

𝑗 − 2𝑚

)︂
· (𝑛− 3𝑚)!(𝑗 − 𝑛− 1)!

(𝑗 − 3𝑚)!
,

Согласно лемме 2 имеем: 𝑇𝑛+𝑚 · (𝑛− 3𝑚)!(3𝑚− 𝑗 − 1)!

(𝑛− 𝑗)!
∈ Z, ∀ 𝑗 : 2𝑚 ≤ 𝑗 < 3𝑚.

Откуда следует, что 𝑇𝑛+𝑚 ·𝐵𝑗 ∈ Z, ∀ 𝑗 : 2𝑚 ≤ 𝑗 < 3𝑚.

В случае, когда 𝑛 < 𝑗 ≤ 𝑛+𝑚, сделаем замену 𝑗 = 𝑛+ 3𝑚− 𝑗′.
Тогда 2𝑚 ≤ 𝑗′ < 3𝑚 и 𝐵𝑗 = −𝐵𝑗′ . Таким образом, мы проверили, что

𝑇𝑛+𝑚 ·𝐵𝑗 ∈ Z , ∀ 𝑗 ∈ 𝐴3 .

Перейдем к числам 𝐿𝑗,𝑘. Напомним, что они вычисляются по формуле (12). 𝑘 мо-
жет принимать значения 0, 1, 2. Суммирование в 𝐿𝑗,𝑘 происходит по всем неотри-
цательным целым наборам {𝑙𝑖}, для которых выполнено

∑︀
𝑖

𝑙𝑖 = 2 − 𝑘. Рассмотрим

варианты: а) 𝑘 = 0, б) 𝑘 = 1, в) 𝑘 = 2.

а) 𝑘 = 0: тогда
𝑛+3𝑚∑︀
𝑖=0
𝑖 ̸=𝑗

𝑙𝑖 = 2 ⇒

[︃
∃𝑖1, 𝑖2 : 𝑙𝑖1 = 𝑙𝑖2 = 1, остальные 𝑙𝑖 равны 0,
∃𝑖3 : 𝑙𝑖3 = 2, остальные 𝑙𝑖 равны 0.

По формуле (12) находим

𝐿𝑗,𝑘 =
∑︁
𝑙

𝑛+3𝑚∏︁
𝑖=0
𝑖 ̸=𝑗

𝜈(𝑑𝑖, 𝑙𝑖)(𝑗 − 𝑖)−𝑙𝑖 =
∑︁
𝑖1,𝑖2

𝜈(𝑑𝑖1 , 1)(𝑗 − 𝑖1)
−1 · 𝜈(𝑑𝑖2 , 1)(𝑗 − 𝑖2)

−1+

+
𝑛+3𝑚∑︁
𝑖3=0
𝑖3 ̸=𝑗

𝜈(𝑑𝑖3 , 2)(𝑗 − 𝑖3)
−2 =

∑︁
𝑖1,𝑖2

𝜆*𝑖1𝜆
*
𝑖2

(𝑗 − 𝑖1)(𝑗 − 𝑖2)
+

𝑛+3𝑚∑︁
𝑖3=0
𝑖3 ̸=𝑗

𝜆*𝑖3
(𝑗 − 𝑖3)2

,
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где 𝜆*𝑖1 = 𝜈(𝑑𝑖1 , 1) , 𝜆*𝑖2 = 𝜈(𝑑𝑖2 , 1) , 𝜆*𝑖3 = 𝜈(𝑑𝑖3 , 2) ∈ Z; суммирование в первой
сумме происходит по всем парам (𝑖1, 𝑖2) : 𝑖1 ̸= 𝑖2, 𝑖1 ̸= 𝑗, 𝑖2 ̸= 𝑗, 𝑖1 = 0, 𝑛+ 3𝑚,
𝑖2 = 0, 𝑛+ 3𝑚.
Так как 𝑗 ∈ 𝐴3, то 1 < |𝑗− 𝑖| ≤ 𝑛+𝑚 ∀𝑖 ̸= 𝑗, 𝑖 = 0, ..., 𝑛+ 3𝑚 , то верно следующее:

𝑇𝑛+3𝑚𝑇𝑛+2𝑚 ·
∑︀
𝑖1,𝑖2

𝜆*𝑖1𝜆
*
𝑖2

(𝑗 − 𝑖1)(𝑗 − 𝑖2)
∈ Z, 𝑇𝑛+3𝑚𝑇𝑛+2𝑚 ·

𝑛+3𝑚∑︀
𝑖3=0
𝑖3 ̸=𝑗

𝜆*𝑖3
(𝑗 − 𝑖3)2

∈ Z

⇒ 𝑇𝑛+3𝑚𝑇𝑛+2𝑚 · 𝐿𝑗,𝑘 ∈ Z.

б) 𝑘 = 1: тогда
𝑛+3𝑚∑︀
𝑖=0
𝑖 ̸=𝑗

𝑙𝑖 = 1 ⇒ ∃ 𝑖0 ̸= 𝑗: 𝑙𝑖0 = 1, а оставшиеся 𝑙𝑖 равны нулю ⇒

𝐿𝑗,𝑘 =
∑︁
𝑙

𝑛+3𝑚∏︁
𝑖=0
𝑖 ̸=𝑗

𝜈(𝑑𝑖, 𝑙𝑖)(𝑗 − 𝑖)−𝑙𝑖 =
𝑛+3𝑚∑︁
𝑖0=0
𝑖0 ̸=𝑗

𝜈(𝑑𝑖0 , 1)

𝑗 − 𝑖0
=

𝑛+3𝑚∑︁
𝑖=0
𝑖 ̸=𝑗

𝜈(𝑑𝑖, 1)

𝑗 − 𝑖
.

⇒ 𝑇𝑛+2𝑚 · 𝐿𝑗,𝑘 ∈ Z. А тогда тем более выполнено 𝑇𝑛+3𝑚𝑇𝑛+2𝑚 · 𝐿𝑗,𝑘 ∈ Z .

в) 𝑘 = 2: тогда
𝑛+3𝑚∑︀
𝑖=0
𝑖 ̸=𝑗

𝑙𝑖 = 0 ⇒ все 𝑙𝑖 = 0 ⇒ все 𝜈(𝑑𝑖, 𝑙𝑖) = 1. По формуле (12)

находим: 𝐿𝑗,𝑘 = 1, ∀𝑗 ∈ 𝐴3. Тогда очевидно, что 𝑇𝑛+3𝑚𝑇𝑛+2𝑚 · 𝐿𝑗,𝑘 ∈ Z.

А значит мы проверили, что 𝑇𝑛+3𝑚𝑇𝑛+2𝑚 · 𝐿𝑗,𝑘, ∈ Z , ∀𝑗 ∈ 𝐴3 , 𝑘 = 0, 1, 2 . Сле-
довательно, согласно (10) мы получаем

𝑇𝑛+3𝑚𝑇𝑛+2𝑚𝑇𝑛+𝑚 · 𝑐𝑗,𝑘 ∈ Z, ∀𝑗 ∈ 𝐴3 , ∀𝑘 .

4) 𝑗 ∈ 𝐴4 ⇒ 𝑑𝑗 = 3, 0 ≤ 𝑘 ≤ 3. Так же как и в предыдущих пунктах, найдём
коэффициенты 𝐵𝑗 :

𝐵𝑗 = 𝛾𝑛,𝑚

𝑛+3𝑚∏︁
𝑖=0
𝑖 ̸=𝑗

(𝑗 − 𝑖)−1

𝑛+2𝑚∏︁
𝑖=𝑚
𝑖 ̸=𝑗

(𝑗 − 𝑖)−1

𝑛+𝑚∏︁
𝑖=2𝑚
𝑖 ̸=𝑗

(𝑗 − 𝑖)−1

𝑛∏︁
𝑖=3𝑚
𝑖 ̸=𝑗

(𝑗 − 𝑖)−1 ,

𝑛+3𝑚∏︁
𝑖=0
𝑖 ̸=𝑗

(𝑗 − 𝑖) = 𝑗! · (−1) · ... ·
(︀
−(𝑛+ 3𝑚− 𝑗)

)︀
= (−1)𝑛+3𝑚−𝑗 · 𝑗!(𝑛+ 3𝑚− 𝑗)! ,

𝑛+2𝑚∏︁
𝑖=𝑚
𝑖 ̸=𝑗

(𝑗 − 𝑖) = (−1)𝑛+2𝑚−𝑗 · (𝑗 −𝑚)!(𝑛+ 2𝑚− 𝑗)! ,
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𝑛+𝑚∏︁
𝑖=2𝑚
𝑖 ̸=𝑗

(𝑗 − 𝑖) = (−1)𝑛+𝑚−𝑗 · (𝑗 − 2𝑚)!(𝑛+𝑚− 𝑗)! ,

𝑛∏︁
𝑖=3𝑚
𝑖 ̸=𝑗

(𝑗 − 𝑖) = (−1)𝑛−𝑗 · (𝑗 − 3𝑚)!(𝑛− 𝑗)! .

Окончательно находим 𝐵𝑗:

𝐵𝑗 =

(︂
𝑛+ 3𝑚

𝑗

)︂
·
(︂
𝑛+𝑚

𝑗 −𝑚

)︂
·
(︂
𝑛−𝑚

𝑗 − 2𝑚

)︂
·
(︂
𝑛− 3𝑚

𝑗 − 3𝑚

)︂
.

Из последнего соотношения видно, что 𝐵𝑗 ∈ Z, ∀𝑗 ∈ 𝐴4.
Рассмотрим коэффициенты 𝐿𝑗,𝑘 . 𝑘 может принимать значения 0, 1, 2, 3. Суммиро-
вание в 𝐿𝑗,𝑘 происходит по всем неотрицательным целым наборам {𝑙𝑖}, для которых
выполнено

∑︀
𝑖

𝑙𝑖 = 3−𝑘. Рассмотрим варианты: а) 𝑘 = 0, б) 𝑘 = 1, в) 𝑘 = 2, г) 𝑘 = 3.

а) 𝑘 = 0: тогда
𝑛+3𝑚∑︀
𝑖=0
𝑖 ̸=𝑗

𝑙𝑖 = 3 ⇒

⎡⎢⎣∃𝑖1, 𝑖2, 𝑖3 : 𝑙𝑖1 = 𝑙𝑖2 = 𝑙𝑖3 = 1, остальные 𝑙𝑖 равны 0;
∃𝑖4, 𝑖5 : 𝑙𝑖4 = 2, 𝑙𝑖5 = 1, остальные 𝑙𝑖 равны 0;
∃𝑖6 : 𝑙𝑖6 = 3, остальные 𝑙𝑖 равны 0.

По формуле (12) находим

𝐿𝑗,𝑘 =
∑︁
𝑙

𝑛+3𝑚∏︁
𝑖=0
𝑖 ̸=𝑗

𝜈(𝑑𝑖, 𝑙𝑖)(𝑗 − 𝑖)−𝑙𝑖 =

=
∑︁

𝑖1,𝑖2,𝑖3

𝜈(𝑑𝑖1 , 1)(𝑗 − 𝑖1)
−1 · 𝜈(𝑑𝑖2 , 1)(𝑗 − 𝑖2)

−1 · 𝜈(𝑑𝑖3 , 1)(𝑗 − 𝑖3)
−1+

+
∑︁
𝑖4,𝑖5

𝜈(𝑑𝑖4 , 2)(𝑗 − 𝑖4)
−2 · 𝜈(𝑑𝑖5 , 1)(𝑗 − 𝑖5)

−1 +
𝑛+3𝑚∑︁
𝑖6=0
𝑖6 ̸=𝑗

𝜈(𝑑𝑖6 , 3)(𝑗 − 𝑖)−3 =

=
∑︁

𝑖1,𝑖2,𝑖3

𝜈(𝑑𝑖1 , 1)𝜈(𝑑𝑖2 , 1)𝜈(𝑑𝑖3 , 1)

(𝑗 − 𝑖1)(𝑗 − 𝑖2)(𝑗 − 𝑖3)
+
∑︁
𝑖4,𝑖5

𝜈(𝑑𝑖4 , 2)𝜈(𝑑𝑖5 , 1)

(𝑗 − 𝑖4)2(𝑗 − 𝑖5)
+

𝑛+3𝑚∑︁
𝑖6=0
𝑖6 ̸=𝑗

𝜈(𝑑𝑖6 , 3)

(𝑗 − 𝑖6)3
,

где все 𝑖1, 𝑖2, 𝑖3 меняются от 0 до 𝑛+ 3𝑚, не равны друг другу и не равны 𝑗;
𝑖4 ̸= 𝑖5 меняются от 0 до 𝑛+ 3𝑚 и не равны 𝑗.
Так как 𝑗 ∈ 𝐴4 , то 1 < |𝑗 − 𝑖| ≤ 𝑛 ∀𝑖 ̸= 𝑗, 𝑖 = 0, ..., 𝑛+ 3𝑚, то получим

𝑇𝑛+3𝑚𝑇𝑛+2𝑚𝑇𝑛+𝑚 ·
∑︀

𝑖1,𝑖2,𝑖3

𝜈(𝑑𝑖1 , 1)𝜈(𝑑𝑖2 , 1)𝜈(𝑑𝑖3 , 1)

(𝑗 − 𝑖1)(𝑗 − 𝑖2)(𝑗 − 𝑖3)
∈ Z ,

𝑇𝑛+3𝑚𝑇𝑛+2𝑚𝑇𝑛+𝑚 ·
∑︀
𝑖4,𝑖5

𝜈(𝑑𝑖4 , 2)𝜈(𝑑𝑖5 , 1)

(𝑗 − 𝑖4)2(𝑗 − 𝑖5)
∈ Z , 𝑇𝑛+3𝑚𝑇𝑛+2𝑚𝑇𝑛+𝑚 ·

𝑛+3𝑚∑︀
𝑖6=0
𝑖6 ̸=𝑗

𝜈(𝑑𝑖6 , 3)

(𝑗 − 𝑖6)3
∈ Z

⇒ 𝑇𝑛+3𝑚𝑇𝑛+2𝑚𝑇𝑛+𝑚 · 𝐿𝑗,𝑘 ∈ Z .
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б) 𝑘 = 1: тогда
𝑛+3𝑚∑︀
𝑖=0
𝑖 ̸=𝑗

𝑙𝑖 = 2 ⇒

[︃
∃𝑖1, 𝑖2 : 𝑙𝑖1 = 𝑙𝑖2 = 1, остальные 𝑙𝑖 равны 0,
∃𝑖3 : 𝑙𝑖3 = 2, остальные 𝑙𝑖 равны 0.

По формуле (12) находим

𝐿𝑗,𝑘 =
∑︁
𝑙

𝑛+3𝑚∏︁
𝑖=0
𝑖 ̸=𝑗

𝜈(𝑑𝑖, 𝑙𝑖)(𝑗 − 𝑖)−𝑙𝑖 =
∑︁
𝑖1,𝑖2

𝜈(𝑑𝑖1 , 1)𝜈(𝑑𝑖2 , 1)

(𝑗 − 𝑖1)(𝑗 − 𝑖2)
+

𝑛+3𝑚∑︁
𝑖3=0
𝑖3 ̸=𝑗

𝜈(𝑑𝑖3 , 2)

(𝑗 − 𝑖3)2
,

где суммирования происходят аналогично предыдущим пунктам. Таким образом
получим: 𝑇𝑛+3𝑚𝑇𝑛+2𝑚𝑇𝑛+𝑚 · 𝐿𝑗,𝑘 ∈ Z.

в) 𝑘 = 2: тогда
𝑛+3𝑚∑︀
𝑖=0
𝑖 ̸=𝑗

𝑙𝑖 = 1 ⇒ ∃ 𝑖0 ̸= 𝑗: 𝑙𝑖0 = 1, а оставшиеся 𝑙𝑖 равны нулю ⇒

𝐿𝑗,𝑘 =
∑︁
𝑙

𝑛+3𝑚∏︁
𝑖=0
𝑖 ̸=𝑗

𝜈(𝑑𝑖, 𝑙𝑖)(𝑗 − 𝑖)−𝑙𝑖 =
𝑛+3𝑚∑︁
𝑖0=0
𝑖0 ̸=𝑗

𝜈(𝑑𝑖0 , 1)

𝑗 − 𝑖0
.

В этом случае, тем более выполнено: 𝑇𝑛+3𝑚𝑇𝑛+2𝑚𝑇𝑛+𝑚 · 𝐿𝑗,𝑘 ∈ Z .

г) 𝑘 = 3: тогда
𝑛+3𝑚∑︀
𝑖=0
𝑖 ̸=𝑗

𝑙𝑖 = 0 ⇒ все 𝑙𝑖 = 0 ⇒ все 𝜈(𝑑𝑖, 𝑙𝑖) = 1. По формуле (12) на-

ходим: 𝐿𝑗,𝑘 = 1, ∀𝑗 ∈ 𝐴4 . Также очевидно, что 𝑇𝑛+3𝑚𝑇𝑛+2𝑚𝑇𝑛+𝑚 · 𝐿𝑗,𝑘 ∈ Z .

А значит мы проверили, что 𝑇𝑛+3𝑚𝑇𝑛+2𝑚𝑇𝑛+𝑚 · 𝐿𝑗,𝑘 ∈ Z , ∀𝑗 ∈ 𝐴4, ∀ 𝑘 . Учитывая
(10) и то, что 𝐵𝑗 ∈ Z , ∀𝑗 ∈ 𝐴4 , мы имеем

𝑇𝑛+3𝑚𝑇𝑛+2𝑚𝑇𝑛+𝑚 · 𝑐𝑗,𝑘 ∈ Z , ∀𝑗 ∈ 𝐴4 , ∀𝑘 .

Итак, мы доказали, что во всех случаях для коэффициентов 𝑐𝑗,𝑘 выполняется (14).
Следовательно, наше предложение доказано.

Введем обозначения:

B𝑗 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑇𝑛+3𝑚𝑇𝑛+2𝑚𝑇𝑛+𝑚 ·𝐵𝑗, если 𝑗 ∈ 𝐴1,

𝑇𝑛+2𝑚𝑇𝑛+𝑚 ·𝐵𝑗, если 𝑗 ∈ 𝐴2,

𝑇𝑛+𝑚 ·𝐵𝑗, если 𝑗 ∈ 𝐴3,

𝐵𝑗, если 𝑗 ∈ 𝐴4;

L𝑗,𝑘 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝐿𝑗,𝑘 , если 𝑗 ∈ 𝐴1,

𝑇𝑛+𝑚 · 𝐿𝑗,𝑘 , если 𝑗 ∈ 𝐴2,

𝑇𝑛+2𝑚𝑇𝑛+𝑚 · 𝐿𝑗,𝑘 , если 𝑗 ∈ 𝐴3,

𝑇𝑛+3𝑚𝑇𝑛+2𝑚𝑇𝑛+𝑚 · 𝐿𝑗,𝑘 , если 𝑗 ∈ 𝐴4.
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Предложение 4. Для любого 𝑗 = 0, ..., 𝑛+3𝑚 и для любого простого 𝑝,
√
𝑛+ 3𝑚 <

𝑝 ≤ 𝑛+𝑚 выполнено

𝜈𝑝(𝐵𝑗) = 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑠) , (15)

где 𝑦 =
𝑛

𝑝
, 𝑥 =

𝑚

𝑝
, 𝑠 =

𝑗

𝑝
, 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑠) = [𝑦 + 3𝑥] − [𝑠] − [𝑦 + 3𝑥− 𝑠] + [𝑦 + 𝑥] − [𝑠− 𝑥] −

− [𝑦 + 2𝑥− 𝑠] + [𝑦 − 𝑥] − [𝑠− 2𝑥] − [𝑦 + 𝑥− 𝑠] + [𝑦 − 3𝑥] − [𝑠− 3𝑥] − [𝑦 − 𝑠] .

Доказательство. Пусть 𝑝 − простое с условием
√
𝑛+ 3𝑚 < 𝑝 ≤ 𝑛 + 𝑚 . Пусть

𝑦 =
𝑛

𝑝
, 𝑥 =

𝑚

𝑝
, 𝑠 =

𝑗

𝑝
, 𝑟 =

𝑗 + 1

𝑝
. Рассмотрим четыре случая: 1) 𝑗 ∈ 𝐴1 , 2) 𝑗 ∈ 𝐴2 ,

3) 𝑗 ∈ 𝐴3 , 4) 𝑗 ∈ 𝐴4 .

1) Итак, в первом случае 𝑗 ∈ 𝐴1. Согласно доказательству предложения 3, мы
можем воспользоваться формулой для коэффициента 𝐵𝑗 и рассматривать только
0 ≤ 𝑗 < 𝑚, так как случай 𝑛 + 2𝑚 < 𝑗 ≤ 𝑛 + 3𝑚 сводится к случаю 0 ≤ 𝑗 < 𝑚
простой заменой. В случае 0 ≤ 𝑗 < 𝑚 формула для 𝐵𝑗 имеет вид:

𝐵𝑗 = (−1)𝑗+1

(︂
𝑛+ 3𝑚

𝑗

)︂
· (𝑛+𝑚)!(𝑚− 𝑗 − 1)!

(𝑛+ 2𝑚− 𝑗)!
· (𝑛−𝑚)!(2𝑚− 𝑗 − 1)!

(𝑛+𝑚− 𝑗)!
·

· (𝑛− 3𝑚)!(3𝑚− 𝑗 − 1)!

(𝑛− 𝑗)!
.

По условию 𝑝 >
√
𝑛+ 3𝑚 и 𝑝 ≤ 𝑛 + 𝑚 . Следовательно, 𝜈𝑝(B𝑗) = 𝜈𝑝(𝑇𝑛+3𝑚) +

+𝜈𝑝(𝑇𝑛+2𝑚) + 𝜈𝑝(𝑇𝑛+𝑚) + 𝜈𝑝(𝐵𝑗) = 3 + 𝜈𝑝(𝐵𝑗). Теперь, заметим, что для любого
натурального 𝑀 , 𝑀 ≤ 𝑛+3𝑚 , выполнено 𝜈𝑝(𝑀 !) =

∑︀
𝑘

[︀
𝑀
𝑝𝑘

]︀
. Но так как 𝑝2 > 𝑛+3𝑚,

то 𝜈𝑝(𝑀 !) =

[︂
𝑀

𝑝

]︂
. Тогда 𝜈𝑝(𝐵𝑗) = [𝑦 + 3𝑥] − [𝑠] − [𝑦 + 3𝑥− 𝑠] + [𝑦 + 𝑥] + [𝑥− 𝑟] −

− [𝑦+ 2𝑥− 𝑠] + [𝑦−𝑥] + [2𝑥− 𝑟]− [𝑦+𝑥− 𝑠] + [𝑦− 3𝑥] + [3𝑥− 𝑟]− [𝑦− 𝑠] =: 𝜇̃(𝑥, 𝑦, 𝑠, 𝑟)

. Для любого целого числа 𝑢, как легко проверить, выполняется равенство
[︂
𝑢

𝑝

]︂
=

= −1 −
[︂
−𝑢+ 1

𝑝

]︂
. Применяя его к числам 𝑢, равным 𝑗 −𝑚 , 𝑗 − 2𝑚 , 𝑗 − 3𝑚 , мы

получим равенство 𝜇̃(𝑥, 𝑦, 𝑠, 𝑟) = 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑠)−3. Таким образом, 𝜈𝑝(B𝑗) = 3+𝜈𝑝(𝐵𝑗) =
= 3 + 𝜇̃(𝑥, 𝑦, 𝑠, 𝑟) = 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑠) .
2) Аналогично первому случаю, мы можем рассматривать 𝑚 ≤ 𝑗 < 2𝑚. В этом
случае формула 𝐵𝑗 имеет вид:

𝐵𝑗 = (−1)𝑚
(︂
𝑛+ 3𝑚

𝑗

)︂(︂
𝑛+𝑚

𝑗 −𝑚

)︂
· (𝑛−𝑚)!(2𝑚− 𝑗 − 1)!

(𝑛+𝑚− 𝑗)!
· (𝑛− 3𝑚)!(3𝑚− 𝑗 − 1)!

(𝑛− 𝑗)!
.

Тогда 𝜈𝑝(B𝑗) = 𝜈𝑝(𝑇𝑛+2𝑚) + 𝜈𝑝(𝑇𝑛+𝑚) + 𝜈𝑝(𝐵𝑗) = 2 + 𝜈𝑝(𝐵𝑗).
𝜈𝑝(𝐵𝑗) = [𝑦 + 3𝑥] − [𝑠] − [𝑦 + 3𝑥− 𝑠] + [𝑦 + 𝑥] − [𝑠− 𝑥] − [𝑦 + 2𝑥− 𝑠] + [𝑦 − 𝑥] + [2𝑥−
𝑟]− [𝑦+𝑥− 𝑠] + [𝑦− 3𝑥] + [3𝑥− 𝑟]− [𝑦− 𝑠] =: 𝜇̂(𝑥, 𝑦, 𝑠, 𝑟) . Снова применяя равенство
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[︂
𝑢

𝑝

]︂
= −1 −

[︂
−𝑢+ 1

𝑝

]︂
к числам 𝑢, равным 𝑗 − 2𝑚 , 𝑗 − 3𝑚 , мы получим равенство

𝜇̂(𝑥, 𝑦, 𝑠, 𝑟) = 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑠) − 2. Таким образом, 𝜈𝑝(B𝑗) = 2 + 𝜈𝑝(𝐵𝑗) = 2 + 𝜇̂(𝑥, 𝑦, 𝑠, 𝑟) =
𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑠) .
3) В этом случае достаточно рассмотреть 2𝑚 ≤ 𝑗 < 3𝑚. Соответствующая формула
для 𝐵𝑗 выглядит так:

𝐵𝑗 = (−1)𝑗+𝑚+1

(︂
𝑛+ 3𝑚

𝑗

)︂(︂
𝑛+𝑚

𝑗 −𝑚

)︂(︂
𝑛−𝑚

𝑗 − 2𝑚

)︂
· (𝑛− 3𝑚)!(3𝑚− 𝑗 − 1)!

(𝑛− 𝑗)!
.

B𝑗 = 𝑇𝑛+𝑚 ·𝐵𝑗. Следовательно, 𝜈𝑝(B𝑗) = 1 + 𝜈𝑝(𝐵𝑗) .
𝜈𝑝(𝐵𝑗) = [𝑦+ 3𝑥]− [𝑠]− [𝑦+ 3𝑥− 𝑠] + [𝑦+𝑥]− [𝑠−𝑥]− [𝑦+ 2𝑥− 𝑠] + [𝑦−𝑥]− [𝑠− 2𝑥]−
− [𝑦 + 𝑥 − 𝑠] + [𝑦 − 3𝑥] + [3𝑥 − 𝑟] − [𝑦 − 𝑠] =: 𝜇*(𝑥, 𝑦, 𝑠, 𝑟) . Как нетрудно заметить,
𝜇*(𝑥, 𝑦, 𝑠, 𝑟) = 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑠) − 1 . Таким образом, и в этом случае 𝜈𝑝(B𝑗) = 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑠) .
4) 3𝑚 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 . В этом случае формула 𝐵𝑗 такова:

𝐵𝑗 =

(︂
𝑛+ 3𝑚

𝑗

)︂
·
(︂
𝑛+𝑚

𝑗 −𝑚

)︂
·
(︂
𝑛−𝑚

𝑗 − 2𝑚

)︂
·
(︂
𝑛− 3𝑚

𝑗 − 3𝑚

)︂
.

B𝑗 = 𝐵𝑗 . Тогда очевидно, что 𝜈𝑝(B𝑗) = 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑠) = [𝑦 + 3𝑥] − [𝑠] − [𝑦 + 3𝑥− 𝑠] +
+[𝑦+𝑥]− [𝑠−𝑥]− [𝑦+2𝑥−𝑠]+[𝑦−𝑥]− [𝑠−2𝑥]− [𝑦+𝑥−𝑠]+[𝑦−3𝑥]− [𝑠−3𝑥]− [𝑦−𝑠] .

Итак, мы проверили, что во всех случаях выполнено 𝜈𝑝(B𝑗) = 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑠) .

Теперь положим 𝜆 =
31

3
, где 𝜆 - параметр, связывающий переменные 𝑛 и 𝑚:

𝑚 =

[︂
𝑛

𝜆

]︂
. Мы можем взять подпоследовательность 𝑛 = 31𝑑, 𝑑 ∈ N и рассматривать

соотношения 𝑛 = 31𝑑, 𝑚 = 3𝑑 .

Лемма 3. Множество Ω чисел 𝑤, 0 ≤ 𝑤 < 1 с условием, что для каждого 𝑠
выполняется неравенство 𝜇(3𝑤, 31𝑤, 𝑠) ≥ 1 имеет вид

Ω =

[︂
1

40
,

1

25

)︂
∪
[︂

1

20
,

5

37

)︂
∪
[︂

3

22
,

6

37

)︂
∪
[︂

7

40
,
10

37

)︂
∪
[︂

3

11
,
11

37

)︂
∪
[︂

7

22
,
12

37

)︂
∪
[︂

7

20
,

9

25

)︂
∪

∪
[︂

3

8
,
18

37

)︂
∪
[︂

1

2
,
13

25

)︂
∪
[︂

21

40
,
23

37

)︂
∪
[︂

7

11
,
24

37

)︂
∪
[︂

27

40
,
17

25

)︂
∪
[︂

7

10
,
18

25

)︂
∪
[︂

29

40
,
30

37

)︂
∪

∪
[︂

9

11
,
21

25

)︂
∪
[︂

17

20
,
35

37

)︂
∪
[︂

21

22
,
36

37

)︂
.

Доказательство. Рассмотрим функцию 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑠) . Из справедливого при всех дей-
ствительных 𝛼 , 𝛽 неравенства [𝛼 + 𝛽] ≥ [𝛼] + [𝛽] следует 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑠) ≥ 0 при всех
действительных 𝑥 , 𝑦 , 𝑠 . Поэтому равенство 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑠) = 0 равносильно системе ра-

19



венств

[𝑦 + 3𝑥] − [𝑠] − [𝑦 + 3𝑥− 𝑠] = 0,

[𝑦 + 𝑥] − [𝑠− 𝑥] − [𝑦 + 2𝑥− 𝑠] = 0,

[𝑦 − 𝑥] − [𝑠− 2𝑥] − [𝑦 + 𝑥− 𝑠] = 0,

[𝑦 − 3𝑥] − [𝑠− 3𝑥] − [𝑦 − 𝑠] = 0,

(16)

а дополнение Ω к множеству Ω в множестве [0, 1) будет состоят из всех чисел
𝑤, 0 ≤ 𝑤 < 1, для которых система (16) разрешима относительно переменной 𝑠
при условии, что 𝑦 = 31𝑤, 𝑥 = 3𝑤. Более того, поскольку левые части уравне-
ний системы имеют период 1 по переменным 𝑥, 𝑦, 𝑠, можно дополнительно пред-
полагать, что 𝑠 должно удовлетворять условию 0 ≤ 𝑠 < 1, а также, так как
31𝑤 = [31𝑤] + {31𝑤}, 3𝑤 = [3𝑤] + {3𝑤}, то вместо замены 𝑦 = 31𝑤, 𝑥 = 3𝑤 можно
производить замену 𝑦 = {31𝑤}, 𝑥 = {3𝑤}, что само собой будет вести к выполне-
нию условий 0 ≤ 𝑦 < 1, 0 ≤ 𝑥 < 1 ({·} обозначает дробную часть действительного
числа). Систему уравнений (16) можно заменить несколькими системами линейных
неравенств. А именно,

𝑡1 ≤ 𝑦 + 3𝑥− 𝑠 < 𝑡1 + 1, 𝑡1 ≤ 𝑠 < 𝑡2 + 1, 𝑡1 + 𝑡2 ≤ 𝑦 + 3𝑥 < 𝑡1 + 𝑡2 + 1,

𝑡3 ≤ 𝑦 + 2𝑥− 𝑠 < 𝑡3 + 1, 𝑡4 ≤ 𝑠− 𝑥 < 𝑡4 + 1, 𝑡3 + 𝑡4 ≤ 𝑦 + 𝑥 < 𝑡3 + 𝑡4 + 1,

𝑡5 ≤ 𝑦 + 𝑥− 𝑠 < 𝑡5 + 1, 𝑡6 ≤ 𝑠− 2𝑥 < 𝑡6 + 1, 𝑡5 + 𝑡6 ≤ 𝑦 − 𝑥 < 𝑡5 + 𝑡6 + 1,

𝑡7 ≤ 𝑦 − 𝑠 < 𝑡7 + 1, 𝑡8 ≤ 𝑠− 3𝑥 < 𝑡8 + 1, 𝑡7 + 𝑡8 ≤ 𝑦 − 3𝑥 < 𝑡7 + 𝑡8 + 1,

(17)

где 𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4, 𝑡5, 𝑡6, 𝑡7, 𝑡8 пробегают все целые числа, а 𝑥, 𝑦 и 𝑤 связаны соотноше-
нием 𝑦 = {31𝑤}, 𝑥 = {3𝑤}. Ограничения на 𝑥, 𝑦, 𝑠, показывают, что система (16)
равносильна конечной совокупности систем неравенств (17). Заменив систему (16)
конечным набором систем линейных неравенств, и решая эти неравенства, можно
найти, что множество Ω состоит из промежутков[︂

0,
1

40

)︂
,

[︂
1

25
,

1

20

)︂
,

[︂
5

37
,

3

22

)︂
,

[︂
6

37
,

7

40

)︂
,

[︂
10

37
,

3

11

)︂
,

[︂
11

37
,

7

22

)︂
,

[︂
12

37
,

7

20

)︂
,[︂

9

25
,
3

8

)︂
,

[︂
18

37
,
1

2

)︂
,

[︂
13

25
,
21

40

)︂
,

[︂
23

37
,

7

11

)︂
,

[︂
24

37
,
27

40

)︂
,

[︂
17

25
,

7

10

)︂
,

[︂
18

25
,
29

40

)︂
,[︂

30

37
,

9

11

)︂
,

[︂
21

25
,
17

20

)︂
,

[︂
35

37
,
21

22

)︂
,

[︂
36

37
, 1

)︂
,

откуда и следует утверждение леммы. Естественно, все вычисления выполнялись
при помощи вычислительной техники.

Лемма 4. Множество Ω′ чисел 𝑤, 0 ≤ 𝑤 < 1 с условием, что для каждого 𝑠
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выполняется неравенство 𝜇(3𝑤, 31𝑤, 𝑠) ≥ 2 имеет вид

Ω′ =

[︂
1

34
,

1

31

)︂
∪
[︂

1

17
,

2

31

)︂
∪
[︂

3

40
,

2

25

)︂
∪
[︂

1

11
,

3

31

)︂
∪
[︂

3

28
,

4

37

)︂
∪
[︂

1

8
,

4

31

)︂
∪
[︂

3

20
,

5

31

)︂
∪

∪
[︂

2

11
,

6

31

)︂
∪
[︂

9

40
,

7

31

)︂
∪
[︂

4

17
,

6

25

)︂
∪
[︂

1

4
,

8

31

)︂
∪
[︂

2

7
,

9

31

)︂
∪
[︂

9

28
,
10

31

)︂
∪
[︂

6

17
,
11

31

)︂
∪

∪
[︂

13

34
,
12

31

)︂
∪
[︂

7

17
,
13

31

)︂
∪
[︂

3

7
,
16

31

)︂
∪
[︂

9

20
,
14

31

)︂
∪
[︂

19

40
,
15

31

)︂
∪
[︂

1

2
,
16

31

)︂
∪
[︂

6

11
,
17

31

)︂
∪

∪
[︂

19

34
,
14

25

)︂
∪
[︂

23

40
,
18

31

)︂
∪
[︂

13

22
,
22

37

)︂
∪
[︂

17

28
,
19

31

)︂
∪
[︂

9

14
,
20

31

)︂
∪
[︂

23

34
,
21

31

)︂
∪
[︂

12

17
,
22

31

)︂
∪

∪
[︂

25

34
,
23

31

)︂
∪
[︂

3

4
,
28

37

)︂
∪
[︂

17

22
,
24

31

)︂
∪
[︂

4

5
,
25

31

)︂
∪
[︂

33

40
,
26

31

)︂
∪
[︂

19

22
,
27

31

)︂
∪
[︂

9

10
,
28

31

)︂
∪

∪
[︂

31

34
,
34

37

)︂
∪
[︂

13

14
,
29

31

)︂
∪
[︂

27

28
,
30

31

)︂
.

Доказательство. Положим для начала 𝜇1(𝑥, 𝑦, 𝑠) = [𝑦 + 3𝑥] − [𝑠] − [𝑦 + 3𝑥 − 𝑠],
𝜇2(𝑥, 𝑦, 𝑠) = [𝑦 + 𝑥] − [𝑠− 𝑥] − [𝑦 + 2𝑥− 𝑠], 𝜇3(𝑥, 𝑦, 𝑠) = [𝑦 − 𝑥] − [𝑠− 2𝑥] − [𝑦 + 𝑥− 𝑠],
𝜇4(𝑥, 𝑦, 𝑠) = [𝑦 − 3𝑥] − [𝑠 − 3𝑥] − [𝑦 − 𝑠] . Заметим, что 𝜇 = 𝜇1 + 𝜇2 + 𝜇3 + 𝜇4 . Из
справедливого при всех действительных 𝛼, 𝛽 равенства

[𝛼] + [𝛽] ≤ [𝛼 + 𝛽] ≤ [𝛼] + [𝛽] + 1

следует 0 ≤ 𝜇1 ≤ 1, 0 ≤ 𝜇2 ≤ 1, 0 ≤ 𝜇3 ≤ 1, 0 ≤ 𝜇4 ≤ 1 и 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑠) ≥ 0. Анало-
гично доказательству Леммы 4, можно дополнительно предполагать, что 𝑠 должно
удовлетворять условию 0 ≤ 𝑠 < 1, а также вместо замены 𝑦 = 31𝑤, 𝑥 = 3𝑤 можно
производить замену 𝑦 = {31𝑤}, 𝑥 = {3𝑤}, что само собой будет вести к выполне-
нию условий 0 ≤ 𝑦 < 1, 0 ≤ 𝑥 < 1 . Функцию 𝜇({3𝑤}, {31𝑤}, 𝑠) будем для краткости
обозначать 𝜇(𝑤, 𝑠) или просто 𝜇 . Аналогично для 𝜇1, 𝜇2, 𝜇3, 𝜇4 .
Итак, нам нужно найти множество Ω′ = {𝑤 ∈ [0, 1) : ∀𝑠 ∈ [0, 1) 𝜇(𝑤, 𝑠) ≥ 2} . Рас-
смотрим дополнение Ω

′ к множеству Ω′ в множестве [0, 1) . Ω
′

= {𝑤 ∈ [0, 1) : ∃𝑠 ∈
[0, 1) 0 ≤ 𝜇 ≤ 1} = {𝑤 ∈ [0, 1) : ∃𝑠 𝜇 = 0} ∪ {𝑤 ∈ [0, 1) : ∃𝑠 𝜇 = 1} . Положим
Ω1 = {𝑤 ∈ [0, 1) : ∃𝑠 𝜇 = 1} . А множество {𝑤 ∈ [0, 1) : ∃𝑠 𝜇 = 0} есть не что
иное, как множество Ω из доказательства Леммы 4. Таким образом, Ω

′
= Ω ∪ Ω1 .

Чтобы найти Ω
′, достаточно найти Ω1 . Будем искать Ω1 .

Итак, мы хотим найти такие числа 𝑤, 0 ≤ 𝑤 < 1, для которых существует 𝑠 ∈ [0, 1),
что 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑠) = 1 при условии 𝑦 = {31𝑤}, 𝑥 = {3𝑤} . Так как 𝜇 = 𝜇1 + 𝜇2 + 𝜇3 + 𝜇4,
а 𝜇𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3, 4 могут принимать значения либо 0, либо 1, то условие 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑠) = 1
равносильно выполнению какого-нибудь одного из следующих 4-х условий:

I)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜇1 = 1,

𝜇2 = 0,

𝜇3 = 0,

𝜇4 = 0,

II)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜇1 = 0,

𝜇2 = 1,

𝜇3 = 0,

𝜇4 = 0,

III)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜇1 = 0,

𝜇2 = 0,

𝜇3 = 1,

𝜇4 = 0,

IV)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜇1 = 0,

𝜇2 = 0,

𝜇3 = 0,

𝜇4 = 1.
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Рассмотрим первое условие:

[𝑦 + 3𝑥] − [𝑠] − [𝑦 + 3𝑥− 𝑠] = 1,

[𝑦 + 𝑥] − [𝑠− 𝑥] − [𝑦 + 2𝑥− 𝑠] = 0,

[𝑦 − 𝑥] − [𝑠− 2𝑥] − [𝑦 + 𝑥− 𝑠] = 0,

[𝑦 − 3𝑥] − [𝑠− 3𝑥] − [𝑦 − 𝑠] = 0.

(18)

Найдём такие числа 𝑤, 0 ≤ 𝑤 < 1 при которых система (18) c заменой 𝑦 =
= {31𝑤}, 𝑥 = {3𝑤} разрешима относительно переменной 𝑠 . Эту систему уравнений
можно заменить несколькими системами линейных неравенств. А именно,

𝑡1 ≤ 𝑦 + 3𝑥− 𝑠 < 𝑡1 + 1, 𝑡1 ≤ 𝑠 < 𝑡2 + 1, 𝑡1 + 𝑡2 + 1 ≤ 𝑦 + 3𝑥 < 𝑡1 + 𝑡2 + 2,

𝑡3 ≤ 𝑦 + 2𝑥− 𝑠 < 𝑡3 + 1, 𝑡4 ≤ 𝑠− 𝑥 < 𝑡4 + 1, 𝑡3 + 𝑡4 ≤ 𝑦 + 𝑥 < 𝑡3 + 𝑡4 + 1,

𝑡5 ≤ 𝑦 + 𝑥− 𝑠 < 𝑡5 + 1, 𝑡6 ≤ 𝑠− 2𝑥 < 𝑡6 + 1, 𝑡5 + 𝑡6 ≤ 𝑦 − 𝑥 < 𝑡5 + 𝑡6 + 1,

𝑡7 ≤ 𝑦 − 𝑠 < 𝑡7 + 1, 𝑡8 ≤ 𝑠− 3𝑥 < 𝑡8 + 1, 𝑡7 + 𝑡8 ≤ 𝑦 − 3𝑥 < 𝑡7 + 𝑡8 + 1,

(19)

где 𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4, 𝑡5, 𝑡6, 𝑡7, 𝑡8 пробегают все целые числа, а 𝑥, 𝑦 и 𝑤 связаны соотноше-
нием 𝑦 = {31𝑤}, 𝑥 = {3𝑤}. Ограничения на 𝑥, 𝑦, 𝑠, показывают, что система (18)
равносильна конечной совокупности систем неравенств (19). Решив эти неравен-
ства, мы найдем такие 𝑤, при которых условие I) для функции 𝜇(𝑤, 𝑠) разрешимо
относительно переменной 𝑠.
Проведя аналогичные вычисления для случаев II), III), IV) и объединив все полу-
ченные результаты в один, мы найдем множество Ω1 . Используя равенство Ω

′
=

= Ω ∪ Ω1 можно найти, что множество Ω
′ состоит из промежутков[︂

0,
1

34

)︂
,

[︂
1

31
,

1

17

)︂
,

[︂
2

31
,

3

40

)︂
,

[︂
2

25
,

1

11

)︂
,

[︂
3

31
,

3

28

)︂
,

[︂
4

37
,
1

8

)︂
,

[︂
4

31
,

3

20

)︂
,[︂

5

31
,

2

11

)︂
,

[︂
6

31
,

9

40

)︂
,

[︂
7

31
,

4

17

)︂
,

[︂
6

25
,
1

4

)︂
,

[︂
8

31
,
2

7

)︂
,

[︂
9

31
,

9

28

)︂
,

[︂
10

31
,

6

17

)︂
,[︂

11

31
,
13

34

)︂
,

[︂
12

31
,

7

17

)︂
,

[︂
13

31
,
3

7

)︂
,

[︂
16

37
,

9

20

)︂
,

[︂
14

31
,
19

40

)︂
,

[︂
15

31
,
1

2

)︂
,

[︂
16

31
,

6

11

)︂
,[︂

17

31
,
19

34

)︂
,

[︂
14

25
,
23

40

)︂
,

[︂
18

31
,
13

22

)︂
,

[︂
22

37
,
17

28

)︂
,

[︂
19

31
,

9

14

)︂
,

[︂
20

31
,
23

34

)︂
,

[︂
21

31
,
12

17

)︂
,[︂

22

31
,
25

34

)︂
,

[︂
23

31
,
3

4

)︂
,

[︂
28

37
,
17

22

)︂
,

[︂
24

31
,
4

5

)︂
,

[︂
25

31
,
33

40

)︂
,

[︂
26

31
,
19

22

)︂
,

[︂
27

31
,

9

10

)︂
,[︂

28

31
,
31

34

)︂
,

[︂
34

37
,
13

14

)︂
,

[︂
29

31
,
27

28

)︂
,

[︂
30

31
, 1

)︂
,

откуда и следует утверждение леммы. Все вычисления выполнялись при помощи
вычислительной техники.

Пусть 𝐻0 обозначает множество простых чисел 𝑝,
√
𝑛+ 3𝑚 < 𝑝 ≤ 𝑛 + 3𝑚 , удо-

влетворяющих условию
{︂

𝑛

31𝑝

}︂
∈ Ω , 𝐻1 − множество простых чисел 𝑝,

√
𝑛+ 3𝑚 <

𝑝 ≤ 𝑛+ 3𝑚 , удовлетворяющих условию
{︂

𝑛

31𝑝

}︂
∈ Ω′ .
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Следствие 2. Пусть ∆ =
∏︀

𝑝∈𝐻0

𝑝
∏︀

𝑝∈𝐻1

𝑝 , тогда для каждого 𝑗 и 𝑘 выполнено

𝑐𝑗,𝑘 ∈
∆𝑛

𝑇𝑛+3𝑚𝑇𝑛+2𝑚𝑇𝑛+𝑚

Z . (20)

Доказательство. Обозначим 𝑇𝑛+3𝑚𝑇𝑛+2𝑚𝑇𝑛+𝑚 · 𝑐𝑗,𝑘 = c𝑗,𝑘 . Согласно (14), число
c𝑗,𝑘 ∈ Z . А также, согласно (10) и определениям B𝑗 и L𝑗,𝑘, имеем c𝑗,𝑘 = (−1)𝑑𝑗−𝑘B𝑗 ·
L𝑗,𝑘 . Итак, нам надо доказать, что ∆𝑛 | c𝑗,𝑘 . Из доказательства предложения 3
следует, что и B𝑗, L𝑗,𝑘 ∈ Z . Поэтому достаточно доказать, что ∆𝑛 | B𝑗 . Учитывая
определение ∆𝑛 и то, что 𝐻1 ⊂ 𝐻0 , достаточно проверить, что ∀ 𝑝 ∈ 𝐻0 выполнено
𝑝 | B𝑗 и что ∀ 𝑝 ∈ 𝐻1 выполнено 𝑝2 | B𝑗 .
Рассмотрим для начала простые числа 𝑝 ∈ 𝐻0 , 𝑝 ≤ 𝑛+𝑚 . Обозначим

𝑦 =
𝑛

𝑝
, 𝑥 =

𝑚

𝑝
, 𝑠 =

𝑗

𝑝
.

Напомним, что 𝑛 и 𝑚 связаны соотношениями 𝑛 = 31𝑑 , 𝑚 = 3𝑑 , 𝑑 ∈ N . Обозначим

также 𝑤 =

{︂
𝑑

𝑝

}︂
=

{︂
𝑛

31𝑝

}︂
. Так как

√
𝑛+ 3𝑚 < 𝑝 ≤ 𝑛 + 𝑚 , то из предложения 4

следует, что

𝜈𝑝(B𝑗) = 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑠) .

А так как функция 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑠) имеет период 1 по переменным 𝑥 и 𝑦 , то 𝜈𝑝(B𝑗) =

= 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑠) = 𝜇(3𝑤, 31𝑤, 𝑠) . Поскольку 𝑝 ∈ 𝐻0 , то
{︂

𝑛

31𝑝

}︂
∈ Ω, то есть 𝑤 ∈ Ω .

Следовательно, согласно лемме 4 можно утверждать, что 𝜇(3𝑤, 31𝑤, 𝑠) ≥ 1 и, сле-
довательно, 𝑝 | B𝑗 .
Пусть теперь 𝑝 - простое число из 𝐻0 и 𝑝 > 𝑛+𝑚. В этом случае, согласно опреде-
лению коэффициентов B𝑗 , их кратность равна

𝜈𝑝(B𝑗) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜈𝑝(𝑇𝑛+3𝑚) + 𝜈𝑝(𝑇𝑛+2𝑚) + 𝜈𝑝(𝑇𝑛+𝑚) + 𝜈𝑝(𝐵𝑗) , 𝑗 ∈ 𝐴1 ,

𝜈𝑝(𝑇𝑛+2𝑚) + 𝜈𝑝(𝑇𝑛+𝑚) + 𝜈𝑝(𝐵𝑗) , 𝑗 ∈ 𝐴2 ,

𝜈𝑝(𝑇𝑛+𝑚) + 𝜈𝑝(𝐵𝑗) , 𝑗 ∈ 𝐴3 ,

𝜈𝑝(𝐵𝑗) , 𝑗 ∈ 𝐴3 .

Итак, 𝑝 находится в интервале 𝑛+𝑚 < 𝑝 ≤ 𝑛+3𝑚 . Разобьем этот интервал на два :
𝑛+𝑚 < 𝑝 ≤ 𝑛+ 2𝑚 , 𝑛+ 2𝑚 < 𝑝 ≤ 𝑛+ 3𝑚 .
Пусть 𝑛+𝑚 < 𝑝 ≤ 𝑛+ 2𝑚 . Тогда 𝜈𝑝(𝑇𝑛+3𝑚) = 𝜈𝑝(𝑇𝑛+2𝑚) = 1 , 𝜈𝑝(𝑇𝑛+𝑚) = 0 и

𝜈𝑝(B𝑗) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
2 + 𝜈𝑝(𝐵𝑗) , 𝑗 ∈ 𝐴1 ,

1 + 𝜈𝑝(𝐵𝑗) , 𝑗 ∈ 𝐴2 ,

𝜈𝑝(𝐵𝑗) , 𝑗 ∈ 𝐴3 ,

𝜈𝑝(𝐵𝑗) , 𝑗 ∈ 𝐴4 .
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Вместо случаев, когда 𝑗 ∈ 𝐴1 , 𝑗 ∈ 𝐴2 , 𝑗 ∈ 𝐴3 , достаточно рассматривать случаи,
когда 0 ≤ 𝑗 < 𝑚 , 𝑚 ≤ 𝑗 < 2𝑚 , 2𝑚 ≤ 𝑗 < 3𝑚 соответственно.
1) Рассмотрим случай 0 ≤ 𝑗 < 𝑚 . Тогда согласно формуле 𝐵𝑗 из доказательства
предложения 4 и тому, что 𝑝 > 𝑛+𝑚 имеем

𝜈𝑝(𝐵𝑗) =

[︂
𝑛+ 3𝑚

𝑝

]︂
−
[︂
𝑛+ 3𝑚− 𝑗

𝑝

]︂
−
[︂
𝑛+ 2𝑚− 𝑗

𝑝

]︂
.

Из-за ограничений на 𝑝 и 𝑗 следует
[︂
𝑛+ 3𝑚

𝑝

]︂
= 1 ,

[︂
𝑛+ 3𝑚− 𝑗

𝑝

]︂
= 1 , а

[︂
𝑛+ 2𝑚− 𝑗

𝑝

]︂
равно 0 или 1 в зависимости от 𝑝 и 𝑗 . Таким образом,

𝜈𝑝(B𝑗) = 2 + 𝜈𝑝(𝐵𝑗) ≥ 2 + 1 − 1 − 1 = 1 ,

а следовательно, 𝑝 | B𝑗 .
2) Пусть 𝑚 ≤ 𝑗 < 2𝑚 . Тогда согласно формуле 𝐵𝑗 из доказательства предложения
4 и тому, что 𝑝 > 𝑛+𝑚, а 𝑗 ≥ 𝑚 имеем

𝜈𝑝(𝐵𝑗) =

[︂
𝑛+ 3𝑚

𝑝

]︂
−
[︂
𝑛+ 3𝑚− 𝑗

𝑝

]︂
≥ 0 .

Следовательно, 𝜈𝑝(B𝑗) = 1 + 𝜈𝑝(𝐵𝑗) ≥ 1 и 𝑝 | B𝑗 .
3) Пусть 2𝑚 ≤ 𝑗 < 3𝑚 . Тогда согласно формуле 𝐵𝑗 из доказательства предложения
4 и тому, что 𝑝 > 𝑛+𝑚, а 𝑗 ≥ 2𝑚 имеем

𝜈𝑝(𝐵𝑗) =

[︂
𝑛+ 3𝑚

𝑝

]︂
= 1 .

Тогда 𝜈𝑝(B𝑗) = 𝜈𝑝(𝐵𝑗) = 1 и 𝑝 | B𝑗 .
4) Пусть 3𝑚 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 . В этом случае из формулы для 𝐵𝑗 следует, что

𝜈𝑝(𝐵𝑗) = 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑠) = 𝜇(3𝑤, 31𝑤, 𝑠) ,

где 𝑦 =
𝑛

𝑝
, 𝑥 =

𝑚

𝑝
, 𝑠 =

𝑗

𝑝
и 𝑤 =

{︂
𝑛

31𝑝

}︂
. Поскольку 𝑝 ∈ 𝐻0, то по лемме 3

𝜈𝑝(B𝑗) = 𝜈𝑝(𝐵𝑗) = 𝜇(3𝑤, 31𝑤, 𝑠) ≥ 1 ,

а тогда 𝑝 | B𝑗 .
Таким образом, при всех 𝑗 выполнено 𝑝 | B𝑗 для 𝑝 ∈ 𝐻0 из интервала 𝑛+𝑚 < 𝑝 ≤
≤ 𝑛+ 2𝑚 .
Теперь пусть 𝑝 ∈ 𝐻0 , 𝑛+ 2𝑚 < 𝑝 ≤ 𝑛+ 3𝑚 . Тогда 𝜈𝑝(𝑇𝑛+3𝑚) = 1 , 𝜈𝑝(𝑇𝑛+2𝑚) =
= 𝜈𝑝(𝑇𝑛+𝑚) = 0 и

𝜈𝑝(B𝑗) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1 + 𝜈𝑝(𝐵𝑗) , 𝑗 ∈ 𝐴1 ,

𝜈𝑝(𝐵𝑗) , 𝑗 ∈ 𝐴2 ,

𝜈𝑝(𝐵𝑗) , 𝑗 ∈ 𝐴3 ,

𝜈𝑝(𝐵𝑗) , 𝑗 ∈ 𝐴4 .
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Аналогично, рассматриваем случаи.
1) Пусть 0 ≤ 𝑗 < 𝑚 . Тогда согласно формуле 𝐵𝑗 и тому, что 𝑝 > 𝑛+ 2𝑚 имеем

𝜈𝑝(𝐵𝑗) =

[︂
𝑛+ 3𝑚

𝑝

]︂
−
[︂
𝑛+ 3𝑚− 𝑗

𝑝

]︂
≥ 0 .

Следовательно, 𝜈𝑝(B𝑗) = 1 + 𝜈𝑝(𝐵𝑗) ≥ 1 и 𝑝 | B𝑗 .
2),3) Пусть 𝑚 ≤ 𝑗 < 3𝑚 . В этом случае

𝜈𝑝(𝐵𝑗) =

[︂
𝑛+ 3𝑚

𝑝

]︂
= 1 .

Тогда 𝜈𝑝(B𝑗) = 𝜈𝑝(𝐵𝑗) = 1 и 𝑝 | B𝑗 .
4) Пусть 3𝑚 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 . В этом случае из формулы для 𝐵𝑗 следует, что

𝜈𝑝(𝐵𝑗) = 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑠) = 𝜇(3𝑤, 31𝑤, 𝑠) ,

где 𝑦 =
𝑛

𝑝
, 𝑥 =

𝑚

𝑝
, 𝑠 =

𝑗

𝑝
и 𝑤 =

{︂
𝑛

31𝑝

}︂
. Поскольку 𝑝 ∈ 𝐻0, то по лемме 3

𝜈𝑝(B𝑗) = 𝜈𝑝(𝐵𝑗) = 𝜇(3𝑤, 31𝑤, 𝑠) ≥ 1 ,

а тогда 𝑝 | B𝑗 .

Таким образом, мы проверили, что при всех 𝑗 для любого 𝑝 ∈ 𝐻0 выполнено 𝑝 | B𝑗 .

Пусть 𝑝− простое число из𝐻1 . Покажем, что тогда 𝑝 ≤ 𝑛+𝑚 . От противного, пред-
положим, что какое-то 𝑝 ∈ 𝐻1 больше 𝑛 + 𝑚 . Поскольку, 𝑛 = 31𝑑 , 𝑚 = 3𝑑 , 𝑑 ∈ N ,
то

𝑛+𝑚 = 34𝑑 < 𝑝 или
𝑑

𝑝
<

1

34
.

Так как 𝑝 ∈ 𝐻1 , то 𝑤 =

{︂
𝑛

31𝑝

}︂
=

{︂
𝑑

𝑝

}︂
=
𝑑

𝑝
∈ Ω′ . Но согласно лемме 4, если

𝑑

𝑝
∈ Ω′ ,

то
𝑑

𝑝
≥ 1

34
.

Таким образом, мы получили противоречие. Откуда следует, что если 𝑝 ∈ 𝐻1 , то
𝑝 ≤ 𝑛+𝑚 . Тогда, согласно предложению 4, мы имеем

𝜈𝑝(B𝑗) = 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑠) = 𝜇(3𝑤, 31𝑤, 𝑠) .

Поскольку 𝑝 ∈ 𝐻1 , то
{︂

𝑛

31𝑝

}︂
∈ Ω′, то есть 𝑤 ∈ Ω′ , и согласно лемме 4

𝜇(3𝑤, 31𝑤, 𝑠) ≥ 2

и, следовательно, 𝑝2 | B𝑗 .

25

Юрий
Вставить текст
для



2.3. Асимптотика.

Итак, согласно первому пункту у нас есть интеграл 𝐼𝑛(𝑡) =
1

2𝜋𝑖

∫︀
𝐶

Φ𝑛,𝑚(𝜁)𝑒𝑡𝜁𝑑𝜁 ,

функция Φ𝑛,𝑚(𝜁) =
𝛾𝑛,𝑚

𝑛+3𝑚∏︀
𝑗=0

(𝜁 − 𝑗)𝑑𝑗+1

, где 𝛾𝑛,𝑚 = (𝑛+3𝑚)!(𝑛+𝑚)!(𝑛−𝑚)!(𝑛−3𝑚)! . Нас

интересует асимптотическое поведение этого интеграла при 𝑡 =
𝜋𝑖

2
и при растущих

значениях параметра 𝑛. Мы как и ранее, считаем, что параметры 𝑛 и 𝑚 связаны

друг с другом параметром 𝜆: 𝑚 = [𝜆𝑛] , 𝜆 ∈
(︁

0 ,
1

3

)︁
. Для простоты мы будем

брать только рациональные значения 𝜆 = 𝑎
𝑏
, 𝑎, 𝑏 ∈ N , (𝑎, 𝑏) = 1, а 𝑛 и 𝑚 будем

рассматривать такие, что 𝑛 = 𝑏𝑑 , 𝑚 = 𝑎𝑑 , 𝑑 ∈ N. Тогда можем просто считать, что
𝑚 = 𝜆𝑛.
Поскольку, 𝑑𝑗 = 𝑑𝑛+3𝑚−𝑗 , 𝑗 = 0, ..., 𝑛+ 3𝑚, то согласно формуле (4) имеем

Φ𝑛,𝑚(𝑛+ 3𝑚− 𝜁) =
𝛾𝑛,𝑚

𝑛+3𝑚∏︀
𝑗=0

(−𝜁 + 𝑛+ 3𝑚− 𝑗)𝑑𝑗+1

=

=
𝛾𝑛,𝑚

(−1)4𝑛+4
𝑛+3𝑚∏︀
𝑗=0

(𝜁 − (𝑛+ 3𝑚− 𝑗))𝑑𝑛+3𝑚−𝑗+1

= Φ𝑛,𝑚(𝜁) .

Сделав замену 𝑧 = 𝜁 − 𝑛+ 3𝑚

2
, запишем интеграл 𝐼𝑛(𝑡) в виде

𝐼𝑛(𝑡) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐶𝑧

𝐹𝑛,𝑚(𝑧)𝑒𝑡(𝑧+
𝑛+3𝑚

2
)𝑑𝑧 =

𝑒𝑡
𝑛+3𝑚

2

2𝜋𝑖

∫︁
𝐶𝑧

𝐹𝑛,𝑚(𝑧)𝑒𝑡𝑧𝑑𝑧 ,

где 𝐹𝑛,𝑚(𝑧) = Φ𝑛,𝑚

(︂
𝑧 +

𝑛+ 3𝑚

2

)︂
, а 𝐶𝑧 − контур содержащий все полюса 𝑗−𝑛+ 3𝑚

2
,

𝑗 = 0, ..., 𝑛+ 3𝑚. Заметим, что функция 𝐹𝑛,𝑚(𝑧) = 𝐹𝑛,𝑚(−𝑧) при всех допустимых 𝑧.
Прежде чем приступить к формулировки основного результата, докажем следую-
щее предложение

Предложение 5. Для интеграла 𝐼𝑛 (𝑡) справедливо представление

𝑒−𝑡𝑛+3𝑚
2 𝐼𝑛(𝑡) =

1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐿

𝐹𝑛,𝑚(𝑧)𝑒𝑡𝑧𝑑𝑧 ,

где 𝑡 =
𝜋𝑖

2
, 𝐿 − горизонтальная прямая Im 𝑧 = −𝑅 , 𝑅 > 0, которая проходится

слева на право.

Доказательство. Выберем в качестве контура интегрирования прямоугольник
Π𝑅,𝑇 = {𝑧 : Im 𝑧 = −𝑅, |Re 𝑧| ≤ 𝑇} ∪ {𝑧 : Im 𝑧 = 𝑇, |Re 𝑧| ≤ 𝑇} ∪ {𝑧 : −𝑅 ≤ Im 𝑧 ≤
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≤ 𝑇, |Re 𝑧| = 𝑇}. Параметр 𝑇 выберем так, что все полюса функции 𝐹𝑛,𝑚(𝑧) ле-
жали внутри прямоугольника, а 𝑅 будет фиксировано. Тогда наш интеграл можно
записать в виде суммы интегралов по отрезкам:

𝑒−𝑡𝑛+3𝑚
2 𝐼𝑛(𝑡) =

1

2𝜋𝑖

𝑇−𝑖𝑅∫︁
−𝑇−𝑖𝑅

𝐹𝑛,𝑚(𝑧)𝑒𝑡𝑧𝑑𝑧 +
1

2𝜋𝑖

𝑇+𝑖𝑇∫︁
𝑇−𝑖𝑅

𝐹𝑛,𝑚(𝑧)𝑒𝑡𝑧𝑑𝑧+

+
1

2𝜋𝑖

−𝑇+𝑖𝑇∫︁
𝑇+𝑖𝑇

𝐹𝑛,𝑚(𝑧)𝑒𝑡𝑧𝑑𝑧 +
1

2𝜋𝑖

−𝑇−𝑖𝑅∫︁
−𝑇+𝑖𝑇

𝐹𝑛,𝑚(𝑧)𝑒𝑡𝑧𝑑𝑧 .

Согласно (4), функция |𝐹𝑛,𝑚(𝑧)| = 𝑂(|𝑧|−4𝑛−4) при |𝑧| → ∞. Следовательно, на
отрезке Re 𝑧 = 𝑇 , −𝑅 ≤ Im 𝑧 ≤ 𝑇 имеем⃒⃒⃒⃒

⃒⃒ 1

2𝜋𝑖

𝑇+𝑖𝑇∫︁
𝑇−𝑖𝑅

𝐹𝑛,𝑚(𝑧)𝑒𝑡𝑧𝑑𝑧

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤ 𝐶1

𝑒
𝜋𝑅
2

𝑇 4𝑛+3
→ 0 , 𝑇 → +∞.

Аналогично, ⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 1

2𝜋𝑖

−𝑇−𝑖𝑅∫︁
−𝑇+𝑖𝑇

𝐹𝑛,𝑚(𝑧)𝑒𝑡𝑧𝑑𝑧

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤ 𝐶1

𝑒
𝜋𝑅
2

𝑇 4𝑛+3
→ 0 , 𝑇 → +∞.

На отрезке Im 𝑧 = −𝑅, |Re 𝑧| ≤ 𝑇 функция |𝐹𝑛,𝑚(𝑧)| ≤ 𝐶1

|𝑧|4𝑛+4
, а |𝑒𝑡𝑧| = 𝑒

𝜋𝑅
2 .

Поэтому интеграл
1

2𝜋𝑖

𝑇−𝑖𝑅∫︀
−𝑇−𝑖𝑅

𝐹𝑛,𝑚(𝑧)𝑒𝑡𝑧𝑑𝑧 сходится при 𝑇 → +∞.

А на отрезке Im 𝑧 = 𝑇, |Re 𝑧| ≤ 𝑇 : |𝑒𝑡𝑧| = 𝑒
−𝜋𝑇

2⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 1

2𝜋𝑖

−𝑇+𝑖𝑇∫︁
𝑇+𝑖𝑇

𝐹𝑛,𝑚(𝑧)𝑒𝑡𝑧𝑑𝑧

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤ 𝐶1

𝑒
−𝜋𝑇

2

𝑇 4𝑛+3
→ 0 , 𝑇 → +∞.

Таким образом, перейдя к пределу при 𝑇 → +∞, получим

𝑒−𝑡𝑛+3𝑚
2 𝐼𝑛(𝑡) =

1

2𝜋𝑖

+∞−𝑖𝑅∫︁
−∞−𝑖𝑅

𝐹𝑛,𝑚(𝑧)𝑒𝑡𝑧𝑑𝑧 .

Меняя в последнем интеграле пределы интегрирования местами, получаем требуе-
мое.

Предложение 6. Справедлива следующая асимптотическая формула:

lim
𝑛→∞

1

𝑛
ln

⃒⃒⃒⃒
𝐼𝑛

(︂
𝜋𝑖

2

)︂⃒⃒⃒⃒
= Re 𝑓(𝜉0) , (21)
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где 𝑓(𝜉) = 𝜅+ 𝜉
𝜋𝑖

2
+

3∑︀
𝑘=0

(︀
(𝜉−𝛼𝑘) ln(𝜉−𝛼𝑘)− (𝜉+𝛼𝑘) ln(𝜉+𝛼𝑘)

)︀
, ln 𝜉 = ln |𝜉|+ 𝑖 arg 𝜉,

−𝜋 < arg 𝜉 ≤ 𝜋, 𝜅 = ln(𝛽𝛽0

0 𝛽
𝛽1

1 𝛽
𝛽2

2 𝛽
𝛽3

3 ), 𝛽𝑘 = 1 + (3 − 2𝑘)𝜆, 𝛼𝑘 = 𝛽𝑘

2
, 𝑘 = 0, 1, 2, 3, а 𝜉0

− корень уравнения
𝑖(𝜉 − 𝛼0)(𝜉 − 𝛼1)(𝜉 − 𝛼2)(𝜉 − 𝛼3)

(𝜉 + 𝛼0)(𝜉 + 𝛼1)(𝜉 + 𝛼2)(𝜉 + 𝛼3)
= 1 с условием Im 𝜉0 < −𝛼0 .

Доказательство. Положим 𝑅 = 𝜂0𝑛, где 𝜂0 = − Im 𝜉0. Так как Im 𝜉0 < −𝛼0 < 0, то
𝑅 > 0, и согласно предложению 5

𝑒−𝑡𝑛+3𝑚
2 𝐼𝑛(𝑡) =

1

2𝜋𝑖

+∞−𝑖𝑅∫︁
−∞−𝑖𝑅

𝐹𝑛,𝑚(𝑧)𝑒𝑡𝑧𝑑𝑧,

где 𝑡 =
𝜋𝑖

2
.

Обозначим

𝐽𝑛(𝑡) =
1

2𝜋𝑖

+∞−𝑖𝑅∫︁
−𝑖𝑅

𝐹𝑛,𝑚(𝑧)𝑒𝑡𝑧𝑑𝑧, (22)

𝐽*
𝑛(𝑡) =

1

2𝜋𝑖

−𝑖𝑅∫︁
−∞−𝑖𝑅

𝐹𝑛,𝑚(𝑧)𝑒𝑡𝑧𝑑𝑧, (23)

Будем рассматривать интеграл 𝐽𝑛(𝑡). Тогда 𝑧 будет меняться в пределах:
0 ≤ Re 𝑧 < +∞, Im 𝑧 = −𝑅. Функция

𝐹𝑛,𝑚(𝑧) = Φ𝑛,𝑚

(︂
𝑧 +

𝑛+ 3𝑚

2

)︂
= 𝑅𝑛+3𝑚

(︂
𝑧 +

𝑛+ 3𝑚

2

)︂
𝑅𝑛+𝑚

(︂
𝑧 +

𝑛+𝑚

2

)︂
·

·𝑅𝑛−𝑚

(︂
𝑧 +

𝑛−𝑚

2

)︂
𝑅𝑛−3𝑚

(︂
𝑧 +

𝑛− 3𝑚

2

)︂
.

По формуле (3) 𝑅𝑛(𝑧) =
𝑛!

𝑧(𝑧 − 1) · · · (𝑧 − 𝑛)
=

𝑛!Γ(𝑧 − 𝑛)

Γ(𝑧 + 1)
. Тогда для функции

𝐹𝑛,𝑚(𝑧) справедливо такое представление

𝐹𝑛,𝑚(𝑧) =
(𝑛+ 3𝑚)!Γ

(︀
𝑧 − 𝑛+3𝑚

2

)︀
Γ
(︀
𝑧 + 𝑛+3𝑚

2
+ 1
)︀ ·

(𝑛+𝑚)!Γ
(︀
𝑧 − 𝑛+𝑚

2

)︀
Γ
(︀
𝑧 + 𝑛+𝑚

2
+ 1
)︀ ·

(𝑛−𝑚)!Γ
(︀
𝑧 − 𝑛−𝑚

2

)︀
Γ
(︀
𝑧 + 𝑛−𝑚

2
+ 1
)︀ ·

·
(𝑛− 3𝑚)!Γ

(︀
𝑧 − 𝑛−3𝑚

2

)︀
Γ
(︀
𝑧 + 𝑛−3𝑚

2
+ 1
)︀

Имеет место формула Стирлинга [7]:

ln Γ(𝑧) =

(︂
𝑧 − 1

2

)︂
ln 𝑧 − 𝑧 +

1

2
ln 2𝜋 −

+∞∫︁
0

𝜃(𝑤)𝑑𝑤

(𝑧 + 𝑤)2
+ 2𝜋𝑖𝑀(𝑧), |𝑧| → ∞ , | arg 𝑧| < 𝜋 − 𝜀,
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где 𝜃(𝑤) =
{𝑤}({𝑤} − 1)

2
, −1

8
≤ 𝜃(𝑤) ≤ 0 , 𝑀(𝑧) ∈ Z, 𝜀 − положительное число,

меньшее чем 𝜋.
Итак, по условию 𝛼0 = 1+3𝜆

2
, 𝛼1 = 1+𝜆

2
, 𝛼2 = 1−𝜆

2
, 𝛼3 = 1−3𝜆

2
. Так как 𝜆 ∈

(︁
0 ,

1

3

)︁
, то

𝛼0 > 𝛼1 > 𝛼2 > 𝛼3 > 0.
Введем новую переменную 𝜉 : 𝑧 = 𝜉𝑛, Im 𝜉 = −𝜂0, 0 ≤ Re 𝜉 < +∞. Поскольку
𝑚 = 𝜆𝑛, то для 𝑧 − 𝑛+3𝑚

2
имеем⃒⃒⃒⃒

𝑧 − 𝑛+ 3𝑚

2

⃒⃒⃒⃒
= 𝑛|𝜉 − 𝛼0| → ∞ , 𝑛→ ∞ ,

а также так как 𝜂0 = − Im 𝜉0 > 𝛼0, то⃒⃒⃒⃒
arg

(︂
𝑧 − 𝑛+ 3𝑚

2

)︂⃒⃒⃒⃒
≤ 𝜋 − arctg

(︂
𝑅

𝑛+3𝑚
2

)︂
= 𝜋 − arctg

𝜂0
𝛼0

< 𝜋 − 𝜋

4
.

Тогда мы можем записать формулу Стирлинга для Γ(𝑧 − 𝑛+3𝑚
2

) = Γ(𝑧 − 𝛼0𝑛):

ln Γ(𝑧 − 𝛼0𝑛) =

(︂
𝑧 − 𝛼0𝑛− 1

2

)︂
ln(𝑧 − 𝛼0𝑛) − (𝑧 − 𝛼0𝑛) +

1

2
ln 2𝜋−

−
+∞∫︁
0

𝜃(𝑤)𝑑𝑤

(𝑧 − 𝛼0𝑛+ 𝑤)2
+ 2𝜋𝑖𝑀(𝑧 − 𝛼0𝑛) .

Пусть 𝛿 >
3

2
𝛼0 − фиксированная константа. Обозначим 𝑢 = Re 𝜉. Тогда 𝜉 = 𝑢− 𝑖𝜂0 ,

𝑧 = (𝑢− 𝑖𝜂0)𝑛. Рассмотрим случаи: 1) 0 ≤ 𝑢 < 𝛿 и 2) 𝑢 ≥ 𝛿.
1) 0 ≤ 𝑢 < 𝛿 :⃒⃒⃒⃒

⃒⃒
+∞∫︁
0

𝜃(𝑤)𝑑𝑤

(𝑧 − 𝛼0𝑛+ 𝑤)2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤ 1

8

+∞∫︁
0

𝑑𝑤

|𝑧 − 𝛼0𝑛+ 𝑤|2
=

1

8

+∞∫︁
0

𝑑𝑤

((𝑢− 𝛼0)𝑛+ 𝑤)2 + 𝜂20𝑛
2

=

=
1

8𝜂0𝑛

(︂
𝜋

2
− arctg

𝑢− 𝛼0

𝜂0

)︂
<

𝜋

8𝜂0𝑛
.

2) 𝑢 ≥ 𝛿 :⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
+∞∫︁
0

𝜃(𝑤)𝑑𝑤

(𝑧 − 𝛼0𝑛+ 𝑤)2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤ 1

8

+∞∫︁
0

𝑑𝑤

((𝑢− 𝛼0)𝑛+ 𝑤)2
=

1

8(𝑢− 𝛼0)𝑛
<

1

8(𝛿 − 𝛼0)𝑛
<

1

4𝛼0𝑛
.

Таким образом, для 𝑧 = 𝜉𝑛, Im 𝜉 = −𝜂0, Re 𝜉 ≥ 0 выполняется

ln Γ(𝑧 − 𝛼0𝑛) =

(︂
𝑧 − 𝛼0𝑛− 1

2

)︂
ln(𝑧 − 𝛼0𝑛) − (𝑧 − 𝛼0𝑛) +

1

2
ln 2𝜋+

+2𝜋𝑖𝑀(𝑧 − 𝛼0𝑛) +𝑂

(︂
1

𝑛

)︂
, 𝑛→ ∞ ,
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где константа в 𝑂(𝑛−1) не зависит от 𝑧.

Аналогичный результат можно получить и для ln Γ

(︂
𝑧 − 𝑛+𝑚

2

)︂
, ln Γ

(︂
𝑧 − 𝑛−𝑚

2

)︂
,

ln Γ

(︂
𝑧 − 𝑛− 3𝑚

2

)︂
, ... , ln Γ

(︂
𝑧 +

𝑛− 3𝑚

2
+ 1

)︂
. Заменив в этих формулах 𝑧 на 𝜉𝑛,

𝑚 на 𝜆𝑛, а также применив формулу Стирлинга к числам ln(𝑛+ 3𝑚)! , ln(𝑛+𝑚)! ,
ln(𝑛−𝑚)! , ln(𝑛− 3𝑚)! , можем представить подынтегральную функцию в следую-
щем виде

ln(𝐹𝑛,𝑚(𝑧)𝑒𝑡𝑧) = ln
(2𝜋)2𝛽

𝑛2
+ lnℎ(𝜉) + 𝑓(𝜉)𝑛+ 2𝜋𝑖𝑀𝑛(𝜉) +𝑂(𝑛−1) , 𝑛→ ∞ ,

где 𝑓(𝜉) = 𝜅+𝑡𝜉+
3∑︀

𝑘=0

(︀
(𝜉−𝛼𝑘) ln(𝜉−𝛼𝑘)−(𝜉+𝛼𝑘) ln(𝜉+𝛼𝑘)

)︀
, ℎ(𝜉) =

(︃
3∏︀

𝑘=0

1

𝜉2 − 𝛼2
𝑘

)︃ 1
2

,

ln 𝜉 = ln |𝜉| + 𝑖 arg 𝜉 , 𝜉
1
2 = |𝜉| 12 𝑒𝑖 12 arg 𝜉 , −𝜋 < arg 𝜉 ≤ 𝜋, 𝑀𝑛(𝜉) ∈ Z, 𝛽 = (𝛽0𝛽1𝛽2𝛽3)

1
2 ,

а 𝛼𝑘, 𝛽𝑘 и 𝜅 уже были определены в условии.
Поскольку 𝑀𝑛(𝜉) ∈ Z , то можем записать так

𝐹𝑛,𝑚(𝑧)𝑒𝑡𝑧 =
(2𝜋)2𝛽

𝑛2
ℎ(𝜉)𝑒𝑓(𝜉)𝑛

(︀
1 +𝑂(𝑛−1)

)︀
, 𝑛→ ∞ , (24)

где 𝑧 = 𝜉𝑛. Используя это представление и полагая 𝜉 = 𝑢− 𝑖𝜂0, перепишем интеграл
𝐽𝑛(𝑡) в виде

𝐽𝑛(𝑡) =
2𝜋𝛽

𝑛𝑖

+∞∫︁
0

ℎ(𝑢− 𝑖𝜂0)𝑒
𝑓(𝑢−𝑖𝜂0)𝑛

(︀
1 +𝑂(𝑛−1)

)︀
𝑑𝑢 , 𝑛→ ∞. (25)

Теперь покажем, что 𝜉0 из условия есть корень 𝑓 ′(𝜉). Имеем,

𝑓 ′(𝜉) = 𝑡+
3∑︁

𝑘=0

(︀
ln(𝜉 − 𝛼𝑘) − ln(𝜉 + 𝛼𝑘)

)︀
.

Поскольку 𝑡 =
𝜋𝑖

2
, то

𝑒𝑓
′(𝜉) =

𝑖(𝜉 − 𝛼0)(𝜉 − 𝛼1)(𝜉 − 𝛼2)(𝜉 − 𝛼3)

(𝜉 + 𝛼0)(𝜉 + 𝛼1)(𝜉 + 𝛼2)(𝜉 + 𝛼3)

Так как 𝛼𝑘 действительные положительные, то уравнение

𝑖(𝜉 − 𝛼0)(𝜉 − 𝛼1)(𝜉 − 𝛼2)(𝜉 − 𝛼3)

(𝜉 + 𝛼0)(𝜉 + 𝛼1)(𝜉 + 𝛼2)(𝜉 + 𝛼3)
= 1 (26)

имеет только чисто мнимые корни. По условию 𝜉0 корень уравнения (26) и, следо-
вательно, 𝜉0 = −𝑖𝜂0 и 𝑒𝑓 ′(𝜉0) = 1. Откуда, 𝑓 ′(𝜉0) = 2𝜋𝑙𝑖, 𝑙 ∈ Z.
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Имеем, Im 𝑓 ′(𝜉0) =
𝜋

2
+

3∑︀
𝑘=0

(︀
arg(𝜉0 − 𝛼𝑘) − arg(𝜉0 + 𝛼𝑘)

)︀
=
𝜋

2
+

3∑︀
𝑘=0

(︀
arg(−𝛼𝑘 − 𝑖𝜂0) −

− arg(𝛼𝑘 − 𝑖𝜂0)
)︀
.

arg(−𝛼𝑘 − 𝑖𝜂0) = −𝜋 + arctg
𝜂0
𝛼𝑘

, arg(𝛼𝑘 − 𝑖𝜂0) = − arctg
𝜂0
𝛼𝑘

.

Поскольку 𝜂0 > 𝛼0 и 𝛼0 > 𝛼1 > 𝛼2 > 𝛼3 > 0, то

𝜋

4
< arctg

𝜂0
𝛼0

< arctg
𝜂0
𝛼𝑘

<
𝜋

2
, 𝑘 = 0, 1, 2, 3.

Получаем,

−3𝜋

4
< arg(−𝛼𝑘 − 𝑖𝜂0) < −𝜋

2
, −𝜋

2
< arg(𝛼𝑘 − 𝑖𝜂0) < −𝜋

4
, 𝑘 = 0, 1, 2, 3.

Тогда −2𝜋 +
𝜋

2
< Im 𝑓 ′(𝜉0) <

𝜋

2
, то есть −2𝜋 +

𝜋

2
< 2𝜋𝑙 <

𝜋

2
⇒ 𝑙 = 0. Отсюда

получаем, что 𝑓 ′(𝜉0) = 0.
Поскольку

𝑓 ′′(𝜉0) =
3∑︀

𝑘=0

(︂
1

𝜉0 − 𝛼𝑘

− 1

𝜉0 + 𝛼𝑘

)︂
=

3∑︀
𝑘=0

2𝛼𝑘

𝜉20 − 𝛼2
𝑘

= −
3∑︀

𝑘=0

2𝛼𝑘

𝜂20 + 𝛼2
𝑘

=: −𝜔2 < 0, то точка

𝜉0 является точкой максимума функции Re 𝑓(𝜉) на множестве Im 𝜉 = −𝜂0, Re 𝜉 ≥ 0.
Положим 𝑔(𝑢) = Re 𝑓(𝑢− 𝑖𝜂0), 𝑢 ≥ 0. Также пусть 𝛿𝑛 = ln𝑛√

𝑛
. Рассмотрим случаи: а)

𝑢 ≥ 𝛿𝑛 , б) 0 ≤ 𝑢 < 𝛿𝑛 .
a) 𝑢 ≥ 𝛿𝑛 :

𝑔′(𝑢) = Re 𝑓 ′(𝑢− 𝑖𝜂0) = Re
(︁
𝑡+

3∑︁
𝑘=0

(︀
ln(𝑢− 𝑖𝜂0 − 𝛼𝑘) − ln(𝑢− 𝑖𝜂0 + 𝛼𝑘)

)︀)︁
=

=
3∑︁

𝑘=0

ln

⃒⃒⃒⃒
𝑢− 𝛼𝑘 − 𝑖𝜂0
𝑢+ 𝛼𝑘 − 𝑖𝜂0

⃒⃒⃒⃒
=

1

2

3∑︁
𝑘=0

ln
(𝑢− 𝛼𝑘)2 + 𝜂20
(𝑢+ 𝛼𝑘)2 + 𝜂20

< 0 , ∀𝑢 > 0.

Следовательно, 𝑔(𝑢) − 𝑔(𝛿𝑛) = 𝑔′(𝑢0)(𝑢 − 𝛿𝑛) ≤ 0 , 𝑢0 ∈ (𝛿𝑛, 𝑢). То есть при любом
𝑢 ≥ 𝛿𝑛 выполнено 𝑔(𝑢) ≤ 𝑔(𝛿𝑛).
Согласно формуле Тейлора

𝑔(𝛿𝑛) = 𝑔(0) +
𝑔′′(0)

2
𝛿2𝑛 +𝑂(𝛿3𝑛) = 𝑔(0) − 𝜔2

2

ln2 𝑛

𝑛
+𝑂

(︂
ln3 𝑛

𝑛3/2

)︂
, 𝑛→ ∞ ,

где 𝑔(0) = Re 𝑓(−𝑖𝜂0) = Re𝑓(𝜉0) , 𝜔2 = −𝑓 ′′(𝜉0) = −𝑔′′(0) .
Поскольку функция ℎ(𝜉) ограничена на прямой Im 𝜉 = −𝜂0 , то⃒⃒⃒⃒
⃒⃒2𝜋𝛽𝑛𝑖

+∞∫︁
𝛿𝑛

ℎ(𝑢− 𝑖𝜂0)𝑒
𝑓(𝑢−𝑖𝜂0)𝑛

(︀
1 +𝑂(𝑛−1)

)︀
𝑑𝑢

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤ 𝐶2𝑒

𝑔(𝛿𝑛)𝑛

𝑛
=
𝐶3𝑒

𝑔(0)𝑛𝑒−
𝜔2

2
ln2 𝑛

𝑛
(27)
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б) 0 ≤ 𝑢 < 𝛿𝑛 : Обозначим 𝐺𝑛(𝑡) =
2𝜋𝛽

𝑛𝑖

𝛿𝑛∫︀
0

ℎ(𝑢 − 𝑖𝜂0)𝑒
𝑓(𝑢−𝑖𝜂0)𝑛

(︀
1 + 𝑂(𝑛−1)

)︀
𝑑𝑢 . По-

скольку 𝑢 мало, то

ℎ(𝑢− 𝑖𝜂0) = ℎ(−𝑖𝜂0)(1 + 𝑜(1)) = 𝜔1(1 + 𝑜(1)) , где 𝜔1 = ℎ(−𝑖𝜂0) =

(︃
3∏︁

𝑘=0

1

𝜂20 + 𝛼2
𝑘

)︃ 1
2

,

𝑓(𝑢− 𝑖𝜂0) = 𝑓(−𝑖𝜂0) +
𝑓 ′′(−𝑖𝜂0)

2
𝑢2 +𝑂(𝑢3) = 𝑓(𝜉0) −

𝜔2

2
𝑢2 +𝑂

(︂
ln3 𝑛

𝑛3/2

)︂
, 𝑛→ ∞ .

Тогда

𝐺𝑛(𝑡) =
2𝜋𝛽

𝑛𝑖

𝛿𝑛∫︁
0

𝜔1𝑒
𝑓(𝜉0)𝑛𝑒

−𝜔2

2
𝑢2𝑛+𝑂

(︁
ln3 𝑛√

𝑛

)︁
(1 + 𝑜(1))𝑑𝑢 =

=
2𝜋𝛽𝜔1

𝑛𝑖
𝑒𝑓(𝜉0)𝑛

𝛿𝑛∫︁
0

𝑒−
𝜔2

2
𝑢2𝑛(1 + 𝑜(1))𝑑𝑢 =

2𝜋𝛽𝜔1

𝑛𝑖
𝑒𝑓(𝜉0)𝑛

𝜔
√
𝑛∫︁

0

𝑒−
𝑦2

2

𝜔
√
𝑛
𝑑𝑦 · (1 + 𝑜(1)) =

=

√
2𝜋3/2𝛽𝜔1

𝜔𝑛3/2𝑖
𝑒𝑓(𝜉0)𝑛(1 + 𝑜(1)) , 𝑛→ ∞ .

Таким образом, учитывая (27), мы получаем

𝐽𝑛(𝑡) = 𝐺𝑛(𝑡) + 𝑒Re 𝑓(𝜉0)𝑛𝑂

(︃
𝑒−

𝜔2

2
ln2 𝑛

𝑛

)︃
=

√
2𝜋3/2𝛽𝜔1

𝜔𝑛3/2𝑖
𝑒𝑓(𝜉0)𝑛 (1 + 𝑜(1)) , 𝑛→ ∞ ,

(28)

где 𝑡 =
𝜋𝑖

2
.

Рассмотрим теперь интеграл 𝐽*
𝑛(𝑡). Здесь 𝑧 меняется в пределах: −∞ < Re 𝑧 ≤ 0 ,

Im 𝑧 = −𝑅 = −𝜂0𝑛 .
Введем переменную 𝑤 = −𝑧. Тогда для 𝑤 справедливо 0 ≤ Re𝑤 < +∞ , Im𝑤 =
= −𝑅 . Поскольку функция 𝐹𝑛,𝑚(𝑧) удовлетворяет свойствам 𝐹𝑛,𝑚(−𝑧) = 𝐹𝑛,𝑚(𝑧) и

𝐹𝑛,𝑚(𝑧) = 𝐹𝑛,𝑚(𝑧) , то 𝐹𝑛,𝑚(𝑧) = 𝐹𝑛,𝑚(−𝑤̄) = 𝐹𝑛,𝑚(𝑤) . Заметим, что так как 𝑡 =
𝜋𝑖

2
,

то 𝑒𝑡𝑧 = 𝑒−𝑡𝑤̄ = 𝑒𝑡𝑤 = 𝑒𝑡𝑤. Таким образом, производя замену 𝑧 = −𝑤̄ в формуле (23),
получим

𝐽*
𝑛(𝑡) =

1

2𝜋𝑖

−𝑖𝑅∫︁
−∞−𝑖𝑅

𝐹𝑛,𝑚(𝑧)𝑒𝑡𝑧𝑑𝑧 = − 1

2𝜋𝑖

−𝑖𝑅∫︁
+∞−𝑖𝑅

𝐹𝑛,𝑚(𝑤)𝑒𝑡𝑤𝑑𝑤 =
1

2𝜋𝑖

+∞−𝑖𝑅∫︁
−𝑖𝑅

𝐹𝑛,𝑚(𝑤)𝑒𝑡𝑤𝑑𝑤 =

= − 1

2𝜋𝑖

+∞−𝑖𝑅∫︁
−𝑖𝑅

𝐹𝑛,𝑚(𝑤)𝑒𝑡𝑤𝑑𝑤 = −𝐽𝑛(𝑡) .
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Согласно (28), получаем

𝐽*
𝑛(𝑡) = −

(︃√
2𝜋3/2𝛽𝜔1

𝜔𝑛3/2𝑖

)︃
𝑒𝑓(𝜉0)𝑛 (1 + 𝑜(1)) =

√
2𝜋3/2𝛽𝜔1

𝜔𝑛3/2𝑖
𝑒𝑓(𝜉0)𝑛 (1 + 𝑜(1)) , 𝑛→ ∞ .

(29)

Как нетрудно убедиться, arg(−𝜉0+𝛼𝑘) = 𝜋+arg(𝜉0−𝛼𝑘) , −𝜋 < arg(−𝜉0+𝛼𝑘) < 𝜋 ,
−𝜋 < arg(𝜉0 − 𝛼𝑘) < 𝜋 , 𝑘 = 0, 1, 2, 3.
Тогда ln(−𝜉0 + 𝛼𝑘) = ln(𝜉0 − 𝛼𝑘) + 𝜋𝑖 , 𝑘 = 0, 1, 2, 3.
Аналогично, ln(−𝜉0 − 𝛼𝑘) = ln(𝜉0 + 𝛼𝑘) + 𝜋𝑖 , 𝑘 = 0, 1, 2, 3. Так как 𝑡 и 𝜉0 чисто
мнимые, то

𝑓(𝜉0) = 𝜅+ 𝑡𝜉0 +
3∑︁

𝑘=0

(︀
(−𝜉0 − 𝛼𝑘) ln(−𝜉0 − 𝛼𝑘) − (−𝜉0 + 𝛼𝑘) ln(−𝜉0 + 𝛼𝑘)

)︀
=

= 𝜅+ 𝑡𝜉0 +
3∑︁

𝑘=0

(︀
−(𝜉0 + 𝛼𝑘)(ln(𝜉0 + 𝛼𝑘) + 𝜋𝑖) + (𝜉0 − 𝛼𝑘)(ln(𝜉0 − 𝛼𝑘) + 𝜋𝑖)

)︀
=

= 𝜅+ 𝑡𝜉0 +
3∑︁

𝑘=0

(︀
(𝜉0 − 𝛼𝑘) ln(𝜉0 − 𝛼𝑘) − (𝜉0 + 𝛼𝑘) ln(𝜉0 + 𝛼𝑘)

)︀
−𝜋𝑖

3∑︁
𝑘=0

2𝛼𝑘 =

= 𝑓(𝜉0) − 4𝜋𝑖 = 𝑓(𝜉0) − 4𝜋𝑖 .

Поскольку

𝑒−𝑡𝑛+3𝑚
2 𝐼𝑛(𝑡) = 𝐽𝑛(𝑡) + 𝐽*

𝑛(𝑡) ,

то из формул (28), (29) получаем

𝑒−𝑡𝑛+3𝑚
2 𝐼𝑛(𝑡) =

(2𝜋)3/2𝛽𝜔1

𝜔𝑛3/2𝑖
𝑒𝑓(𝜉0)𝑛 (1 + 𝑜(1)) , 𝑛→ ∞ .

Так как 𝑡 =
𝜋𝑖

2
, то lim

𝑛→∞

1

𝑛
ln

⃒⃒⃒⃒
𝐼𝑛

(︂
𝜋𝑖

2

)︂⃒⃒⃒⃒
= Re 𝑓(𝜉0) .

Замечание.
Пусть 𝜉0 = −𝑖𝜂0 - корень уравнения (26) и 𝜂0 > 𝛼0. Тогда

Re 𝑓(𝜉0) = 𝜅−
3∑︁

𝑘=0

𝛼𝑘 ln(𝜂20 + 𝛼2
𝑘). (30)

Доказательство.

𝑓(𝜉0) = 𝜅+ 𝜉0𝑓
′(𝜉0) −

3∑︁
𝑘=0

𝛼𝑘(ln(𝜉0 − 𝛼𝑘) + ln(𝜉0 + 𝛼𝑘)) =

= 𝜅−
3∑︁

𝑘=0

𝛼𝑘(ln(𝜉0 − 𝛼𝑘) + ln(𝜉0 + 𝛼𝑘))
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Re 𝑓(𝜉0) = 𝜅−
3∑︀

𝑘=0

𝛼𝑘 ln |𝜉20 − 𝛼2
𝑘| = 𝜅−

3∑︀
𝑘=0

𝛼𝑘 ln(𝜂20 + 𝛼2
𝑘).

Предложение 7. При 1 ≤ 𝑘 ≤ 3

lim
𝑛→∞

1

𝑛
ln |𝑄𝑘,𝑛(𝑖)| ≤ 𝜅−

3∑︁
𝑘=0

𝛼𝑘 ln(𝜂21 + 𝛼2
𝑘) , (31)

где 𝜂1 = Im 𝜉1 , 𝜉1 - корень уравнения (26) с условием −𝛼3 < Im 𝜉1 < 0.

Доказательство. 1)𝑘 = 3. 𝑄3,𝑛(𝑤) =
𝑛∑︀

𝑗=3𝑚

𝑐𝑗,3𝑤
𝑗 =

𝑛∑︀
𝑗=3𝑚

𝐵𝑗𝑤
𝑗 , где

𝐵𝑗 =

(︂
𝑛+ 3𝑚

𝑗

)︂(︂
𝑛+𝑚

𝑗 −𝑚

)︂(︂
𝑛−𝑚

𝑗 − 2𝑚

)︂(︂
𝑛− 3𝑚

𝑗 − 3𝑚

)︂
.

Рассмотрим следующую функцию

𝐵𝑛,𝑚(𝜁) =
(𝑛+ 3𝑚)!(𝑛+𝑚)!(𝑛−𝑚)!

2∏︀
𝑘=0

Γ(𝜁 − 𝑘𝑚+ 1)Γ(𝑛+ 3𝑚− 𝜁 + 1)

.

Эта функция является аналитической во всей комплексной плоскости.
При 3𝑚 ≤ 𝑗 ≥ 𝑛 имеем

𝐵𝑛,𝑚(𝑗) =

(︂
𝑛+ 3𝑚

𝑗

)︂(︂
𝑛+𝑚

𝑗 −𝑚

)︂(︂
𝑛−𝑚

𝑗 − 2𝑚

)︂
.

Тогда мы можем вычислить следующий интеграл

1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐶

𝐵𝑛,𝑚(𝜁)𝑅𝑛−3𝑚(𝜁 − 3𝑚)𝑒𝑡𝜁+𝜋𝑖(𝑛−𝜁)𝑑𝜁 =
𝑛∑︁

𝑗=3𝑚

Res
𝜁=𝑗

(︀
𝐵𝑛,𝑚(𝜁)𝑅𝑛−3𝑚(𝜁 − 3𝑚)𝑒𝑡𝜁+𝜋𝑖(𝑛−𝜁)

)︀
=

=
𝑛∑︁

𝑗=3𝑚

𝐵𝑛,𝑚(𝑗)(−1)𝑛−𝑗

(︂
𝑛− 3𝑚

𝑗 − 3𝑚

)︂
𝑒𝑡𝑗+𝜋𝑖(𝑛−𝑗) =

=
𝑛∑︁

𝑗=3𝑚

(︂
𝑛+ 3𝑚

𝑗

)︂(︂
𝑛+𝑚

𝑗 −𝑚

)︂(︂
𝑛−𝑚

𝑗 − 2𝑚

)︂(︂
𝑛− 3𝑚

𝑗 − 3𝑚

)︂
𝑒𝑡𝑗 = 𝑄3,𝑛(𝑒𝑡) ,

где 𝐶 - замкнутый контур, содержащий все полюса 𝑗 = 3𝑚, ..., 𝑛 подынтегральной
функции.

Таким образом при 𝑡 =
𝜋𝑖

2
:

𝑄3,𝑛(𝑖) = 𝑄3,𝑛(𝑒
𝜋𝑖
2 ) =

1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐶

𝐵𝑛,𝑚(𝜁)𝑅𝑛−3𝑚(𝜁 − 3𝑚)𝑒−
𝜋𝑖
2
𝜁+𝜋𝑖𝑛𝑑𝜁
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Сделаем замену 𝑧 = 𝜁 − 𝑛+ 3𝑚

2
и обозначим

𝐺𝑛,𝑚(𝑧) = 𝐵𝑛,𝑚

(︂
𝑧 +

𝑛+ 3𝑚

2

)︂
𝑅𝑛−3𝑚

(︂
𝑧 +

𝑛+ 3𝑚

2
− 3𝑚

)︂
.

Полюсами этой функции будут точки 𝜁 = 𝑗 − 𝑛+ 3𝑚

2
, 𝑗 = 3𝑚, ... , 𝑛 . В качестве

контура можем выбрать прямоугольник:
Π𝑅1,𝑅2,𝑇 = {𝑧 : −𝑇 ≤ Re 𝑧 ≤ 𝑇, Im 𝑧 = 𝑅1} ∪ {𝑧 : −𝑅2 ≤ Im 𝑧 ≤ 𝑅1, Re 𝑧 = 𝑇} ∪ {𝑧 :
−𝑇 ≤ Re 𝑧 ≤ 𝑇, Im 𝑧 = −𝑅2} ∪ {𝑧 : −𝑅2 ≤ Im 𝑧 ≤ 𝑅1, Re 𝑧 = −𝑇} , где 𝑅1 > 0 ,

𝑅2 > 0 , 𝑇 >
𝑛− 3𝑚

2
фиксированы (будут выбраны позже).

𝑄3,𝑛(𝑖) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
Π𝑅1,𝑅2,𝑇

𝐺𝑛,𝑚(𝑧)𝑒−
𝜋𝑖
2
𝑧+3𝜋𝑖𝑛−𝑚

4 𝑑𝑧.

Рассмотрим правую и левую половины контура Π𝑅1,𝑅2,𝑇 . Обозначим их Π𝑟
𝑧 и Π𝑙

𝑧.
Положим

𝑄𝑟
3,𝑛 =

1

2𝜋𝑖

∫︁
Π𝑟

𝑧

𝐺𝑛,𝑚(𝑧)𝑒−
𝜋𝑖
2
𝑧𝑑𝑧 ,

𝑄𝑙
3,𝑛 =

1

2𝜋𝑖

∫︁
Π𝑙

𝑧

𝐺𝑛,𝑚(𝑧)𝑒−
𝜋𝑖
2
𝑧𝑑𝑧 .

Пусть 𝑧 ∈ Π𝑟
𝑧. Тогда | arg 𝑧| < 𝜋 − 𝜀 , где 0 < 𝜀 < 𝜋. Тогда используя формулу

Стирлинга для гамма функции в этой области (проводя аналогичные рассужде-
ния, что были в предложении 6), можем представить подынтегральную функцию в
следующем виде

𝐺𝑛,𝑚(𝑧)𝑒−
𝜋𝑖
2
𝑧 =

(2𝜋)2𝛽

𝑛2
ℎ(𝜉)𝑒𝑓1(𝜉)𝑛

(︀
1 +𝑂(𝑛−1)

)︀
,

где 𝑧 = 𝜉𝑛 , 𝑓1(𝜉) = 𝜅− 𝜋𝑖

2
𝜉 −

2∑︀
𝑘=0

((𝛼𝑘 − 𝜉) ln(𝛼𝑘 − 𝜉) + (𝛼𝑘 + 𝜉) ln(𝛼𝑘 + 𝜉)) +

+ (𝜉 − 𝛼3) ln(𝜉 − 𝛼3)− (𝜉 + 𝛼3) ln(𝜉 + 𝛼3) ; 𝛼𝑘, 𝛽, ℎ(𝜉) были определены ранее, ln 𝜉 =
= ln |𝜉| + 𝑖 arg 𝜉 , −𝜋 < arg 𝜉 ≤ 𝜋 .

𝑓 ′
1(𝜉) = −𝜋𝑖

2
+

2∑︁
𝑘=0

(ln(𝛼𝑘 − 𝜉) − ln(𝛼𝑘 + 𝜉)) + ln(𝜉 − 𝛼3) − ln(𝜉 + 𝛼3)

𝑒𝑓
′
1(𝜉) =

−𝑖(𝛼0 − 𝜉)(𝛼1 − 𝜉)(𝛼2 − 𝜉)(𝜉 − 𝛼3)

(𝛼0 + 𝜉)(𝛼1 + 𝜉)(𝛼2 + 𝜉)(𝜉 + 𝛼3)
=
𝑖(𝜉 − 𝛼0)(𝜉 − 𝛼1)(𝜉 − 𝛼2)(𝜉 − 𝛼3)

(𝜉 + 𝛼0)(𝜉 + 𝛼1)(𝜉 + 𝛼2)(𝜉 + 𝛼3)
.
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Таким образом корни уравнения 𝑒𝑓 ′
1(𝜉) = 1 являются корнями уравнения (26). Чис-

ленно можно проверить, что для всех 𝜆 ∈
(︂

0 ,
1

3

)︂
корни 𝜉0, 𝜉1, 𝜉2, 𝜉3 уравнения (26)

находятся в таких пределах

Im 𝜉0 < −𝛼0, 0 < Im 𝜉1 < 𝛼3, −𝛼0 < Im 𝜉2 < − Im 𝜉1, Im 𝜉3 > 𝛼3 .

Как мы знаем все корни уравнения (26) являются чисто мнимыми. Пусть 𝜉0 = −𝑖𝜂0 ,
𝜉1 = 𝑖𝜂1 , 𝜉2 = −𝑖𝜂2 , 𝜉3 = 𝑖𝜂3 , тогда 0 < 𝜂1 < 𝛼3 , 0 < 𝜂1 < 𝜂2 < 𝛼0 , 𝜂3 > 𝛼3 , 𝜂0 > 𝛼0 .
Докажем, что 𝜉1 и 𝜉2 являются корнями уравнения 𝑓 ′

1(𝜉) = 0. Имеем,

Im 𝑓 ′
1(𝜉1) = −𝜋

2
+

2∑︁
𝑘=0

(arg(𝛼𝑘 − 𝑖𝜂1) − arg(𝛼𝑘 + 𝑖𝜂1)) + arg(𝑖𝜂1 − 𝛼3) − arg(𝑖𝜂1 + 𝛼3).

Поскольку 0 < 𝜂1 < 𝛼3, то

−𝜋
4
< arg(𝛼𝑘 − 𝑖𝜂1) < 0, 0 < arg(𝛼𝑘 + 𝑖𝜂1) <

𝜋

4
,

3𝜋

4
< arg(𝑖𝜂1 − 𝛼𝑘) < 𝜋 , 𝑘 = 0, 1, 2, 3

Откуда следует ,что −3𝜋

2
< Im 𝑓 ′

1(𝜉1) <
𝜋

2
. Но Im 𝑓 ′

1(𝜉1) = 2𝜋𝑙 , 𝑙 ∈ Z ⇒ 𝑓 ′
1(𝜉1) = 0.

Im 𝑓 ′
1(𝜉2) = −𝜋

2
+

2∑︁
𝑘=0

(arg(𝛼𝑘 + 𝑖𝜂2) − arg(𝛼𝑘 − 𝑖𝜂2)) + arg(−𝑖𝜂2 − 𝛼3) − arg(−𝑖𝜂2 + 𝛼3).

Поскольку 0 < 𝜂2 < 𝛼0, то

−𝜋
4
< arg(𝛼0 − 𝑖𝜂2) < 0, 0 < arg(𝛼0 + 𝑖𝜂2) <

𝜋

4
,

при 𝑘 = 1, 2 :

−𝜋
2
< arg(𝛼𝑘 − 𝑖𝜂2) < 0, 0 < arg(𝛼𝑘 + 𝑖𝜂2) <

𝜋

2
,

и −𝜋 < arg(−𝑖𝜂2 − 𝛼3) < −𝜋
2

, −𝜋
2
< arg(−𝑖𝜂2 + 𝛼3) < 0 .

Откуда получаем, −3𝜋

2
< Im 𝑓 ′

1(𝜉2) < 2𝜋. Поскольку неравенства строгие, 𝑓 ′
1(𝜉2) =

= 0 . Также можем проверить, что остальные корни уравнения (26) не обнуляют
производную.

Возьмем 𝑅1 = 𝜂1𝑛 , 𝑅2 = −𝜂2𝑛 , 𝑇 = 𝑐𝑛 , где 𝑐 = 𝛼3 + 𝛿 , 0 < 𝛿 <
𝜆

2
.

𝑄𝑟
3,𝑛 =

1

2𝜋𝑖

∫︁
Π𝑟

𝑧

𝐺𝑛,𝑚(𝑧)𝑒−
𝜋𝑖
2
𝑧𝑑𝑧 =

2𝜋𝛽

𝑛𝑖

∫︁
Π𝑟

𝜉

ℎ(𝜉)𝑒𝑓1(𝜉)𝑛
(︀
1 +𝑂(𝑛−1)

)︀
𝑑𝜉 ,
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где Π𝑟
𝜉 = 𝑆1 ∪ 𝑆2 ∪ 𝑆3 , 𝑆1 = {𝜉 : 0 ≤ Re 𝜉 ≤ 𝑐, Im 𝜉 = 𝜂1} ,

𝑆2 = {𝜉 : −𝜂2 ≤ Im 𝜉 ≤ 𝜂1, Re 𝑧 = 𝑐} , 𝑆3 = {𝜉 : 0 ≤ Re 𝜉 ≤ 𝑐, Im 𝜉 = −𝜂2}.
Поскольку ℎ(𝜉) ограничена по модулю

|𝑄𝑟
3,𝑛| ≤

4𝜋𝛽

𝑛
𝐶4 max

𝜉∈Π𝑟
𝜉

⃒⃒
𝑒𝑓1(𝜉)𝑛

⃒⃒
(2𝑐+ 𝜂1 + 𝜂2) <

𝐶5

𝑛
max
𝜉∈Π𝑟

𝜉

⃒⃒
𝑒𝑓1(𝜉)𝑛

⃒⃒
Следовательно,

lim
𝑛→∞

1

𝑛
ln |𝑄𝑟

3,𝑛| ≤ max
𝜉∈Π𝑟

𝜉

Re 𝑓1(𝜉) .

Пусть 𝜉 ∈ 𝑆1 , 𝜉 = 𝑢+ 𝑖𝜂1 , 0 ≤ 𝑢 ≤ 𝑐 . Положим 𝑔1(𝑢) = Re 𝑓1(𝑢+ 𝑖𝜂1) . При 𝑢 > 0

𝑔′1(𝑢) = Re 𝑓 ′
1(𝑢+ 𝑖𝜂1) =

1

2

3∑︁
𝑘=0

ln
(𝑢− 𝛼𝑘)2 + 𝜂21
(𝑢+ 𝛼𝑘)2 + 𝜂21

< 0 ,

а 𝑔′1(0) = 0 ⇒ max
𝜉∈𝑆1

Re 𝑓1(𝜉) = Re 𝑓1(𝜉1) = 𝜅−
3∑︀

𝑘=0

𝛼𝑘 ln(𝜂21 + 𝛼2
𝑘) .

Пусть 𝜉 ∈ 𝑆3 , 𝜉 = 𝑢− 𝑖𝜂2 , 0 ≤ 𝑢 ≤ 𝑐 . Положим 𝑔1(𝑢) = Re 𝑓1(𝑢− 𝑖𝜂2) . При 𝑢 > 0

𝑔′2(𝑢) =
1

2

3∑︁
𝑘=0

ln
(𝑢− 𝛼𝑘)2 + 𝜂22
(𝑢+ 𝛼𝑘)2 + 𝜂22

< 0 ,

𝑔′2(0) = 0 ⇒ max
𝜉∈𝑆3

Re 𝑓1(𝜉) = Re 𝑓1(𝜉2) = 𝜅−
3∑︀

𝑘=0

𝛼𝑘 ln(𝜂22 + 𝛼2
𝑘) < 𝜅−

3∑︀
𝑘=0

𝛼𝑘 ln(𝜂21 + 𝛼2
𝑘),

так как 𝜂1 < 𝜂2 .
Пусть 𝜉 ∈ 𝑆2 , 𝜉 = 𝑐 + 𝑖𝑣 , −𝜂2 ≤ 𝑣 ≤ 𝜂1 . Положим 𝑔3(𝑣) = Re 𝑓1(𝑐 + 𝑖𝑣) . Производ-
ная этой функции не обращается в ноль на отрезке −𝜂2 ≤ 𝑣 ≤ 𝜂1 , так как 𝑐 ̸= 0,
следовательно она достигает максимума на одном из концах. Тогда max

𝜉∈𝑆2

Re 𝑓1(𝜉) =

= max{Re 𝑓1(𝑐+ 𝑖𝜂1),Re 𝑓1(𝑐− 𝑖𝜂2)} < Re 𝑓1(𝜉1) = 𝜅−
3∑︀

𝑘=0

𝛼𝑘 ln(𝜂21 + 𝛼2
𝑘) .

Таким образом, max
𝜉∈Π𝑟

𝜉

Re 𝑓1(𝜉) = Re 𝑓1(𝜉1) = 𝜅−
3∑︀

𝑘=0

𝛼𝑘 ln(𝜂21 + 𝛼2
𝑘) .

Пусть 𝑧 ∈ Π𝑙
𝑧 . Нетрудно убедится, что функция 𝐵𝑛,𝑚(𝜁) удовлетворяет равенству

𝐵𝑛,𝑚(𝜁) = 𝐵𝑛,𝑚(𝑛+ 3𝑚− 𝜁) . А функция 𝑅𝑛−3𝑚(𝜁 − 3𝑚) = (−1)𝑛−3𝑚+1𝑅𝑛−3𝑚(𝑛− 𝜁) .
А следовательно, функция 𝐺𝑛,𝑚(𝑧) = (−1)𝑛−3𝑚+1𝐺𝑛,𝑚(−𝑧) . Производя замену
𝑧 = −𝑤̄ в интеграле 𝑄𝑙

3,𝑛 можно получить такое равенство

𝑄𝑙
3,𝑛 = (−1)𝑛−3𝑚𝑄𝑟

3,𝑛 .

Откуда следует lim
𝑛→∞

1

𝑛
ln |𝑄𝑟

3,𝑛| ≤ max
𝜉∈Π𝑟

𝜉

Re 𝑓1(𝜉) = Re 𝑓1(𝜉1) .

Поскольку 𝑄3,𝑛(𝑖) = 𝑒
3(𝑛−𝑚)𝜋𝑖

4 (𝑄𝑟
3,𝑛 +𝑄𝑙

3,𝑛), то

lim
𝑛→∞

1

𝑛
ln |𝑄3,𝑛(𝑖)| ≤ Re 𝑓1(𝜉1) = 𝜅−

3∑︁
𝑘=0

𝛼𝑘 ln(𝜂21 + 𝛼2
𝑘) . (32)
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2) 𝑘 = 2 . Рассмотрим следующую функцию

𝑊𝑛,𝑚(𝜁) =
(𝑛+ 3𝑚)!(𝑛+𝑚)!

1∏︀
𝑘=0

Γ(𝜁 − 𝑘𝑚+ 1)Γ(𝑛+ (3 − 𝑘)𝑚− 𝜁 + 1)

𝑅𝑛−𝑚(𝜁 − 2𝑚)𝑅𝑛−3𝑚(𝜁 − 3𝑚) ,

где 𝑅𝑛−𝑚(𝜁 − 2𝑚) =
(𝑛−𝑚)!Γ(𝜁 − 𝑛−𝑚)

Γ(𝜁 − 2𝑚+ 1)
, 𝑅𝑛−3𝑚(𝜁 − 3𝑚) =

(𝑛− 3𝑚)!Γ(𝜁 − 𝑛)

Γ(𝜁 − 3𝑚+ 1)
.

Эту функцию можно записать так

𝑊𝑛,𝑚(𝜁) =

(︂
sin 𝜋(𝑛+ 3𝑚− 𝜁)

𝜋

)︂(︂
sin 𝜋(𝑛+ 2𝑚− 𝜁)

𝜋

)︂
Φ𝑛,𝑚(𝜁) .

Мы знаем, что Φ𝑛,𝑚(𝜁) =
3∑︀

𝑘=0

𝑛+(3−𝑘)𝑚∑︀
𝑗=𝑘𝑚

𝑐𝑗,𝑘
(𝜁 − 𝑗)𝑘+1

. Также для любого целого 𝑗 имеем

sin 𝜋(𝑛+ 3𝑚− 𝜁) = (−1)𝑛+3𝑚+1−𝑗 sin 𝜋(𝜁 − 𝑗) ,

sin 𝜋(𝑛+ 2𝑚− 𝜁) = (−1)𝑛+2𝑚+1−𝑗 sin 𝜋(𝜁 − 𝑗) .

Тогда

𝑊𝑛,𝑚(𝜁) = (−1)𝑚
3∑︁

𝑘=2

𝑛+(3−𝑘)𝑚∑︁
𝑗=𝑘𝑚

𝑐𝑗,𝑘
(𝜁 − 𝑗)𝑘−1

+ 𝜙(𝜁) ,

где 𝜙(𝜁) аналитическая во всей комплексной плоскости функция.
Положим

𝐸𝑛(𝑡) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐶

𝑊𝑛,𝑚(𝜁)𝑒𝑡𝜁𝑑𝜁 ,

где 𝐶 - замкнутый контур, содержащий все полюса 𝑗 = 2𝑚, ... , 𝑛+𝑚 подынтеграль-
ной функции. Тогда

(−1)𝑚𝐸𝑛(𝑡) = 𝑡𝑄3,𝑛(𝑒𝑡) +𝑄2,𝑛(𝑒𝑡) .

Как и в первом случае сделаем замену 𝑧 = 𝜁 − 𝑛+ 3𝑚

2
, положим

𝑉𝑛,𝑚(𝑧) = 𝑊𝑛,𝑚

(︂
𝑧 +

𝑛+ 3𝑚

2

)︂
.

Выберем в качестве контура прямоугольник Π𝑅1,𝑅2,𝑇 с 𝑅1 = 𝜂3𝑛 , 𝑅2 = 𝜂2𝑛 и 𝑇 = 𝑐𝑛 ,

где 𝑐 = 𝛼2 + 𝛿 , 0 < 𝛿 < 𝜆/2 . Тогда этот контур содержит все полюса 𝑗 − 𝑛+ 3𝑚

2
,

𝑗 = 2𝑚, ... , 𝑛+𝑚 функции 𝑉𝑛,𝑚(𝑧) . Тогда

𝑒−𝜋𝑖𝑛+3𝑚
4 𝐸𝑛

(︂
𝜋𝑖

2

)︂
=

1

2𝜋𝑖

∫︁
Π𝑅1,𝑅2,𝑇

𝑉𝑛,𝑚(𝑧)𝑒
𝜋𝑖
2
𝑧𝑑𝑧 .
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Положим

𝐸𝑟
𝑛 =

1

2𝜋𝑖

∫︁
Π𝑟

𝑧

𝑉𝑛,𝑚(𝑧)𝑒
𝜋𝑖
2
𝑧𝑑𝑧 ,

𝐸𝑙
𝑛 =

1

2𝜋𝑖

∫︁
Π𝑙

𝑧

𝑉𝑛,𝑚(𝑧)𝑒
𝜋𝑖
2
𝑧𝑑𝑧 ,

где Π𝑟
𝑧 и Π𝑙

𝑧 соответственно правая и левая половины контура Π𝑅1,𝑅2,𝑇 .
Тогда ∀𝑧 ∈ Π𝑟

𝑧 при помощи формулы Стирлинга можем представить подынтеграль-
ную функцию в таком виде

𝑉𝑛,𝑚(𝑧)𝑒
𝜋𝑖
2
𝑧 =

(2𝜋)2𝛽

𝑛2
ℎ(𝜉)𝑒𝑓2(𝜉)𝑛(1 +𝑂(𝑛−1)) ,

где 𝑧 = 𝜉𝑛 , 𝑓2(𝜉) = 𝜅+ 𝜋𝑖
2
𝜉 −

1∑︀
𝑘=0

((𝛼𝑘 − 𝜉) ln(𝛼𝑘 − 𝜉) + (𝛼𝑘 + 𝜉) ln(𝛼𝑘 + 𝜉)) +

+
3∑︀

𝑘=2

((𝜉 − 𝛼𝑘) ln(𝜉 − 𝛼𝑘) − (𝛼𝑘 + 𝜉) ln(𝛼𝑘 + 𝜉)) .

Поскольку

𝑓 ′
2(𝜉) =

𝜋𝑖

2
+

1∑︁
𝑘=0

(ln(𝛼𝑘 − 𝜉) − ln(𝛼𝑘 + 𝜉)) +
3∑︁

𝑘=2

(ln(𝜉 − 𝛼𝑘) − ln(𝛼𝑘 + 𝜉)) ,

то корни уравнения 𝑒𝑓
′
2(𝜉) = 1 являются корнями уравнения (26) . Докажем, что

𝜉2 = −𝑖𝜂2 и 𝜉3 = 𝑖𝜂3 , 𝜂1 < 𝜂2 < 𝛼0 , 𝜂3 > 𝛼3 . Имеем, 0 < 𝜂2 < 𝛼0

−𝜋
4
< arg(𝛼0 − 𝑖𝜂2) < 0, 0 < arg(𝛼0 + 𝑖𝜂2) <

𝜋

4
,

−𝜋
2
< arg(𝛼1 − 𝑖𝜂2) < 0, 0 < arg(𝛼1 + 𝑖𝜂2) <

𝜋

2
,

при 𝑘 = 2, 3

−𝜋 < arg(−𝑖𝜂2 − 𝛼𝑘) < −𝜋
2
, −𝜋

2
< arg(−𝑖𝜂2 + 𝛼𝑘) < 0.

Откуда получаем, −3𝜋

2
< Im 𝑓 ′

2(𝜉2) < 2𝜋 ⇒ 𝑓 ′
2(𝜉2) = 0 .

Для 𝜉3 = 𝑖𝜂3 , 𝜂3 > 𝛼3 также выполнено −3𝜋

2
< Im 𝑓 ′

2(𝜉3) < 2𝜋 ⇒ 𝑓 ′
2(𝜉3) = 0 .

Аналогично предыдущему пункту, получаем

lim
𝑛→∞

1

𝑛
ln |𝐸𝑟

𝑛| ≤ max{Re 𝑓2(−𝑖𝜂2),Re 𝑓2(𝑖𝜂3)} .

Также при помощи замены 𝑧 = −𝑤̄ и формуле 𝑉𝑛,𝑚(𝑧) = 𝑉𝑛,𝑚(−𝑧) можно получить,
что 𝐸𝑙

𝑛 = −𝐸𝑟
𝑛 . Откуда следует, что

lim
𝑛→∞

1

𝑛
ln

⃒⃒⃒⃒
𝐸𝑛

(︂
𝜋𝑖

2

)︂⃒⃒⃒⃒
≤ max{Re 𝑓2(−𝑖𝜂2),Re 𝑓2(𝑖𝜂3)} .
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Поскольку 𝑓 ′
2(𝜉2) = 0 и 𝑓 ′

2(𝜉3) = 0 , то Re 𝑓2(−𝑖𝜂2) = 𝜅 −
3∑︀

𝑘=0

𝛼𝑘 ln(𝜂22 + 𝛼2
𝑘) , а

Re 𝑓2(𝑖𝜂3) = 𝜅−
3∑︀

𝑘=0

𝛼𝑘 ln(𝜂23 + 𝛼2
𝑘) . Но поскольку 𝜂2 > 𝜂1, а 𝜂3 > 𝛼3 > 𝜂1, то

lim
𝑛→∞

1

𝑛
ln

⃒⃒⃒⃒
𝐸𝑛

(︂
𝜋𝑖

2

)︂⃒⃒⃒⃒
< 𝜅−

3∑︁
𝑘=0

𝛼𝑘 ln(𝜂21 + 𝛼2
𝑘) .

Но 𝑄2,𝑛(𝑖) = (−1)𝑚𝐸𝑛(𝜋𝑖
2

) − 𝜋𝑖
2
𝑄3,𝑛(𝑖) , а следовательно, учитывая (32), получим

lim
𝑛→∞

1

𝑛
ln |𝑄2,𝑛(𝑖)| ≤ 𝜅−

3∑︁
𝑘=0

𝛼𝑘 ln(𝜂21 + 𝛼2
𝑘) . (33)

3)𝑘 = 1 . Рассмотрим функцию

Ψ𝑛,𝑚(𝜁) =
sin 𝜋(𝑛+ 3𝑚− 𝜁)

𝜋
Φ𝑛,𝑚(𝜁) .

С помощь равенства sin 𝜋(𝑛+ 3𝑚− 𝜁) = (−1)𝑛+3𝑚+1−𝑗 sin𝜋(𝜁− 𝑗) её можно записать
в таком виде

Ψ𝑛,𝑚(𝜁) =
3∑︁

𝑘=1

𝑛+(3−𝑘)𝑚∑︁
𝑗=𝑘𝑚

𝑐𝑗,𝑘(−1)𝑛+3𝑚+1−𝑗

(𝜁 − 𝑗)𝑘
+ 𝜓(𝜁) ,

где 𝜓(𝜁) некая аналитическая во всей комплексной плоскости функция.
Положим

𝑈𝑛(𝑡) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐶

Ψ𝑛,𝑚(𝜁)𝑒𝑡𝜁+𝜋𝑖(𝑛+3𝑚+1−𝜁)𝑑𝜁 ,

где 𝐶 контур содержащий все полюса 𝑗 = 𝑚, ... , 𝑛+2𝑚 подынтегральной функции.
Тогда

𝑈𝑛(𝑡) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐶

3∑︁
𝑘=1

𝑛+(3−𝑘)𝑚∑︁
𝑗=𝑘𝑚

𝑐𝑗,𝑘(−1)𝑛+3𝑚+1−𝑗

(𝜁 − 𝑗)𝑘
𝑒𝑡𝜁+𝜋𝑖(𝑛+3𝑚+1−𝜁)𝑑𝜁 =

=
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐶

3∑︁
𝑘=1

𝑛+(3−𝑘)𝑚∑︁
𝑗=𝑘𝑚

𝑐𝑗,𝑘(−1)𝑛+3𝑚+1−𝑗

(𝜁 − 𝑗)𝑘
𝑒𝑡𝑗+𝜋𝑖(𝑛+3𝑚+1−𝑗)𝑒(𝑡−𝜋𝑖)(𝜁−𝑗)𝑑𝜁 =

=
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐶

3∑︁
𝑘=1

𝑛+(3−𝑘)𝑚∑︁
𝑗=𝑘𝑚

𝑐𝑗,𝑘𝑒
𝑡𝑗𝑒(𝑡−𝜋𝑖)(𝜁−𝑗)

(𝜁 − 𝑗)𝑘
𝑑𝜁 =

(𝑡− 𝜋𝑖)2

2
𝑄3,𝑛(𝑒𝑡) + (𝑡− 𝜋𝑖)𝑄2(𝑒

𝑡) +𝑄1,𝑛(𝑒𝑡) .

Подставив 𝑡 =
𝜋𝑖

2
, получим

𝑈𝑛

(︂
𝜋𝑖

2

)︂
= −𝜋

2

8
𝑄3,𝑛(𝑖) − 𝜋𝑖

2
𝑄2,𝑛(𝑖) +𝑄1,𝑛(𝑖) .

40



Сделав замену 𝑧 = 𝜁 − 𝑛+ 3𝑚

2
и выбрав в качестве контура интегрирования пря-

моугольник Π𝑅1,𝑅2,𝑇 с 𝑅1 = 𝜂3𝑛 , 𝑅2 = 𝜂0𝑛 , 𝑇 = 𝑐𝑛 , 𝑐 = 𝛼1 + 𝛿 , 0 < 𝛿 < 𝜆/2 ,
можно аналогично предыдущим пунктам получить соответствующее представле-
ние подынтегральной функции, в котором вместо 𝑓1(𝜉) и 𝑓2(𝜉) будет стоят 𝑓3(𝜉) =

= 𝜅 − 𝜋𝑖
2
𝜉 − (𝛼0 − 𝜉) ln(𝛼0 − 𝜉) − (𝛼0 + 𝜉) ln(𝛼0 + 𝜉) +

3∑︀
𝑘=1

(ln(𝜉 − 𝛼𝑘) − ln(𝛼𝑘 + 𝜉)) .

Также можно показать, что −3𝜋

2
< Im 𝑓 ′

3(𝜉3) < 2𝜋 и −3𝜋

2
< Im 𝑓 ′

3(𝜉0) <
𝜋

2
, откуда

будет следовать, что 𝜉0 и 𝜉3 корни производной функции 𝑓3(𝜉) . Далее, аналогично
рассуждениям предыдущих пунктов, можно получить, что

lim
𝑛→∞

1

𝑛
ln

⃒⃒⃒⃒
𝑈𝑛

(︂
𝜋𝑖

2

)︂⃒⃒⃒⃒
≤ max{Re 𝑓3(−𝑖𝜂0),Re 𝑓3(𝑖𝜂3)} .

Поскольку 𝜂0 > 𝛼0 > 𝜂1 и 𝜂3 > 𝜂1 получаем, что

lim
𝑛→∞

1

𝑛
ln

⃒⃒⃒⃒
𝑈𝑛

(︂
𝜋𝑖

2

)︂⃒⃒⃒⃒
< 𝜅−

3∑︁
𝑘=0

𝛼𝑘 ln(𝜂21 + 𝛼2
𝑘) .

Но так как 𝑄1,𝑛(𝑖) = 𝑈𝑛

(︀
𝜋𝑖
2

)︀
+
𝜋2

8
𝑄3,𝑛(𝑖)+

𝜋𝑖

2
𝑄2,𝑛(𝑖), то учитывая (32) и (33), получим

lim
𝑛→∞

1

𝑛
ln |𝑄1,𝑛(𝑖)| ≤ 𝜅−

3∑︁
𝑘=0

𝛼𝑘 ln(𝜂21 + 𝛼2
𝑘) .

Таким образом предложение доказано.

2.4. Доказательство теоремы.

Теорема 1.

𝜇(𝜋) < 13, 398 .

Лемма 5. Пусть 𝐾 ≥ 1 положительное целое и 𝛾 действительное число. Поло-
жим

𝐾∑︁
𝑘=0

𝑝𝑘,𝑛𝛾
𝑘 = 𝜀𝑛

для всех 𝑛 ≥ 1, где каждое 𝑝𝑘,𝑛 ∈ Z + 𝑖Z. Предположим, что

lim
1

𝑛
ln |𝑝𝑘,𝑛| ≤ 𝜎 (1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐾), lim

1

𝑛
ln |𝜀𝑛| = −𝜏

с положительными 𝜎 и 𝜏 . Тогда 𝜇(𝛾) < 𝐾(1 + 𝜎/𝜏) .
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Лемма 6. Пусть 𝑢, 𝑣 - действительные числа, удовлетворяющие неравенствам
0 < 𝑢 < 𝑣 < 1. Тогда

lim
𝑛→∞

1

𝑛

∑︁
𝑢≤{𝑛/𝑝}<𝑣

ln 𝑝 = 𝜓(𝑣) − 𝜓(𝑢),

где 𝜓(𝑥) = Γ′(𝑥)/Γ(𝑥) - логарифмическая производная гамма-функции.

Итак, положим 𝜌 = lim
𝑛→∞

1

𝑛
ln ∆𝑛 . Выберем 𝜆 =

3

31
. Тогда по лемме 6 находим

𝜌 = lim
𝑛→∞

1

𝑛

∑︁
{𝑛/31𝑝}∈Ω

ln 𝑝+ lim
𝑛→∞

1

𝑛

∑︁
{𝑛/31𝑝}∈Ω′

ln 𝑝 =
1

31

⎛⎝∫︁
Ω

𝜓′(𝑥)𝑑𝑥+

∫︁
Ω′

𝜓′(𝑥)𝑑𝑥

⎞⎠ =

= 1, 33418...

Положим 𝑀𝑛,𝑚 = 48𝑇𝑛+3𝑚𝑇𝑛+2𝑚𝑇𝑛+𝑚/∆𝑛 . Тогда

𝑝𝑘,𝑛 =
𝑀𝑛,𝑚

𝑘!

(︂
𝑖

2

)︂𝑘

𝑄𝑘,𝑛(𝑖) ∈ Z + 𝑖Z

и для 𝜀𝑛 = 𝑀𝑛,𝑚𝐼𝑛

(︂
𝜋𝑖

2

)︂
выполнено

3∑︁
𝑘=0

𝑝𝑘,𝑛𝜋
𝑘 = 𝜀𝑛 .

Теперь находим

lim
1

𝑛
ln |𝑝𝑘,𝑛| ≤ 𝜎 = 3 +

18

31
− 𝜌+ 2, 69866... = 4, 94511...

lim
𝑛→∞

1

𝑛
ln |𝜀𝑛| = −𝜏 = 3 +

18

31
− 𝜌− 3, 67325... = −1, 42679...

По лемме 5 получаем

𝜇(𝜋) < 3 (1 + 𝜎/𝜏) = 13, 39767659... < 13, 398.
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3. Выводы и заключение

Таким образом, мы вывели оценку Хаты на меру иррациональности 𝜋. Заметим,
что мы выбрали тоже значение параметра 𝜆, что и у Хаты. При этом, согласно
предложениям 6 и 7, мы знаем, как зависят асимптотические оценки для интеграла
и коэффициентов от параметра 𝜆. Однако, мы еще должны учесть вклад простых
чисел для знаменателя коэффициентов 𝑐𝑗,𝑘 . Поэтому приходится рассматривать
только рациональные значения параметра 𝜆 =

𝑎

𝑏
, 𝑎, 𝑏 ∈ N , (𝑎, 𝑏) = 1. В таком

случае, мы можем для произвольных 𝑎 и 𝑏 с условием
𝑎

𝑏
= 𝜆 ∈

(︁
0 ,

1

3

)︁
, (𝑎, 𝑏) = 1

проделать аналогичные рассуждения, что проделаны в пункте 2.2 для 𝑎 = 3, 𝑏 = 31,
и установить, что выполняется следующее

𝑐𝑗,𝑘 ∈
∆𝑛(𝑎, 𝑏)

𝑇𝑛+3𝑚𝑇𝑛+2𝑚𝑇𝑛+𝑚

Z ,

где ∆𝑛(𝑎, 𝑏) =
∏︀

{𝑛/𝑏𝑝}∈Ω
𝑝

∏︀
{𝑛/𝑏𝑝}∈Ω′

𝑝 , Ω = Ω(𝑎, 𝑏) = {0 ≤ 𝑤 < 1 : 𝜇(𝑎𝑤, 𝑏𝑤, 𝑠) ≥ 1 ∀𝑠} ,

Ω′ = Ω′(𝑎, 𝑏) = {0 ≤ 𝑤 < 1 : 𝜇(𝑎𝑤, 𝑏𝑤, 𝑠) ≥ 2 ∀𝑠} , все 𝑝 меньше 𝑛 + 3𝑚 и больше
√
𝑛+ 3𝑚 . Но чтобы посчитать предел lim

𝑛→∞

1

𝑛
ln ∆𝑛(𝑎, 𝑏), мы должны конкретные

промежутки, которых находится
{︂
𝑛

𝑏𝑝

}︂
. В общем случае, для произвольных 𝑎 и 𝑏,

это сделать не представляется возможным, поскольку количество этих промежут-
ков также зависит от 𝑎 и 𝑏 . Однако, при конкретных рациональных значениях 𝜆,
мы можем найти эти промежутки при помощи вычислительной техники, как мы
искали их в лемме 3 и 4 пункта 2.2. Тогда мы можем говорить о некой оптимиза-

ции оценки на меру 𝜋 по рациональному параметру 𝜆 ∈
(︁

0 ,
1

3

)︁
. Как показывают

вычисления, значение 𝜆 =
3

31
дает действительно хорошую оценку на меру 𝜋. На

данный момент проверено, что вблизи
3

31
оценка принимает оптимальные значе-

ния, причем среди значений с 𝑏 < 100 нет лучших, чем при 𝑏 = 31 и 𝑎 = 3 . При
𝑏 ≥ 100 улучшения пока не найдены.
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